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Geometricko kinematickym principem jedné skupiny motorl s krouZivym pistem
je Bellermannovo mechanické vytvofeni cykloiddl: Klika délky a, otdci se kolem
pevného konce stdlou uhlovou rychlosti w;, a kolem druhého jejiho konce otddi
se soucasné klika délky a, stdlou uhlovou rychlosti w,. Za tohoto pohybu popisuje
volny koncc mechanismu &dru, jejiz parametrickou rovnici Ize vZdy uvést na tvar

Z = a, exXpjm;t + a,exp jw,t .

PonévadZ poradi sCitanc na pravé stran¢ této rovnice je nepodstatné, jsou ji
uréeny dva nucené pohyby Z/S s — obecné feCeno — rozdilnymi dvojicemi kine-
matickych parametri a s rozdilnymi dvojicemi (kruhovych) polhodif. Tim pro
Bellermann(v mechanismus s parametry a,, a,, /o, nalezeny ob& dvojice pevné
a pohyblivé kruZnice, v souhlase se zndmou vétou o dvojim vytvofeni cykloiddly.

U motori Wankelova typu je wl/a)2 = 3, a kotdleni geometricky ekvivalentni
s pohybem X/S je budto pericykloiddlni pohyb kruZnicc s polomérem 3a, po
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kruznici s polomérem 2a,, nebo epicykloiddlni pohyb kruZnice s polomérem 1a,
po kruznici s polomérem %a,.
V soustavé bodovych trajektorii

z = a, expjo,t + (expj(w,[3)t
tohoto pohybu vyberme trojici s vytvorujicimi body
lo=a,, {=a, expj(2n/3) . bL=a, expj(4n/3).

Jejich parametrické rovnice jsou
[0 [o
z=a,expjo, [t + 2nfo, | + ayexpj(o,[3) |t + {2nfw, |,
l47z/cu1 147t/a)l

a vyjadiuji tedy jednu a touZz ¢dru
(z2)* = (3a7 + a3)(z2)* + ai(3ai — a3) 2z — a, a3(z? + %) —
—aj(ai —a3)* =0.

V (rozsifené) roving vyjadfuje tato rovnice raciondlni tricirkuldrni sextiku. Pokud
a, > 0, a, > 0, tato sextika se nerozpadd; doplime jesté, Ze pro a, = 0 je jeji
vlastni soucdsti kruznice, pro a, = 0 degeneruje v kruZnici, a v obou téchto pfi-
padech degeneruje ovSem i Bellermanntv mechanismus.

Kteroukoli polohou na této &afe prochdzi bod (Cl) o dobu 2n/cu1 pozdéji, neZ jim
progel bed ({,), a bod (£,) o touZ dobu 27/w, pozdéji, neZ jim proel bod ({;). Trojice
bodit (£,), (¢y), (¢,) tvofi vrcholy rovnostranného trojuhelnika (idedlni pist motoru)
se sticdem v nulovém bod& soustavy Y. Za pohybu X/S probihd tento stied stdlou
tihlovou rychlosti w; kruznici se stfedem v nulovém bod¢ soustavy S a s polomérem
ay, pricemz se trojuhelnik (,)(¢,)(¢y) vlivem pericykloiddlniho zdbéru stadi, ale
tak, Ze viechny jeho rohy popisuji touz sextiku (hranici idedlni arény motoru),
a tymz jejim bodem prochdzeji v tychz ¢asovych intervalech 27(/(»1 po sobé.

Od hranice arény pozadujeme, aby byla dostate¢né hladkd a aby sebe neprotinala.
Nezajimdme-li s¢ o parametry konstruktivné technické povahy, postai nim pro
rozbor pribéhu ¢dry

z = a,expjo,t + ayexpjlw,/3)t

v zdvislosti na a,, a, provést rozbor jeji kiivosti v mezich 0 < a;/a, < 1. Pro a,/a, =
= 0 je aréna kruhovd, pro 0 < (‘11/113 <—f; je (nikoli kruhovd a) konvexni, pro
o < a;la, <} je nikoli konvexni (a hladkd), pro a,/a, = § md dva body uvratu,
pro} < a,/a, < | mddva dvojndsobné body uzlové (a zistdvd hladkd), pro ala, =
= | piistupuje jesté scbedotyk. Arénamitedy mohou teoreticky byt vieciiny cykloidily
s, o, = 3a0 < 3a,[/a, < 1; praxe omezuje se na uZsi nerovnost § < 3a,[ay < 1.
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Vyse nalezené vlastnosti o profilech Wankelova motoru nejsou viak vyluénymi
vlastnostmi téchto dvou specidlnich profili, a teoreticky existuji i jiné moZnosti
motort, zaloZenych na principu krouZivého pistu. Otdzku zkoumdme v této praci.

1. POHYB Z; DEFINICE

Dostatecné obecnym vychodiskem bude ndm nuceny pohyb Z/S definovany takto:

Vytvorujici body (C,-), i =1,2,..., 1, pevné v pohyblivé roviné (Z) popisuji v pevné
roviné (S) tou? trajektorii C,, kterou v této roviné popisuje vytvorujici bod (CO),
pevny v pohyblivé roviné (X), a to tak, Ze touz polohou (z,) bodu koincidujiciho
v (S) s bodem ({,) prochdzeji body koincidujici v (S) s body ((;), i =1,2,...,1
v tychZ casovych intervalech T po sobé.

O bodech ({;), i =0,1,2,...,1, I =2 budeme piedpoklddat {; & {;,,, i =
=0,1,2,...,1 — 1; ddle pfedpokldddme T > 0.

Nazveme pak vySe definovany pohyb pro struénost pohyb 2. Lomenou ¢dru
s rohy ({o), (1)s (C2)s -+ () (v tomto pofadi) nazveme vytvofujici trasa v 2. T je
¢asovd konstanta v 2.

Existuje zfejmé trividlni pohyb 2; je to rotace X/S.

2. VLASTNOSTI PLYNOUCI Z DEFINICE

Piedpoklddejme, Ze existuje netrividlni pohyb 2; budtez m(t), n(t) jeho kinema-
tické parametry, 9(f) jeho Casovy rezim, n = exp j3. O funkcich m, n, pfip. § b&Zné
predpokldddme, Ze jsou aspoii I-reguldrni na spole¢ném defininim intervalu I(t),
tj. tféidy C' na I.

Jiz z ptedpokladu existence vyplyvaji a) konfiguraéni vlastnosti vytvofujici trasy
v 2, b) ptipustny Casovy reZim v 2.

a) Za pohybu 2 popisuje vytvofujici bod ({;) bodovou trajektorii C;, jejiZ para-
metrickd rovnice v (S) je

(1) zi=m+{n, i=0,1,2,...,1;

pritom podle definice plati

(2) zt+ T)=z,_4(t), i=1,2,..,1,

pro viechna rel. Z (1), (2) plyne

(3) m(t +T)=mt)=Coyn(t)y = Cin(t +T), i=1,2,..,1,

pro véechna tel.
Nazveme [-tici identit (2) zdkladni identita v 2; I-tici identit (3) zdkladni rovnice
v 2.
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TudiZ: Existuje-li netrividlni pohyb 2, pak nutné se zdkladni identitou (2) plati
i zdkladni rovnice (3).

Z (3) plyne
) n(Ofn(t + T) = oy = GG = Gy i=1,2.00 =1
Z (4) plyne
(s) 1= mod? {1y, — C)fmod® ({ = &ioy)s i=1,2.. 01— 1.

PongvadZ levé strany v (4), (5) nezdviseji na i, nezdviseji ani jejich pravé strany
na vyb&ru i z (I — I)-tice i = 1,2,...,1 — I; nadto tyto rovnice podrZuji platnost,
kdyz namisto I-tice i = 1,2, ...,] prfipustime posloupnost pfirozenych Cisel i =
=1, 2,... Hodnota pravych stran v (4), (5) je pak urdena kteroukoli trojici po sobg&
jdoucich bodit kone&né, piip. nekonené posloupnosti (o), (¢y), (¢2), - .., a tedy pravé
strany v (4), (5) vyjadiuji jisté konfigura&ni konstanty, které charakterisuji vytvofujici
trasu v Z. Ukazuje se vhodné poloZit

(6) d = mod (C.’+1 - C:)
(7) exp(—jé) = (Ci+1 - C.)/(C. - Ci—l) , 020 <2n;

pfitom pamatujeme, Ze d, & nezdviseji na vybsru i z (I — I)-tice i = 1,2,...,[ — 1,
pfip. z posloupnosti i = 1,2, ...

TudiZ: Existuje-li netrividlni pohyb 2, pak nutné v jeho vytvofujici trase plati
konfiguraéni vztahy (6), (7).

Geometrickd interpretace rovnic (6), (7) je bezprostiedni, a vyjddfime ji takto:
Vytvotujici trasa v 2, existuje-li, je pravidelnd, s délkovou konfiguracni konstantou d,
a pravidelné lomend, s #hlovou konfiguracéni konstantou §; v obecném piipadé
se tato trasa miiZe protinat a nebude uzaviena. Pokud é + 0, 7, rohy (), (¢,), (£2), ---
leZi na kruZnici se stfedem ({,), ktery je ur&en tfemi po sob& jdoucimi rohy; polomér
je df(2sin §/2). Konstanty d,d jsou nezdvislé, a charakterisuji vytvofujici trasu
v roving (%) aZ na polohu; uplng je pak vytvotujici trasa v () charakterisovéna jiZ
trojici ({o), (¢1), ({2), tj. trasou nejjednodussiho (netrividlniho) pohybu 2 s I = 2.

b) Z (4), (7) pro Casovy rezim plyne

(8) 9t +T)—9(t) —6=2kn, k=0, +1,+2,...;

konstanty T, J jsou nezdvislé.
Obecné feSeni rovnice (8) zni

(9) e =9 + But,
kde
(94) Bu= (0 + 2kn)[T, k=0, +1, +2,...,
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je rezimovd konstanta, po vybéru k uréend Gasovou konstantou a uhlovou konfigu-
raéni konstantou jednozna¢ng, a 9, arbitrdrni (redlnd) T-periodickd funkce &asu ¢,

Tudiz: Existuje-li netrividlni pohyb 2 s casovou konstantou T a s reZimovou
konstantou B, pak nutné probihd jen v ¢asovych rezimech (9).

Pripustny ¢asovy rezim po vybéru k zdvisi na konstantdch T, § a nezdvisi na kon-
stanté d, obsahuje vSak arbitrdrni funkci 9;.

3. DEGENEROVANA TRASA A SPECIALNI TRASA

Je vidy d > 0; ponévadz 0 < 0 < 2m, je piipustit i § = 0, n. V souvislosti s tim
tfeba uvdZit dva piipady trasy, a) degenerovanou vytvofujici trasu, b) specidlni
vytvortujici trasu.

a) Jestlize 8 = n, pak podle (7) je {4y = {;—y, i = 1,2,... Vytvofujici trasa
degeneruje v tsecku, v jejichZ krajnich bodech splyvaji jednak rohy ({o), ((s), ...,
jednak rohy (¢,), ({5), ... Pohyb s degenerovanou trasou spliiuje sice predpoklady
pohybu 2, ale velmi specidlnim zpiisobem, a nebudeme jej ddle sledovat.

b) Jestlize

(10) 0=0,
pak podle (7) je
(“) gi+1_—:i:ci——(i~la i=1,2,...
VytvoFujici trasa je specialisovand; rohy ({o), ({1), ({2), ... leZi ekvidistantn& na polo-
primce. Pohyb se specidlni trasou je zvldstnim pfipadem pohybu 2; jeho vytvorujici
trasu charakterisuje v roviné (X) aZ na polohu jedind konstanta d; vytvorujici trasa
je pak v (£) Gplné charakterisovédna jiZ dvojici (), (£)).

Z (9), (94), (10) plyne

(12) Y= 9, + Bt
kde
(124) B =2kn|T, k=0, +1, £2,...

Tudiz: Existuje-li pohyb 7 se specidlni trasou s casovou konstantou T, pak nutné
probihd jen v casovych reZimech (12).

4. EXISTENCE POHYBU SE SPECIALNI TRASOU A S OBECNOU TRASOU

Existenci netrividlniho pohybu £ a) sc specidlni trasou, b) s obecnou trasou
dokdzeme, kdyZz sestrojime jeho kinematické parametry.
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a) Z (12) plyne

(13) n, = xexpjifit, k=0, +1, +2, ...,
kde
(134) o = expjdr.

TudiZ: Existuje-li netrividlni pohyb P se specidlni trasou s ¢asovou konstantou T,
pak jeho druhy kinematicky parametr je dan rovnici (13).
Z (3), (13) plyne

m(t + T) — m(t) + (§; — Cioq) wexp jBit = 0.

podle (1]) nezavisi {; — {;_; na vybéru i z posloupnosti i = 1, 2, ... Reprezentujici
soustavu X, kterou disponujeme, maZeme vybrat vzdy tak, aby Im {; = 0, Re {; = 0,
Ly = 0, pro viechna i, a jeji délkovou jednotku tak, aby {; = 1. Pfi tomto vybéru X,
ktery pFijmeme jako kanonicky pro pohyby 2 se specidlni trasou, zjednodusi
se piedchdzejici rovnice na

m(t + T) — m(t) + awexp jpit =0,

a jeji obecné Feseni zni
(14) me = mp— (T)wexpjftt, k=0, +1, %2, ..,

kde my je arbitrdrni (komplexni) T-periodickd funkce asu t.
Za pohybu s kinematickymi parametry (13), (14) popisuje obecny vytvotujici
bod ({) bodovou trajektorii s parametrickou rovnict

(15) Cpooozp=mp + ol = (¢fT))exp jpit, k=0, +1,£2,...,
spec. body (¢;), i = 0, 1,2, ... popisuji (v kanonické X) trajektorie
(16) Cipeezip=mp—ai = (¢|T)yexpjpit, i=0,1,2,... k=0 +1, £2, ..,

a tato rovnice vyhovuje zdkladni identité (2).

TudiZ: Existuje netrividlni pohyb P se specidlni trasou; jeho kinematické para-
metry jsou ddny rovnicemi (13), (14), soustava jeho bodovych trajektorii je vy-
jddiena rovnici (15).

Vsechny tyto pohyby sestrojime viemi vybéry casové konstanty T > 0, Ciselné
charakteristiky k = 0, +1, +2, ..., komplexni T-periodické funkce my, a redlné
T-periodické funkce 3, ptip. jednotkové komplexni T-periodické funkce «; pokud
jde o funkce my, 9y, piip. a, b&Zn& predpokldddme, Ze jsou v potiebné mife
reguldrni na spoleéném definiénim intervalu 1.

b) Z (9) plyne

(17) ne=oexpjft, k=0,+1, +2, ...

197



Tudiz: Existuje-li netrividlni pohyb # s casovou konstantou T a s refimovou
konstantou Py, pak jeho druhy kinematicky parametr je ddn rovnici (17).
Z (3), (17) plyne

m(t + T) — m(t) + o({; exp jp T — Licy)expjft =0,

a obecné feSeni této rovnice zni

my = my — o({exp jB.T — (i-y)[(exp T — 1)) exp jhut, k=0, 1, +2,...,

kde my je arbitrdrni (komplexni) T-periodickd funkce Casu t. Reprezentujici soustavu
Z, kterou disponujeme, miZzeme vybrat vZdy tak, aby bylo {;expjfT — {;—y =0
pro viechna i; k tomu staéi zvolit jeji nulovy bod v bodé (). Smér prvni osy soustavy
2 a jeji délkovou jednotkou lze pak vidy vybrat tak, aby bylo {, = 1. Pfi tomto
vybéru X, ktery pfijmeme jako kanonicky pro pohyby 2, zjednodusi se piedchdzejici
rovnice na

(18) m=my.

Za pohybu s kinematickymi parametry (17), (18) popisuje obecny vytvofujici bod
(¢) bodovou trajektorii s parametrickou rovnici

(19) Cr...zp=mqp +olexpjft, k=0,+1,+2,...,
spec. body ({;), i = 0, 1,2, ... popisuji (v kanonické X) trajektorie
(20) Cipovzip =mp +aexpjifyTexpjft, i=0,1,2,..,k=0,+1, +2,...,

a tato rovnice vyhovuje zdkladni identit& (2).

Tudiz: Existuje netrividlni pohyb P; jeho kinematické parametry jsou ddny
rovnicemi (17), (18), soustava jeho bodovych trajektorii je vyjddiena rovnici (19).

Vsechny tyto pohyby sestrojime viemi vybéry Casové konstanty T > 0, reZimové
konstanty f, > 0, komplexni T-periodické funkce my a redlné T-periodické funkce
3, pfip. jednotkové komplexni T-periodické funkce «; pokud jde o funkce mq, 9,
piip. o, béZné pfedpokldddme, Ze jsou v potfebné mife reguldrni na spoleéném defi-
niénim intervalu I.

5. EKVIVALENTNI KOTALENI

Ekvivalentni kotdleni budeme zkoumat odd&lené pro pohyb 2 a) se specidlni
trasou, b) s obecnou trasou. Pokud bude pouZito rovnic (9), (9,), (12), (12,), zdvislych
na indexu k, budeme pfedpoklddat, Ze jsme vybér k provedli; pokud budeme provddét
tvahy, které na indexu k nezdviseji, tento index bude vynechdn.

a) Z (13), (14) a z rovnic

"= —mn, 'z=m+ "n
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pro reguldrni fdze w, # 0 pohybu plyne

= (t]T) + joy '(mr exp (—j9) — (1T)),
'z = my + joy '(my — (1/T) exp j9),

(1)

kde

It

Wy =9, + Py

Piipad w, = 0 na [ vede k pfimodaré translaci Z/S; vyloucime jej.

Tudiz: Pohyb P se specidlni trasou, jehoZ kinematické parametry jsou vyjddreny
rovnicemi (13), (14), je ekvivalentni s kotdlenim polhodie, dané proni rovnici (21),
po polhodii, dané druhou rovnici (21).

Z (21) plyne

e+ T)=")+1, "zt +T)="2(1)
pro viechna tel.
TudiZ: Pevnd polhodie se (aspoﬁ jedenkrdt) uzavie po uplynuti doby rovné éasové

konstanté; pohyblivou polhodii tvoi oblouky aZ na posunuti o délkovou konfiguracni
konstantu podél trasy kongruentni.

b) Obdobné z (17), (18) a pro @ # 0 (piipad @ = 0 na I nemd smyslu) plyne

(22) "= jo 'myexp(=j9), 'z =mp+ jo my,
kde
w = 91 + f.

Tudiz: Pohyb 2, jehoZ kinematické parametry jsou vyjddfeny rovnicemi (17).
(18), je ekvivalentni s kotdlenim polhodie, dané prvni rovnici (22), po polhodii dané
druhou rovnici (22).

Z (22) plyne

U+ T)="(t)exp (—j9), 'z(t + T) = "=(1)
pro vsechna tel.
Tudiz: Pevnd polhodie se (aspoii jedenkrdt) uzavie po uplynuti doby rovné casové

konstanté; pohyblivou polhodii tvoii oblouky aZ na otoceni o iuihlovou konfiguracni
konstantu kolem stfedu trasy kongruentni.

6. UZAVRENY POHYB
Pohyb nazveme uzavieny, je-li uzaviend soustava jeho bodovych trajektorii.
Tim rozumime toto: Existuji pevné @ > 0, a proménné tel, t + @ el takovd,
Ze pro kaZdou trajektorii z = z(t) plati

2(t + 0) = (1),
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pokud obé strany této rovnice maji smysl. VySetfime tuto moznost pro pohyb 2
a) se specidlni trasou, b) s obecnou trasou.

a) Md-li tato okolnost nastat v soustavé (15) po dob& @ > 0, pak nutng (index k
vynechdvdme)

2(t + @) — =(f) =
(23) =my(t + 0) — my(t) — ((t + ©)/T) n(t + ©) — (t|T) n(1)) +
+ {n(t + ©) —n(1) =0

pro viechna t €] a viechna { € (2).
Odtud nejprve

n(t + 0) —n(t) =0
pro viechna f € I, takZe z (23) plyne
my(t + ©) — my(t) — (©|T)n(t) = 0.
Obecné fesSeni této rovnice zni
my = mg + (t/T)n,

kde mg je arbitrdrni (komplexni) @-periodickd funkce &asu t. Pon&vadZ my je T-pe-
riodickd a priori, a jako takovad je nutné ohraniend na I, a ponévadZ n 4 0 na I,
vyjadfuje pfedchdzejici rovnice spor.

Tudiz: Pohyb P se specidlni trasou nemuze byt uzavieny.

b) M4-li tato okolnost nastat v soustavé (19) po dob& © > 0, pak nutné
(24) z(t + 0) — z(t) = my(t + ©) — my(t) +
' + {(o«t + O)exp B — (1)) exp jPit = 0

pro viechna t eI a viechna { e (2).
Odtud nejprve

9(t + ©) — 9(t) + BO =2In, k1=0,+1, +2,...
pro vSechna t € I. Obecné feseni této rovnice zni
9 =99 + (2In)O) — B)t, k1=0,+1,4+2, ...,

kde 3¢ je arbitrdrni (redlnd) ©-periodické funkce Casu t. Ponévadz 3, je T-periodickd
a priori, a jako takovd je nutné ohranicend na I, nutné také

(2In|©) — B = 0= O = 2InT/(5 + 2kn)
s takovymi I, k, aby © > 0. Pak
(24*) Ir = e

200



a z (24) plyne
(24,) my(t + 2InT)(6 + 2kn)) — m(t) = 0.

Pokud jde o prvni rovnici (24,), rozezndvejme dva p¥ipady. «) 9, je trividlng perio-
dickd. Je tedy 9, = 99 = 9, a podle (9) 9, = 3, + Bit; v druhé rovnici (24,) je
budto m; = m,, nebo T = qT,, @ = pT,, kde T, je primitivni perioda funkce
my a p, q jsou pfirozena ¢isla. Prvni moznost vede k trividlnimu vysledku, totiz
k rotacim XZ/S s linedrnim reZimem; pro druhou je jiZ nutng

O|T = plq = 2In/(6 + 2kn) =& = 2(ql — pk)np
¢ili

(25) 6 = 2km/l,

kde k, A jsou pfirozend nesoudélnd Cisla. PonévadZ 0 < 6 < 2n, je 0 < Kk < A,
a po vylouCeni pohybl s degenerovanou trasou /4 # .

[f) 94 neni trividlng periodickd. TouZ Gvahou jako vyse dospéjeme zase k podmince
(25) s tymiZ omezenimi na k, 4 jako vyse.

Podminka (25) také jiz sta&i. Pak totiZ

O = MAT|(2k + x) 3
polozime-li | = Ak + k, bude @ = AT, rovnice (24,) dostanou tvar
9r = 9,7, my(t + AT) — my(1) =0,

a rovnice (24) je splnéna.

Rovnici (25) nazveme podminka uzavfenosti v 2; ona vyjadifuje komensurabilitu
uhlové konfigurac¢ni konstanty 6 s 2.

TudiZ: Existuje netrividlni uzavieny pohyb 2; jeho uthlovd konfiguracni konstanta
(soufin ¢asové a rezimové konstanty) spliiuje podminku uzavfenosti (25).

7. DVA TYPY NETRIVIALNIHO UZAVRENEHO POHYBU

Podminka uzavfenosti (25), vyjadfujici p¥ipustnou hodnotu uhlové konfiguraéni
konstanty, kterd je tdZ podél vytvofujici trasy a je urena jiz trojici (£o), (¢y), (£2)
jejich rohii, je nezdvisld na podtu I vytvoFujicich bodt ({;), i = 1, 2, ... Geometrickd
interpretace charakteristik x, 4 je bezprostfedni:

a) Zvolme nejprve k = 1; pak A miZze nabyvat hodnoty 3, 4, ... Vezméme 4 = 3;
dvéma libovolng vybranymi body (,) # (¢,) je uréeno d (rovnici (6)), a dvojici
k =1, 2 = 3 je urleno § (rovnici (25)); vytvoFujici trasu tvoii opakované probihany
rovnostranny trojahelnik s rohy ({,), (¢,), ({;), kde podle odst. 4b) je {, exp jo —
— ¢, =0, =2n/3. Vezm&me 1 = 4; vytvofujici trasu tvoti opakovan& probihany

étverec s rohy (&), ({y), (¢,), ((3), kde
Grexpjd = ={yexpjo —(, =0, 0=rn[2.
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Pokracujice takto s 4 = 5, s prihlédnutim k zndmym planimetrickym vétdm pozna-
vame: Dvojici charakteristik k = 1, 1 = 3 je urlen pravidelny konvexni A-thelnik,
ktery je vytvofujici trasou pfislusného uzavieného pohybu 2; trasa je urena co do
velikosti i polohy dvojici roht (¢o) % ().

Tudiz: Uzavieny pohyb P s charakteristikami x = 1, A = 3 je pohybem s pra-
videlnou, uzavienou a konvexni A-polygondlni trasou.

Nazveme tento pohyb struéné pohyb 2*» nebo pohyb #®.

b) Zvolme k = 2; pak A muze nabyvat hodnoty 3,5, ... Vezméme 1 = 3 (d zase
uZijme zndmych vét); vytvotujici trasa je zrcadlovd k trase s k = 1, 2 = 3. Vezméme
A = 5; vytvortujici trasu tvori pravidelny hvézdicovity pétitthelnik. Vezméme A = 7;
vytvofujici trasu tvofi pravidelny hvézdicovity sedmithelnik prvniho druhu. Atd.
Zvolme k = 3; vybér A = 4 vede k Ctverci zrcadlovému k trase s k = 1, 4 = 4; vybér
A =5 vede k hvézdicovitému pétithelniku zrcadlovému k trase s x =2, A = 5;
vybér A = 7 vede k trase, kterou tvofi pravidelny hvézdicovity sedmithelnik druhého
druhu. Atd. Pokracujice takto pro k¥ = 4, pokazdé s pfipustnymi vybéry 1, nalezneme
jako vytvofujici trasy prislugného uzavieného pohybu 2 budto trasu pohybu 2™
nebo pravidelné hvézdicovité A-uhelniky.

TudiZ: Uzavieny pohyb P s charakteristikou k = 2 je budto pohyb Z*, nebo
pohyb s pravidelnou, uzavienou a hvézdicovitou A-polygondln{ trasou.

Nazveme tento pohyb struén& pohyb 2™ Polet viech kinematicky riiznych
tras pohybit #*%, které nejsou pohybem 2, je pro dané A rovny (p(2)[2) — 1
(nezdvisle na k), kde ¢ zna&i Eulerovu &iselnou funkci.

8. POHYB 2,

V odst. 1 azZ 7 byla to cesta postupnych zjednodu3ovéni, jimiZ jsme dospéli od
obecného pripadu pohybu 2 az k pohybu #™. S druhé strany se tu viak ihned
nabizi jedno zobecnéni. Vyznacnou vlastnost pohybu 2, totiZ jeho periodicnost,
charakterisovanou az dosud Easovou konstantou, zobecnime touto zménou jeho
definice:

Vytvofujici body ((;), i =1,2,...,1, peoné v pohyblivé roviné (£), popisuji
v pevné roviné (S) tou? trajektorii Cy, kterou v této roviné popisuje vytvorujici bod
(Co), pevny v pohyblivé roviné (X), a to tak, Ze touz polohou (z,) bodu koincidujiciho
v (S) s bodem ({,) prochdzeji body koincidujici v (S) s body ((;), i =1,2,...,1
v intervalech T = T(t), které se méni s asem t.

Predpoklady, které jsme uéinili o bodech (), i = 1,2,...,1,1 = 2 v pfipadé po-
hybu 2, tu trvaji.

Nazveme vySe definovany pohyb pro stru¢nost pohyb 2,. V ném podrZuje smysl
pojem vytvofujici trasy; namisto casové konstanty mdme viak casovou funkci T(t).

Predpoklddajice, Ze pohyb 2, existuje, a) odvodime vztah mezi ¢asovou funkci
a Casovym reZimem; existenci tohoto pohybu dokdZeme, kdyZ b) sestrojime jeho
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kinematické parametry; koneéné c) ukdZeme, Ze pohyb 2, md vsechny typické
vlastnosti pohybu 2, piip. uzavieného pohybu 2,

a) Predpoklddejme, Ze existuje nikoli konstantni Casovd funkce; tim v podstaté
¢inime i pfedpoklad o existenci pohybu £2,, ktery neni pohybem £. UvaZujice jako
v odst. 2 nalezneme pro zédkladni identitu v £, rovnice tvaru (2), tj.

(26) it + T() = z,4(t), i=1,2,...1
pro viechna t €1, a pro konfiguraéni vztahy v 2, ob¢ rovnice (6), (7).

Pro asovy rezim nalezneme rovnici tvaru (8), tj.
(27) 9t + T(t)) — 1) — 6 =2kn, k=0,+1, 42, ...

Necht existuje FeSeni
(28) 3= o(1)
této rovnice; o funkci ¢ jen pfedpoklddejme, Ze na definiénim intervalu je ryze mono-
tonni, takZe lze psdt
(284) =99 .
JestliZe jsme vsak takovou funkei ¢ udali, je Gasovd funkce Tjiz urdena: Z (27), (28),
(284) plyne

o(t + T(1)) = (1) + 6 + 2kn <1 + T(t) = Y(p(t) + 5 + 2kn),

a tedy
(29) T=y(p(t) + 6+ 2kn) —t, k=0,+1,+£2,...

Tudiz: Existuje-li netrividlni pohyb 2,, pak jeho ¢asovy reZim miiZe byt jakykoliv;
vybérem funkce (28), ¢iselné charakteristiky k a iuhlové konfiguracni konstanty &
je vsak ¢asovd funkce tohoto pohybu jiz uréena rovnici (29).

b) UvaZujice jako v odst. 4, nalezneme pro prvni kinematicky parametr pohybu
2, rovnici

m(t + T(t) — m(t) + (L n(t + T(1)) — =y n(t)) = 0.

Vzhledem k rovnici (4), vylougime-li pohyby se specidlni trasou, zjednodusi se tato
rovnice (v kanonické X) na

m(t + T(t)) = m(t) = 0.
Podle (28), (28.), (29) je viak

m(t) = m(Y(9)) = ‘m(9) =

= m(t + T(1)) = m(Y(¢ + 0 + 2kn)) = "m(p + 6 + 2kn) =
="'m(% + & + 2kn),



takze také

‘m($ + 0 + 2kn) — ‘m(3) = 0.
Obecné TeSeni této rovnice zni ‘m = "My, 5,(3) Cili
(30) m = myeae(t)), k=0, £1, £2,...,

kde my, ., je arbitrdrni (komplexni) (6 + 2km)-periodickd funkce argumentu
3 = o(t).

Tudiz: Existuje-1i netrividlni pohyb 2, s casovym reZimem (28) a s tthlovou konfi-
guracni konstantou 8, tj. s casovou funkei (29), pak jeho proni kinematicky parametr
je ddn rovnici (30).

Za pohybu s kinematickymi parametry (28), (30) popisuje obecny vytvofujici bod
(C) bodovou trajektorii s parametrickou rovnici

(31) Ck"‘zk=m6+2kn((p)+€exqu” k=0= ila i_zsa
spec. body (), i =0, 1,2, ... popisuji (v kanonické X) trajektorie

Cig-ooZip = Mgy an((P) + exp(—ji&) expjo,
i=01,2..,k=0,+1+2,...,

a tato rovnice vyhovuje zdkladni identit (26).

Tudiz: Existuje netrividlni pohyb 2,; jeho kinematické parametry jsou ddny
rovnicemi (28), (30), soustava jeho bodovych trajektorii je vyjddrena rovnici (31).

Viechny tyto pohyby sestrojime viemi vybéry Zasového reZzimu ¢(f), Ciselné
charakteristiky k, thlové konfigura&ni konstanty 6 a komplexni (§ + 2kn)-periodické
funkce my . 2.(@); pritom vybérem o, k, & je jiz uréena asovd funkce T = Y(p + 6 +
+ 2kn) — 1, kde @, Y je dvojice navzdjem inversnich funkci. O funkcich @, My 5iq
b&Zn& predpokldddme, Ze jsou v potfebné mife reguldrni na spoleéném defini¢nim
intervalu I.

c) Z (28), (30) pro reguldrni fdze ¢ = 0 pohybu plyne

(32) It = (dma+2kn/d§0) exp(—j(p) , lz= My 2kn +j(d’nz5+2kn/d(p) 5

ptipad ¢ = 0 na [ je pfedpokladem o monotonii funkce ¢ vylouden. Z (32) plyne

o+ T(0) = ") exp (<), =(t + T(0) = ')

pro vsechna tel.

Tudiz: Pohyb 2, s kinematickymi parametry (28), (30) je ekvivalentni s kotdlenim
polhodii (32). Polhodie pohybu 2, maji vlastnosti polhodii pohybu #; namisto T
je ovsem T(t).
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Pro uzavfenost pohybu 2, po dob& @ > 0 z (31) plyne nutné (index k vynechd-
vdme)
(33) 2(t + 0) = z(t) = My 2@t + ©) — My aa(0(1))) +
+ Uexpjo(t + ©) — exp jo(1)) = 0
pro vSechna t € I a viechna { e (Z).

Odtud nejprve

o(t + @) — o(t) =2hn, h=0,+1, +2,...
pro viechna t € I; obecné feSeni této rovnice zni
(34) ¢ = @o + (2hnjO) 1, =0, +1, +2,...,
kde ¢y je arbitrdrni (rceilnzi) O-periodickd funkce Casu t.
Z (33), (34) plyne
Myt 21a(@(t) + 2h7) = Mgy p4a( (1) = 0
pro viechna t € I. Vylouéime-li pfipad konstantniho my, 5, na I jako trividlni, pak

2hn = pT,, 0 + 2kn = qT,, kde T, je primitivni perioda funkce m;,,,, a p, g jsou
pfirozend Cisla. Odtud

2hn /(6 + 2kn) = plqg = & = 2((hq/p) — k) 7
¢ili

(35) 6 = 2kn[A,

Pob

kde «, A jsou pfirozend nesoudélnd Cisla, a 0 < k < 4, K/Al +
Podminky (34), (35) také jiZ staci. Pak totiz

Mo + 2km) = 203k + K) 7 ;

poloZime-li

l = (/lk + Ic) h, A= |ik + Ic’ @, ¢=sgn (/'Jc + ),
miiZzeme psdt @o(t) = @4(), takZe (34) nabude tvar

¢ = @4+ e(2n[A) 1.

ProtoZe (6 4 2km) h = 2In, je (index & + 2kn vynechdvdme)

m(p(t + A)) — me(1)) = m(p(t) + €. 2In) — m(p(t)) =

= m(p(t) + ¢ A6 + 2kn) h) — m(p(t)) = 0,

a rovnice (33) je splnéna.
Tudiz: Uzavfenost pohybu 2, se za predpokladu (34) vyjadiuje touz podminkou,
jako uzavfenost pohvbu 2.

3]
<
W



Ve zvlditnim pfipad® bud T(r) konstantni funkce. Pak se rovnice (27) redukuje
na rovnici (8), a Casovy rezim (28) na Casovy rezim (9). S timto reZimem v3ak prejde
vyse sub b) uvedend rovnice pro prvni kinematicky parametr na rovnici v odst. 4b),
a tedy jeji obecné feSeni (30) se redukuje na feSeni (18). NepoZadujeme-li obecnost
vytvotujici trasy a priori, dojdeme s pfedpokladem konstantni ¢asové funkce k &aso-
vému reZimu (12) a k obecnému fedeni (14).

Tudiz: Pohyb 2 (af se specidlni, nebo s obecnou trasou) je trividlnim pFipadem
pohybu 2,; zejména pak, pokud jde o ekvivalentni kotdleni a o vlastnosti uzavrenosti,
je pohyb 2 kinematicky rovnocenny niodel pohybu 2,.

9. NEKTERE SOUVISLOSTI

K uvodu. Mechanické vytvofeni cykloiddl lze doloZit jesté pred. G. BELLERMANNEM
(1867); viz EBNER, 171 ndsl. K v&t&¢ o dvojim vytvofeni cykloiddly viz FOURET.

Spalovaci motory s krouZivym pistem Ize doloZit jests pfed F. Wankelem (1954);
viz SCHMIDT; WANKEL a FROEDE. Ke kinematice Wankelova motoru viz BAIER;
HOHENBERG, 267 nasl.

Teoretickou otdzkou wankelovské arény se zabyval jiz J. Fischer (1936); viz
FISCHER.

K odst. 1. Pohyb 2 ndlezi, vSeobecné feceno, k tzv. pohybim s opakované pro-
bihanymi trajektoriemi; viz MULLER [1], 96 ndsl. H. R. Miiller (1963) definoval
tfi typy takovych pohybti; viz MULLER [2] Ndmi zavedeny pohyb 2 ndlezi druhému
Miillerovu typu; vlastnosti, které nalezl jiz H. R. Miiller, dotykdme se v odst. 4b).

Vlastnostmi pohybu 2 se také zabyvd J. Somer; na VII. véd. konferenci FEL
CVUT (1965) referoval k feSeni diferencnich rovnic, které se v této souvislosti
vyskytuji. Viz SoMmER [1].

K odst. 2 aZ 4. Nuceny pohyb X/S nazyvd se pohyb s charakteristikami T, N
(pohyb 2(T, N)), pfip. s charakteristikami T, O (pohyb 2(T, 0)), jsou-li spln&ny
podminky podle BLASCHKE a MULLER, 113 ndsl. Srovndnim pohybu £ s pohyby
2(T, N), ptip. Z(T, 0) zjistujeme: Neexistuje Gplnd a netrividlni kinematickd ekvi-
valence pohybu 2 s pohybem 2(T, N), piip. Z(T, 0). Jinak fedeno: Pohyb 2 je vidy
pohybem se zobecnénou cirkulaci.

K odst. 5. Charakteristi¢nost vlastnosti polhodii vysetfil J. SoMER (1966); viz
SoMER [2].

K odst. 7. Trajektorie pohybu 2* byly Cast&ji pfedmétem pozornosti; viz SCHAAL
[1]. [2] (a bibliografické soupisy v obou téchto pracich).

K poétu pravidelnych mnohotihelnik viz JAGLOM a JAGLOM, 24 ndsl. a 201 ndsl.;
BOLTIANSKIJ a JAGLOM, 440 n4sl.

206



K odst. 8. Na VII. véd. konferenci FEL-CVUT (1965) ukdzal L. Beran existenci
a konstrukei feSeni (28), (28,) rovnice (27), a tim korektnost zdvérl odst. 8a), b).
Viz BELLMAN a COOKE, 84 a BERAN.
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Pe3rome

O KUHEMATUKE JBUTATEJIEW C BPAUIAIOIMMCS
ITOPIIHEM

3JIEHEK TTMUPKO (ZDENEK PirRKO)

B craTbe BBOMMTCS MOHSITHE IBIKEHUS 2 — 06001LCHUE KHHEMATHYECKOM XapakTe-
PUCTMKM ABUraTelist THna BaHkeda — CIIEIyIOIMM ONpe/IeICHUEM:

O6pasyromme Touku (§;), i = 1,2, ..., /, HENOABIXHbBIC B MOABIXKHOI MIOCKOCTH
(%) onuchiBaloT B HEMOABIKHON MiockocTu (S) Ty ke camyto Tpaekroputo Co,
KOTOpYIO B 9TOH IUTOCKOCTH ONUCHIBacT obpa3syrowast Touka (§,), HEnmoaBHKHAas
B MOJIBWXHOMN TJIOCKOCTH (X) M TakK, 4T0 TOUKOM (z,) coBragatowleii B rrockoctv (S)
¢ Toukoil ({;) MPOXOAAT MOCTENEHHO B OJMHAKOBBIX NPOMCKYTKax Bpemenu T Tou-
KM, KOTOpbIE COBMNAAatoT B 1miockoctH (S) ¢ toukamu (§;), i = 1,2, ..., /.

M3yueHMC HEMOCPEJCTBCHHBIX CJICACTBHH ITOTO OMPEACICHUS M AHAJIHTHYECKOC
OnMcaHue IBWXXCHUSL P, T. €. BBIIBJICHUC €ro KHHEMATHYCCKHX NMAPAMETPOB M Ce-
MeliCTBa €ro TOUEUHBIX TPACKTOPHH, TACT BO3BMOXHOCTDb KJIACCH(DUKATIMU W ONpe/ieIte-
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HUSL OCHOBHBIX KMHEMATHUYECKO-TEOMETPUYECKUX CBOMCTB JBYX OTJIMYUTEJIbHBIX
TMIIOB 3TOTO JBMXEHUS. B 1nepByro ouepe/b U3y4yaeTcsi BONPOC O 3aMKHYTOCTU [IBU-
KeHUSt . DTO NPUBOJUT K BAXKHEHLIEMY TUITY U3YYaeMBbIX JBMIXEHUN — K JABHIKEHHMIO
A, KuneMaTyka nABuraTesiel Tuna Bankena sBISIeTCS YACTHBIM CIy4aeM KMHEMa-
TUKU BvokeRnst AP,

Jpwxenue 2 noapaercs 00001EHUIO; B KaYeCTBE NpUMepa Takoro o0oOuieHus
onpe/iesIsieTCS ABWKeHUEe &, TaK, YTO BpeMEHHast TOCTOstHHAs T 3aMeHseTCs BpeMeH-
Hoit gynxuueii T(1). IIpwkenue P, U3yyacTcs NapajiiebHO U3YICHUIO JABWKEHUS 2;
OKa3bIBACTCS, YTO IBWXCHUE P SBJISCTCS KHHEMATUYECKH DPABHOLECHHOH MO/IEJIbIO
IBUXEHUS 2.

Zusammenfassung

ZUR KINEMATIK DER MOTOREN MIT ZIRKELNDEM BLEUEL

ZDENEK PirRKO

Eine Verallgemeinerung der kinematischen Charakteristik der Motore vom
Wankelschen Typus bildet die durch die folgende Definition erkldrte Bewegung 2:
Die in einer beweglichen Ebene (Z) fest liegenden Erzeugungspunkte ({;), i =
= 1,2,..., 1, beschreiben in der festgehaltenen Ebene S dieselbe Bahnkurve C,, die
in dieser Ebene durch den in der beweglichen Ebene (Z) fest liegenden Punkt ({,)
beschrieben wird, und zwar in der Weise, dass dieselbe Lage (z,) des in (S) mit ({,)
koinzidierenden Punktes Punkte, die in (S) mit den Punkten ({;), i = 1,2,..., [
koinzidieren, in gleichen, nacheinander folgenden Zeitintervallen von der Dauer T

durchlaufen.

Eine Untersuchung der aus dieser Definition direkt folgenden Beziehungen und
die analytische Konstruktion der Bewegung £ (Ermittlung der kinematischen
Parameter dieser Bewegung und Aufstellen des Systems der Punktbahnkurven)
ergibt die Maoglichkeit zwei wichtige Type dieser Bewegung zu klassifizieren und
deren kinematisch-geometrische Grundeigenschaften zu ermitteln.

In erster Reihe handelt es sich hier um die Abgeschlossenheit der Bewegung 2.
Praktisch flihrt diese Frage auf die wichtigste dieser Bewegungen, ndmlich auf die
Bewegung 2¥. Die Kinematik des Wankelschen Motors ergibt sich als ein Sonderfall
dieser Bewegung.

Die Bewegung ¢ ist moglich weitherhin noch zu verallgemeinern. Als Beispiel
wird eine Bewegung Z,, die sich aus # durch die Annahme T einer Funktion der
Zeit 1 (in 2 ist T eine Zeitkonstante) ergibt, definiert. Beide Bewegungen — 2 und
#?, — werden parallel untersucht; cs ergibt sich, dass # ein kinematisch gleich-
wertiges Modell der Bewegung Z, ist.

Adresa autora: Prof. dr. Zdenék Pirko Dr. Sc., Katedra matematiky elcktrotechnické fakulty
CVUT, Technicka 1902, Praha 6.
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