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SVAZEK 13 (1968) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 6 

ÜBER EINE RELAXATIONSMETHODE 

MIROSLAV SISLER 

(Eingegangen am 20. November 1967.) 

1. In dem Artikel [2] wurde die Konvergenzgeschwindigkeit eines gewissen 
Iterationsverfahrens für die Lösung des linearen Gleichungsystem Ax = b unter
sucht. Es handelte sich um die mit Hilfe der Iterationsformel 

(1) * v + 1 = P f e - l Q , x v + P,T1b, v = 0 , 1 , 2 , . . . , 

definierte Methode, wo Pk = kPl9 Qk = (k - i) Pt + Q t , k > 0. Dabei A = 
= Pj — Qi ist eine solche Zerlegung der Matrix A, dass der Spektralradius Q(PI1Q1) 
der Matrix P±1Ql kleiner als 1 ist. In dem Artikel [2] wurde die Frage der Wahl 
des optimalen Parameters k untersucht; der optimale Parameter ist dabei eine solche 
Zahl k > 0, dass der Spektralradius Q(Pk

1Qk) minimal ist und das Verfahren (1) 
am schnellsten konvergiert. In dem Artikel [2] wurde die Optimalizationsfrage 
nur für den Fall des reellen Spektrum der Matrix Pi~ lQi vollständig gelöst, während 
im Falle des komplexen Spektrum der Matrix P ^ Q i nur gewisse Abschätzungen 
für den optimalen Parameter gefunden wurden. In dieser Arbeit ist die Frage der 
Wahl des optimalen Parameters im Falle des komplexen Spektrum der Matrix P ^ Q i 
ganz allgemein gelöst. 

2. Der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten der Matrizen P ^ Q i und Pk
lQk 

drückt folgender Satz aus: 

2.1. Seien Xi9 i = l,...,w die Eigenwerte der Matrix P^Q^ k =t= 0. Dann gelten 
für die Eigenwerte fit(k), i = 1, ..., n der Matrix Pk

xQk folgende Formeln: 

(2) pf(jc) = * i f i + 1, / = 1 B . 
k 

(Es ist offensichtlich Xt = /i/(l).) 

Der Beweis dieser Behauptung wurde in dem Artikel [2] angegeben. 
Definiert man jetzt für k + 0 die Funktionen 

gt(k) = \iii(k)\2 , i = l,...,n. 
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In folgender Deutung benutzt man die Bezeichnung Xl — 1 = Av Dann gilt die 
Formel 

(3) m^+^a+^+l. 
2.2. Die Funktionen gi9 i = 1, .. . , n besitzen folgende Eigenschaften: 

a) sie haben Sinn für alle reelle Zahlen k 4= 0; 
b) sie sind für alle k =f= 0 nichtnegativ; 

c) für k < 0 es gilt die Ungleichung g,(k) = 1; 
d) g{\) = |A,.|2; 
e) die Funktion gt erlangt für kt = |Af |

2/[Re Af| ihren Minimalwert im Intervalle 
(0, oo) und es ist gj(kj) = 1 — Re2 Aj/IA^2; 

/ ) die Funktion g{ ist sinkend im Intervalle (0, fc;> und wachsend im Intervalle 
<k£-, oo); 

#) # ̂  ist konkav im Intervalle (0, f kf) und konvex im Intervalle <§ fcf, oo); 
h) limg^k) = oo, limtf,-(k) = 1. 

fc->0 k-*oo 

Der Beweis dieser Behauptung ist klar. Der Durchlauf der Funktion g{ für k > 0 
ist an dem Bild 1 entwirft (in Hinsicht auf den Punkt c) man beschränkt sich im 
Folgendem nur auf den Intervall 0 < k < oo). 

г\ 

1 

IXiЃ 

ү-ł 

IXiЃ 

ү-ł 

0 \1 ki Щ k 

Bild 1. 

Nach dem Punkte e) des Hilfsatzes 2.2 ist es klar, dass im Falle, wenn kt eine reelle 
Eigenwert der Matrix P j^Qi i s t> erlangt die Funktion gt für kt = \A\ = \Xt - l | 
ihren Minimalwert 0. Falls die Eigenwert X{ nicht reell ist, es gilt immer gt(k) > 0. 

Weitere Bedingungen für k sind durch die folgende Hilfsätze angegeben: 

2.3. Seien Xt die Eigenwerte der Matrix P^Qi, ^(Pi^Qi) < -•• ^ e notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür, dass Q^P^Qk) < 1 gilt, ist die Erfüllung 
der Ungleichung 

W2 

max —r—!—: < K < oo . 
. 2 |ReA , | 
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2.4. Sei M = max \Xt\ = Q(PX
 1Q1) und die Zahl k lege im Intervalle 

i 

1 + M 
— < k < CO . 

2 

Dann istQ(Pl;
1Qk) < 1. 

Der Beweis beiden Sätze folgt sofort nach der Beziehung (3) (hier ist af(k) < 1) 
und nach der Ungleichung |.Aj|/2|Re ylfj < (l + M)/2, i = 1 , . . . , n. 

Untersucht man jetzt die Beziehung zwischen den Funktionen gi9 gj9 j =j= i. Führt 
man jetzt die folgende Bezeichnung ein: 

k - M*l2 - W 
i*ii — " 2 R e ( A , -A,)' 

Dann gilt folgender Hilfsatz: 

2.5. Sei \Xt\ ^ \Xj\. Es können folgende zwei Fälle eintretten: I) ktj ^ 0 oder 
die Zahl an der linken Seite der Ungleichung hat keinen Sinn. Dann gilt für alle 
k > 0 die Ungleichung gt(k) ^ Gj(k); II) ktJ > 0. Dann die graphische Darstel
lungen der Funktionen gh gj schneiden sich im einen einzigen Punkte ktj. 

Beweis . I) a) Falls der Ausdruck ku = (\At\
2 - |-4/|2)/2 Re (Aj - Ät) keinen 

Sinn hat, es gilt Re (Aj — At) = 0, d.h. Re Aj = Re At. In Hinsicht auf die Unglei
chung \Xt\ ^ \Xj\y es gilt \Xi\2 S \Aj\2 und falls man setzt Xt = At + 1, Xj = Aj + 1, 
bekommt man die Ungleichung |A f |

2 ^ |^j|2- Da k > 0 ist, es gilt ferner 

|A J 2 2ReA t- , ^ \A:\2 2 R e A , 1 L_iL + , f + 1 ^ L_zL + 1 + i 

oder ^(k) ^ a /k ) . 

b) Sei fey = (|A;)2 - \Aj\2)\2 Re (Aj - Xt) S 0. Dann ist entweder |A f |
2 -

- \Aj\2
 = 0 und Re (Aj - A*) > 0 oder |A,.|2 - \Aj\2

 = 0 und Re (Aj - A) < 0. 
Im ersten Falle ist dann 

\At\
2
 = |A,.|2 , Re At < Re Aj , 

woher schon nach (3) folgt, dass g^k) < g£k) ist. Der zweite Fall kann nicht ein
tretten, denn nach den Ungleichungen 

Re At > Re Äj , | ^ | ^ \Xj\ 

folgt sofort die Ungleichung 

\Xt\
2 - 2 Re X( + 1 < l^l2 - 2 Re Ay + 1 

oder \Ai\2 < \Aj\2. Das ist aber ein Widerspruch mit der Ungleichung |A^-|2 — 

- N 2 = o. 
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II) Legt man g{k) = g.(k). Dann gilt nach (3) 

\Al_ ___ 2 R e A ; , 1 \A,\* , 2 R e A 

oder 

2 + — Г - + 1 = Ч f + - ^ ' + l 

k- N 2 - M 1 l 2 . f c 
2 Re (A,. - A_) lJ' 

Da k_7- > 0 nach der Voraussetzung ist, schneiden sich die graphische Darstellungen 
der Funktionen gi9 gj im einen einzigen Punkte k = ktj > 0. Dadurch ist der Hilfsatz 
2.5 beweisen. 

Befasst sich man jetzt mit der Frage der Bestimmung des optimalen Parameters 
k > 0, für welchen die Zahl Q(Pk

1Qk) minimal ist. Es ist klar, dass die Zahl QiP^Qk) 
ihren Minimalwert annimmt (in der Abhängigkeit von dem Parameters k), wenn die 
Zahl max sjg^k) minimal ist; es ist also 

(4) min Q(Pk * Qk) = min max ^Jg^k) . 
k k i 

Bezeichnet man gleich wie im Hilfsatze 2.2 

|Re/ l , | 

Dann gilt folgender Satz: 

2.6. Sei L die Menge aller Zahlen kh ktj, i = 1, .•., n, j = 1 , . . . , n. Dann gilt 

(5) min ^(P^Qfc) = min max ^gt(k). 
k keL i = 1 , . . . , n 

Sei jetzt k0eL ein solcher Parameter, für welchen der Ausdruck max •sjglk) 
i = l , . . . , n 

seinen Minimalwert annimmt und sei k0 = kp = kqr, wo p, q, r gewisse Indexe 
aus der Menge {1, . . . , n} sind. Dann ist 

(6) min в(Pk ^Qь) = Q(P^Qk0) = max 
2 Л , R e ( Л r - A . ) 

W 
Beweis. Nach dem Hilfsatze 2.2 und der Beziehung (4) folgt sofort, dass es genügt 

nur solche Werte der Parameters k nehmen, für welche irgendeine von Funktionen gt 

ihren Minimalwert annimmt, oder solche Werte, für welche die graphische Darstel
lungen irgendwelcher zwei Funktionen gi9 g} sich schneiden. Es genügt also nur die 
Werte keL nehmen. Falls nun der Ausdruck max ^Jgt(k) seinen Maximalwert 

i = l , . . . , / i 

für eine gewisse Zahl k0 e L erlangt und k0 = kp = kqr, wo p, q, r gewisse Indexe 
aus der Menge { l , . . . , n} sind, gleicht die Zahl ^(P/^Qfco) d e m zweiten Wurzel 
von der Wert jener Funktion gp bzw. gq, welche im Punkte k0 = kp ihren Minimal-
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wert annimmt bzw. deren graphische Darstellung im Punkte k0 = kqr mit der graphi
schen Darstellung der Funktion gr sich schneidet und deren Wert im Punkte k0 

von allen diesen Werte maximal ist. Da 

''•Ao ,! /i\ Re 2 A,,, 
r-'- + 1 = /( 1 - — ^ - ^ ) und 

ífc
P I V V K I -

^ + l _ \2Aq Re (/l, - A,)1 

K ľ - Иr|2 

gilt, ist der Satz 2.6 bewiesen. 

Im Falle, dass die Eigenwerte der Matrix P^Qi im Einheitskreise in gewisser 
spezieller Art ausgebreitet sind, kann man leicht den optimalen Parameter k nach 
dem folgender Satze feststellen. 

2.7. Sei \At\ _{ |/ln| für alle i = 1, . . . , n und es gelte für jede i = 1 , . . . , n eine 
von folgenden Möglichkeiten: 

(7) K„ s o 
oder der Ausdruck kin hat keinen Sinn; 

(8) 0 < kin < kn, K | 2 < \A,\2 , 

(9) K ^ Kn , W2 > KP • 

Dann ist 

(10) min Q(Pk'Qk) = Q(PCQkn) = ftl - ?££) für kn = i ^ - . 
k VV \An\ ) |ReAR| 

Beweis. I) Bezeichnet man Nt die Menge aller i e { 1 , . . . , n) für welche die Unglei
chung (7) gilt. Es folgt dann nach dem Hilfsatze 2.5, dass für k > 0 die Ungleichungen 
gt(k) _l gn(k) für alle i e Nt gelten. Es ist also nach 2.6 

min max Vg,(k) = gn(krt) = I(I-*LM9 kn = J^-IL• . 
k ieN^in} V V \Än\ ) \^ A\ 

II) Bezeichnet man N2 die Menge aller i, für welche die Bedingung (8) erfüllt ist. 
Dann folgt für jede i e N2 nach der Ungleichung (8) die Ungleichung 

H 2 - | A / = kn.2Re(An-Af)> 

da \At\
2 — |A„|2 > 0 und also auch Re (An — At) > 0 ist. Nach dieser Ungleichung 

folgt aber sofort die Ungleichung gt(kn) _\ gn(kn). In Hinsicht auf das Faktum, 
dass die Funktion gn im Punkte kn ihren absoluten Minimalwert annimmt und in 
Hinsicht auf die vorhergehende Ungleichung, es gilt ähnlicherweise wie im Teile I) 
des Beweises die Beziehung 

min max y/gt(k) = gn(kn) . 

k fe/V2u{ri} 
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III) Bezeichnet man N3 die Menge aller i, für welche die Bedingung (9) gilt. Es gilt 

dann für jede i e N3 die Ungleichung 

| A i | 2 - ~ . | A „ | 2 ^ k n . 2 R e ( A „ - A / ) , 

da |A;|2 — |An |2 < 0 und also Re (An — At) < 0 ist. Durch die einfache Zurichtung 
bekommt man wieder die Ungleichung gn(k„) ^ gt(^„). Ähnlicherweise, wie im 
Teile II), es gilt jetzt nach der vorhergehenden Ungleichung 

min max Vg t(k) = gn(k„). 
k ie/V3u{/i} 

Da N! u N2 u N3 u {n} — (1, .. . , n} gilt, ist der Satz 2.7 bewiesen. 

Bemerkung . Die Ungleichungen |A„|2 < \At\
2 bzw. |A„|2 > \A\2 im Satze 2.7 

(sehe (8) und (9)) kann man durch die Ungleichungen Re An > Re At bzw. Re A„ < 
< Re A{ ersetzen. 

2,8. Die Zahle k0, für welche der Spektralradius Q(Pk~1Qk) seinem Minimalwert 
erlangt, liegt im Intervalle 

0 < k0 < 2 . 

Beweis . Man kann leicht feststellen, dass für den optimalen Parameter k0 die 
Ungleichung 

v < W 2 

k0 < max -1 ' • 
* |ReA t | 

gilt. Wenn nämlich die Ungleichung 

, lA.-i2 

k0 > max R Є A ; 

gelte, würden nach dem Satze 2.2 alle Funktionen gh i = 1, ..., n im Punkte k0 

wachsend sein und es würde also eine solche Zahl kx < k0 (genügend nähe zur k0) 
existieren, dass es die Ungleichung 

max y/g^ti) < max Vgr(^o) 
i i 

gelten würde. Das ist aber ein Widerspruch mit der Voraussetzung, dass 

min max y/gt(k) - max Vg.(^o) 
k i i 

gilt. 
Für jede i es gilt nun die Ungleichung |A , |2/ |Re A,-| < 2. Wäre nämlich 

|A ; |
2 / |Re Aj| g: 2, es würde sukzessiv 

|A ; |
2 ^ 2 | R e A , . | , |A,.|2 + 2 R e A ; + 1 > 1 , \A, + l |2 > 1 
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gelten und also |2,-|2 > 1. Das ist aber ein Widerspruch. Dadurch ist der Satz 2.8 
bewiesen. 

Im speziellen Falle, wenn die Matrix P±lQi das reelle Spektrum hat, es gelten 
die Sätze 2.2 und 2.3 aus dem Artikel [2]. 

3. Den Satz 2.7 kann man leicht geometrich veranschaulichen, wie man in Fol
gendem sehen wird. In Hinsicht darauf, dass die Zahlen X{ im Kreise liegen, dessen 
Mittelpunkt mit dem Punkte [0; 0] der Gaussebene verschmelzt und dessen Radius 
der Zahl \kn\ gleicht, liegen die Zahlen At im Kreise K, dessen Mittelpunkt der Punkt 
[—1; 0] ist und dessen Radius der Zahl \Xn\ gleicht (siehe Bild2). Nach der Bedingung 
(7) des Satzes 2.7 nun folgt, dass es zugleich \An\ > \At\ und Re At < Re An gelten 
muss; das bedeutet aber, dass At im Gebiete A an dem Bilde 2 liegt. 

Bild 2. 

Nach der Bedingung (8) folgt sofort, dass \An\ < |A.| und Re At < Re An gilt, 
sodass Ax im Gebiete B liegen muss. Nach der Bedingung (9) bekommt man endlich, 
dass |An | > \A\ und Re At > Re An, sodass At im Gebiete C liegt. (Die Gebiete B 
und C sind an dem Bilde 2 ausschrafiert.) 

Man kann nun leicht beweisen, dass nach den Ungleichungen (8) und (9) ferner 
folgt, dass At im Innern oder am Umfange 'des mit der Kreislinie von der Gleichung 

( Ц ) Re 2 A + Im 2 A - 2 
К е А , 

Re Л + Л j 2 = 0 

beschrankten Kreises K1 liegen muss. Nach der Ungleichung (8) folgt nämlich 
(in Hinsicht auf Re (An - A>) > 0) die Ungleichung 

Kl2 

IЛ.fЧАP^ReK-Л;)- ReЛ и 
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oder 

\A I2 

Re2 Ai + Im2 Ät - 2 l^L Re Af + |A„|2 = 0 . 
ReA„ 

Diesselbe Ungleichung folgt auch nach der Ungleichung (9), da hier Re (A„ — At) < 0 
ist. Falls man die Gleichung (11) in der F'orm 

ReA - i^ZV+Im2A = |AJ2/ 

ReAJ \Re2 An 

schreibt, sieht man gleich, dass der Mittelpunkt des Kreises Kt an der Reellachse 
liegt, die Koordinaten 

pÆ. ol 
LV-eЛ, J 

hat und der Radius des Kreises Kt gleicht der Zahl 

r = U„. 
R e 2 A „ 

Durch die Ersetzung A = An in die Gleichung (11) man stellt sofort fest, dass die 
Grenzkreislinie des Kreises Kx durch die Zahl An geht. 

Es ist nun klar, dass im Falle, wenn alle Zahlen At im gemeinsamen Teile der 

Kreise K und Kx liegen, die Voraussetzungen des Satzes 2.7 erfüllt sind und der 
optimale Parameter k der Zahl kn = |A„|2/|Re An\ dann gleich ist. 

Die Kreise K und Kx können im Grenzfalle verschmelzen. Das tritt damals ein, 
wenn der Mittelpunkt des Kreises K1 mit dem Mittelpunkte des Kreises K identisch 
ist, d.h. wenn 

\AJ2 

ReA„ 
= - 1 

ist. Diese Gleichung tritt aber dann und nur dann ein, wenn der Punkt An an der 
Kreislinie mit der Gleichung 

(Re A + i ) 2 + Im2 A = \ 

liegt. (Das ist die Kreislinie mit dem Mittelpunkt im Punkte \_ — \\ 0] und mit dem 
Radius ^.) In diesem Falle wurden die Voraussetzungen des Satzes 2.7 automatisch 
bei jedem Ausgebreitung der Zahlen A{ im Kreise K erfüllt. Da der optimale Para
meter in diesem Falle kn = |A„j2/|Re A.J = 1 ist, hat schon die ursprüngliche Matrix 
PiXQi d e n minimalen Spektralradius, welcher mit Hilfe der unseren Methode nicht 
verkleinert werden kann. 

Weitere besondere Situation tritt ein, wenn der im Absolutbetrage grösster Eigen
wert ln der Matrix P^Qi reell ist. Dann ist auch die Zahl An reell und es ist \An\ = 
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= - R e A n , |A„|2/Re An = An und \An\ V(|A„|2Re2 An - 1) = 0. Der Kreis Kt 

hat dann den Mittelpunkt im Punkte \_An; 0] und den Radius 0; die Voraussetzungen 
des Satzes 2.7 sind also nur im Falle, dass die Zahl Xn der n-fache Eigenwert der 
Matrix P~[XQ\ ist. Im Falle des reellen Spektrum der Matrix P^lQx kann man 
allerdings die Sätze 2.2 und 2.3 aus dem Artikel [2] benutzen. 

Bemerkt man noch, dass bei der praktischen Beglaubigung der Voraussetzungen 
des Satzes 2.7, genügt nur den Maximalen Eigenwert der Matrix PiXQt zu kennen, 
wogegen für die übrige Eigenwerte reicht man nur mit sehr groben Abschätzungen 
ihren Lage aus. 

4. Zeigt man nun die Situation an dem konkreten Beispiele. Setzt man voraus, 
dass die im Absolutbetrage grösste Eigenwert der Matrix P ^ Q i die Zahl 

Xn = 0,6 + 0,7* 

ist. Der Spektralradius ist dann \Xn\ = 0,92, was nur die sehr schlechte Konvergenz 
der ursprünglichen Methode bezeichnet. Nun ist 

л = 
UJ2 = 

-0,4 + 0,7i, 

0,16 + 0,49 = 0,65 , U J = 0,81 

Ferner ist 

und 

0,65 

Re A 

R e 2 Æ 
- 1 

-0,4 

0,81 

= - 1 , 6 2 , 

0,65 

0,16 
11 = 1,41 . 

Bild 3. 

Der Kreis K1 hat also der 
Mittelpunkt im Punkte S = 
~ [—1,62; 0] und seiner Ra
dius ist rl = 1,41. 

Falls jetzt die übrige Zahlen 
At im Gebiete liegen, der an 
dem Bilde 3 mit der starken 
Linie beschränkte ist, d.h. falls 
die Eigenwerte Xt der Matrix 
P ^ Q i im gleichen, um die 
Zahl 1 in der Richtung der 
Reellachsen nach rechts ver
schiebten Gebiete liegen, dann 
erlangt der Spektralradius 
QiP^Qk) nach dem Satz 2.7 
seinen Minimalwert für den 
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Parameter 

und es ist 

eC^QÚ = /(i 

' |ReA„| 0,4 

Re2 Л„\ //, _ 0_6 

0,65 
= 0,87 . 

5. Bei den numerischen Anwendungen, wenn die Lage der Eigenwerte der Matrix 
P1

1Q1 überall nicht bekannt ist, kann man zur Wahl des optimalen Parameters 
die approximative Formeln für den Fehler benutzen, die im Artikel [3] abgeleitet 
wurden und die die Konvergenzgeschwindigkeit während der Berechnung in der 
Abhändigkeit von der Zahl k verfolgen ermöglichen. 
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S o u h r n 

O JEDNÉ RELAXAČNÍ METODĚ 

MIROSLAV ŠISLER 

Článek rozšiřuje výsledky článku [2]. Jedná se o iterační metodu pro řešení 
soustavy lineárních rovnic Ax = h definovanou iteračním předpisem 

* v + 1 = ^" 1 Q k *v + P*""1*, v = 0 , 1 , 2 , . . . , 

kde Pk = kPu Qk = (k - i) P_ + Q_, k > 0. Přitom A = Pt - Qí je jistý rozklad 
matice A takový, že spektrální poloměr Q(P1

1QÍ) matice P_^Qi je menší než 1. 
Práce se zabývá volbou optimálního parametru k, tj. takového parametru, pro nějž 
je spektrální poloměr Q(Pk

íQk) minimální. Zatím co v článku [2] byla otázka 
optimalisace úplně řešena jen v případě reálného spektra matice Pí" 1 Qi, je v tomto 
článku otázka zcela vyřešena i pro obecný případ komplexního spektra matice 
f*i Qi« J s o u udány vzorce pro výpočet optimálního parametru k a jemu odpovída
jícího minimálního spektrálního poloměru Q(Pk

xQk) (věta 2.6). V případě, že spek
trum matice P_" Qt je rozloženo v jednotkovém kruhu jistým speciálním způsobem, 
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jsou vzorce pro optimální parametr k a optimální spektrální poloměr velmi jednodu
ché (věta 2.7). Je ukázáno, že optimální parametr vždy leží v intervalu 0 < k < 2. 
Výsledky práce jsou velmi názorně geometricky interpretovány a diskutovány. 
Je uveden jeden numerický příklad. Vyšetřovaná metoda není totožná s tzv. metodou 
superrelaxací a má v porovnání s touto metodou některé výhody (jednoduchost 
a možnost explicitního výpočtu optimálního parametru při znalosti některých údajů 
o spektru původní matice Pj^Qi). 

Резюме 

ОБ ОДНОМ РЕЛАКСАЦИОННОМ МЕТОДЕ 

МИРОСЛАВ ШИСЛЕР (МПЮЗЬАУ ЗЮЬЕК) 

Работа расширяет результаты работы [2]. Речь идет об одном итерационном 
методе для решения системы линейных уравнений Ах = Ь, определенном при 
помощи соотношения 

* у + 1 = Р Г ^ Л + К1Ь, у=- 0,1,2,..., 

где Рк = кРи ^к = (к - 1)Р1 + ^1, к> 0. Здесь А = Р1 - ^^ какое-нибудь 
разложение матрицы А такое, что спектральный радиус ^(Р^1^^) матрицы 
Р^1^^ меньше единицы. Работа занимается выбором оптимального пара
метра к, т. е. такого параметра, для него спектральный радиус ^(Рк1^к) прини
мает минимальное значение. Тогда как в работе [2] вполне решался вопрос 
оптимализации только в случае действительного спектра матрицы Р^1^1, 
в этой работе совершенно решается этот вопрос для общего случая комплекс
ного спектра матрицы Р^1^^^ Показаны формулы для исчисления оптимально
го параметра к и ему отвечающего минимального спектрального радиуса 
^(Рк

1^к) (теорема 2.6). В случае, когда спектр матрицы Р^1^^ разложен в еди
ничном круге специальным способом, формулы для оптимального параметра 
очень простые (теорема 2.7). Показано, что оптимальный параметр всегда 
в промежутке 0 < к < 2. Результаты работы очень наглядно геометрически 
интерпретированы и дискутированы. Показан тоже один численный пример. 
Исследованный метод отличается от метода суперрелаксации и у него некото
рые преимущества (простота и возможность явного исчисления оптимального 
параметра при знании некоторых показаний о спектру первоначальной матрицы 
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