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SVAZEK 15 (1970) APLIKACE MATEMATIKY CIsLo 2

AUTOMATICKA BINARISACE VELICIN')

ZDENEK RENC
(Doslo dne 11. Fijna 1968)

I

Experimentdlni pracovnik libovolného oboru (na pf. lékaiského biologického,
sociologického atd.) se patrn& dosti Sasto ocitne v ndsledujici situaci. Shromdzdil
experimentdlni materidl sklddajici se z n&jakych objektii (na pf. pacientii, obyvatel
n&jaké oblasti, fyzikdlnich m&Feni) a rliznych dat, kterd o téchto objektech zjistil.
Pro svou dalsi prédci potfebuje zjiStovat riizné zdkonitosti a souvislosti mezi témito
daty. Abychom tuto situaci mohli 1épe popsat, predpoklddejme, Ze mdme ddnu
mnoZinu M jakychkoli m objektl a Ze jsou ddle ddny bindrni vlastnosti Py, ..., P,
Ay, ..., AyaveliCina V, pti éemZ pro kazdy objekt z nasi mnoZiny M je zndmo jednak
zda spliiuje po fadg vlastnosti Py, ..., 4,, jednak jakou hodnotu mu pfipisuje veli-

&ina V. Pfedpoklddejme ddle, Ze Py, ..., P, jsou zaddny tak, Ze kaZzdé x € M spliiuje
pravé jednu z nich a Ze kazda z vlastnosti Py, ..., P, je spln€na alespoii jednim objek-

tem mnoZiny M. (Napf. Py, ..., P,_; mohou byt rizné vzdjemnd se vyludujici
druhy téZe choroby, P, znamend ,,byti zdrév“.) Mdme zkoumat vztahy mezi P, ..., P,
na jedné stran& a Ay, ..., 4; (coZ v nafem piikladg mohou byt n&jaké dalsi vlastnosti,
které jsme u pacientll zjistili) a veli€inou V (napf. vékem pacienta) na stran& druhé.
Tyto vztahy je moZno zjis§tovat na pifiklad pomoci metody GUH A, popsané v pracich
[2], [3], [4]. na které &tendie odkazuji.

Abychom mohli metodu GUHA pouzit, musime ovSem veliéinu V binarizovat
nebo, cheeme-li, nahradit ji systémem bindrnich veli¢in Vi, ..., ¥, (to znamend, Ze
otdzku ,,jaky je v€k pacienta‘ potfebujeme nahradit systémem otdzek ,,je v&k pa-
cienta v rozmezi L, aZ L, let* atd.) Aby byla binarisace veli¢iny V rozumnd, poZadu-
jeme, aby opét kazdy prvek x € M spliioval prdaveé jednu z vlastnosti Vj, ..., V; a aby
kazdd z Vy, ..., ¥, byla splnéna alespoil jednim objektem mnoZiny M (to znamend,
aby intervaly, na které jsme v€kovou $kdlu rozdé€lili, se navzdjem nepiekryvaly a aby
dohromady pokryly celou tuto $kdlu).

Kromé této podminky musime mit ale na mysli jeSté dalSi poZadavek, kterému
mlzZeme fikat poZadavek vhodnosti binarizace veliiny V vzhledem k P,,..., P,.

1) Tato prace byla referovdna na semindafi aplikaci matematické logiky na MFF KU a predne-
sena na XXIII. Fysiologickych dnech, konanych v Zelezné Rudg.
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Nechceme totiZz binarizovat veli€inu V jakkoliv, nybrz tak, aby tato binarizace byla
co nejvyhodné&jsi v tom smyslu, Ze ndm pomuzZe rozdé€lit obor hodnot veli¢iny ¥ na
Cdste¢né intervaly co nejlépe uréujici rozdéleni prvkd mnoziny M vzhledem k vlast-
nostem P,, ..., P,. Tuto vhodnost binarizace veliiny V vzhledem k vlastnostem
Py, ..., P, budeme mé&fit zpisobem, o kterém se tendt miZe poudit v [1] a ktery
nyni struéné popiseme.

Predstavme si ndsledujici situaci. Mdme ddny bindrni vlastnosti Py, ..., P, (s poZa-
davky, o nichZ jsme vy3e hovofili). Vybereme ndhodné prvek x € M a snaZime se co
nejlépe ,,uhddnout* tu vlastnost z Py, ..., P,. kterou x spliiuje a to nejprve v prvni
a potom v druh€ z ndledujicich dvou situaci

1. Neni ndm nic zndmo o vlastnostech V¢, ..., V.

2. Je ndm zndm rozklad ¥ na systém bindarnich vlastnosti Vy, ..., V.

1. Nechta,y, ..., a, jsou po fadé polty prvkl z M, splitujicich P, ..., P,, d.pa =
= Max a,;. Nejlepsi odhad dostaneme, zvolime-li tu vlastnost P, pro niZ je a,p,, =

=a ,j.JPiedpoklafdzime-li, Ze pravd¢épodobnosti jevu ,,objekt x € M spliiuje viastnost P

jerovna P ;= a,j/m (to znamend, Ze tato pravdépodobnost je rovna relativni frekvenci

P; v mnoZin&¢ M), mizeme ici, Ze nejlepsi odhad dostaneme, zvolime-li tu tfidu P;,

pro niZ je p.pac = P.; (kde p.ma = Max p;). Chyba tohoto odhadu je 1 — p,...
J

2. Necht a;q, ... a;, (pro i = 1,..., k) jsou po fadé polty prvki z M, spliiujicich
V; a soulasné Py, ..., P, @y =Maxa;; pro i=1,....,k. Necht p;,..., pi

J
(i =1,.... k), Pimax = Max p;; jsou odpovidajici relativni frekvence (o nichZ opét
j

pfedpokldddme, Ze se rovnaji pravdépodobnostem pfislusnych jevit). Nejlepsi odhad

dostaneme takto: je-li x €V;, spliiuje tu vlastnost P;, pro niZ je Pimex = Pij»>---»

je-li x € ¥, spliiuje tu vlastnost p;, pro niZ je pun., = pi;- Chyba tohoto odhadu je
k

1 = ) Pimax. ZFejmé chyba v situaci 2. nemtize byt vétsi neZ v situaci 1. Oznalme
i=1

i=1

k k
1~ DPomax — (l - zpimax) ~leimm& — D.max

PN
It

L= Pmax I = Pomax
/. je tedy relativni pokles chyby naSeho odhadu pfi pfechodu od situace 1. k situaci
2. Cim v&tsi je hodnota &isla 2, tim 1épe ndm znalost rozkladu veliginy V na systém
bindrnich vlastnosti Vi, ..., V, pomdhd urit rozdé€leni prvkli mncZiny M pcdle vlast-
nosti Py, ..., P,.

Ukolem, ktery se budeme v této préci snaZit vyfesit, bude (zhruba fedeno)
nalézt pro dané vlastnosti P, ..., P, a danou veli¢inu V nejvhcdngjsi binarizaci této
veli¢iny V (ve smyslu naznadeném vy3e). V &dsti II. zavedeme pfesn& pojmy, které
jsme zde ndzorné€ vyloZili a dokdZeme ty jejich vlastnosti, které ndm v &dsti ITl. umoZni
popsat algoritmus pro prdci samod&inného potitade.?)

2) Na potfebu podobnych tivah upozornil jiz dfive ing. M. CHYTIL.
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I

Definice. Modelem nazveme (n + 2)-tici M = (M, Py, ..., P,. V) takovou, Ze

(a) M je konecnd mnoZina o m prucich

(b) Py, ..., P, jsou undrni predikdty na M takové, Ze kazdé x € M spliiuje prdvé
jedenz Py, ..., P aZekaZdy z Py, ..., P, je splnén alespori jednim y € M

(c) Vje redlnd funkce na M.

Nechf V nabyvd na M h (h = 3) riznych hodnot. Uspoiddejme je podle velikosti
a oznalme postupné 1, ..., h. Tomu odpovidd Cdste€né uspofdddni mnoZiny M
takové, Ze na prvnich m; prvcich nabyvéd V hodnoty 1, na dalSich m, prvcich hodnoty
2,atd. (my + ... + m, = m). JestliZe V nabyvd na M prdvé h hodnot 1, ..., h, fekne-
me, Ze M je dobry model. Pfedpokldddme v dal§im, Ze model M je dobry.

Definice. Rekneme, fe D = {hy, ..., h} je déleni intervalu {1, h) stupné k
(2 £ k £ h), jestlize hy, ..., h, je vybrand posloupnost =z posloupnosti 1,..., h
takovd, Ze 1 < h, < h, < ... < h, = h.

Definice. Rozkladem stupné k R* = {I,, ..., I} funkce V na mnoZiné M, induko-
vanym délenim D = {h,...., h} rozumime systém dcdstecnych intervali I, =
= hyy, Iy = (hy, hy), oo I = (heoy, by intervalu (1, h).

Definice. V|, ....V, budte undrni predikdty, definované na mnoZiné M takto:
Vix)=V(x)el,, i=1,..,k

K danému rozkladu veli¢iny V(neboli k danému dgleni D) sestavme tabulku:
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kde a;; je poet prvki mnoZiny M, které splituji souéasné Via P; (i = 1, ...k, j =
k

n
=1,..,n), ddle a;, =) a;, a; =Y a;. Poloime dimx = MaxX a;, Q. =
j=1 i=1 J
R !

k
= qu a,;. Ztejmé plati m = Zla.j = .Zla"‘ = Z-a,.j. OznaCme
J J= i= i,j

dpgg = —
M — d.pax

Oznacime-li je3t& Pima = imax/Ms Pomax = Gumax/M> €

k k
m(zzl Pimax — p-max) .glpimax — D.max

DM —
’n(l - pvmax) 1 - P.max

To znamend, Ze Ap 5 nezdvisi na m (t.j. poStu prvkit mnoZiny M), neboli na faktic-
kych frekvencich v M. nybrZ pouze na relativnich frekvencich. Ddle ho budeme tedy
znalit Ap.

Snadno se ov&fi ndsledujici viastnosti &isla 4p (srov. [1]).

(1) 2p je definovdno pro kazdé déleni D.

(2) 0 < 4p < 1 pro kazdé déleni D.

(3) 4p = 0 prév& kdyZ existuje n, pfirozené tak, Zze 1 < ny < n a Ze pro viechna
i=1,..., K€ Ping = Pimax-

(4) 2p = 1 pravé kdyZprokazdéi = 1, ..., k existuje prdvé jednojtak, 7e 1 < j <
Snazep; *0.

(5) Ap nezdvisi na pofadiV,, ..., V,.

(6) jsou-liVy, ..., Via Py, ..., P, statisticky nezdvislé, je A, = 0.

(3) fikd, ze Ap = 0, pravé kdyZ znalost d&leni D intervalu {1, h) viibec nepomahd
k lepsimu rozd&leni prvki mnoZiny M vzhledem k Py, ..., P,; naopak (4) znamend,
7e Ap = 1 prdvé kdyZ déleni D tipln€ urCuje rozdéleni prvkl mnoZiny M vzhledem
k Py, ..., P,. Tvrzeni (5) ndm umoZiiuje pfevést kazdy model M na dobry model.

Véta. Necht D a D jsou dvé déleni intervalu {1, h) pFislusného k veliciné V z 9N,
necht D je zjemnéni D. Potom .z 2 .

Dtkaz. Oznaéme k resp. k stupeli déleni D resp. D. Jisté je k < k. Je-li k = k,
je D = D atedy 1, = Ap. Necht tedy k < k. Zfejmé stadi diikaz provést pro pfipad
k = k + 1. Bez Gjmy na obecnosti miizeme piedpoklddat, Ze D je tvofeno posloup-
nosti éisel hg, hy, ..., hy, kde 1 < hy < hy < h, < ... < h;, = h, h, je nékteré z &isel
1, ..., h — 1. Tabulka, odpovidajici déleni D, je
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- |
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§ !
i
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|
| |
|
V2 d21 | 922 | az, a;.
|
UL, |
Vi A1 A2 o i Ay .
a.q d.z a., m

n
L1 2 . 1 < 1
kde aq; + ag; = ay; pro j=1,...n a5 + aj = a.. Tedy t€Z aj =) aj;
n ji=1
2 2
ag. =y dagj.
j=1

Polozime ddle
1

_ 1 2 . 2

Aomax = MaX dg;,  Agme = Maxag;,

J J
tedy
k
1 2
A0 max + a0 max + Z Aimax — d.max
) = i=2
‘D =
m — d ..

Jelikoz

— — . 1 2\ 1 2 1 2
Ay mae = Maxa; = Max (aq; + a5;) £ Max ag; + Max ag; = agme + Gpmax
j J j j

dostdvame ihned 1, < Ap.

Definice. Necht D, a D, jsou dvé déleni intervalu {1, h) pFislusného k veliciné V
z M. Rekneme, Ze D, je vhodnéjsi neZ D, vzhledem k Py, ..., P,, jestliZe /p, = p,.

Definice. Maximdlnim délenim D,,, intervalu {1, h) nazveme déleni intervalu
{1, b, tvoFené posloupnosti ¢isel 1,2, ..., h.

Toto dé&leni je stupné h a indukuje rozklad R" veli¢iny V na intervaly I, = {1, 1),
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I, =(1,2),....,I, = (h — 1, h) (j. na ,,jednobodové intervaly*). D&leni D,,, je
zjemnénim kazdého déleni D intervalu {1, h) a podle pravé dokdzané vty k nému
pfislusné 4., = 4, pro kazdé D.

Definice. Necht' D = {h,, ...,h} je déleni intervalu {1, h), které indukuje rozklady
R*={1,,....1,}. Normou déleni D nazveme cislo v(D) = Min(I;), kde I je pocet
téch ¢isel z 1, ..., h, kterd ndlezi do intervalu I;.

Definice. Necht' D = {hl, . h,\,} je déleni intervalu {1, h)>, které indukuje
rozklad R* = {Il, .. It}. Normou déleni D vzhledem k mnoZiné M nazveme ¢islo
vp(D) = Min (IY), kde IM je pocet prokii mnoZiny M, pro né* hodnota veliciny V

ndaleZi do intervalu I,.

Definice. Rekneme, Ze déleni D intervalu {1, h) je prosté, jestlize pro kazdé
déleni D intervalu {1, h) takové, Ze D je zjemnénim D, plati 1z < Ap.

Nasi tlohu mtzeme nyni formulovat takto. Je-li MM = <M, P,, ..., P,, V"> dobry
model, k, d dand pfirozend &isla (2 < k < h, 1 < d £ h/2), hleddme prosté d&leni
intervalu {1, k) stupné nejvyse k, jehoZ norma v je vét8i nebo rovna d, nejvyhodngjsi
vzhledem k Py, ..., P,. Je-li takovychto dé€leni vice, uspofdddme je podle normy vy,
vzhledem k mnoziné M.

1

V této Cisti popiSeme algoritmus feSeni dané Glohy se zfetelem k jeho realisaci na
samoc¢inném pocitaci.

(A) Pripravnd &dst.

1) Zjistit po&et h hodnot, které nybyvd veli¢ina ¥ na mnozin€ M. Je-li h = 1,
préace kon&i. Je-li h = 2, prdce kon¢i (V je jiZ binarizovédna).

2) Provefit, zda néktery z predikdti Py, ..., P, neni na M pravdivy nebo IZivy.
Pokud ano, vyradit.

3) Ovefit, zda d < h/2. Je-li d > h/2, prdce konéi.

4) Usporddat funkéni hodnoty veli€iny ¥ podle velikosti, pfifadit jim €isla 1, .... i
a sestavit tabulku viz str. 123 (t.j. tabulku piislusnou k déleni D), kde a;;
(i=1,..,hj=1.., n) je podet objektlt M, pro néZ je veliCina V nabyvd hod-
noty i a které spliiuji predikdt P, a;, a.; piislu$né soudty, dimax: @.mx PEislusnd
maxima.

5) Spogitat

h
Z Aimax — A, max
i=1

m — 4.max
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Pl Pn
1 a1 Tn | 9.
2 as daz, a;.
h apy Apy p.
a.l a," m

(B) Vlastni prdce.

1) k = 2. Generovat (v lexikografickém uspofdddni) viechna dgleni intervalu
{1, h) stupné 2 normy alespori d. Pro kazdé d€leni D zjistit A. Je-li v&§i nebo rovno
dosud maximdlnimu, zjistit je$t& v(D), vy(D), jinak generovat dal¥i. Je-li Ap = Apaxs
vytisknout (spolu se zji§ténymi udaji) a prdce konéi. Je-li Ap < A, piejit k dal§imu
déleni. Pamatovat prubézné déleni s nejvétsim A. Po skondeni prdce pro k = 2 toto
nejlepsi déleni spolu se zjiSt€nymi idaji vytisknout, je-li jich vice, uspofddat nejprve
podle normy v, potom podle normy vy,. Prvni z tiSt€énych déleni ponechat v paméti.

) k= ko + 1. Ov&tit k < k. Je-li k > k, prdce koné&i. Ovéfit d < h/(?o + 1).
Neplati-li, prace konéi. Generovat postupné (v lexikografickém uspordddni) déleni
intervalu {1, h) stupné k normy alespoii d. Pro kazdé zjistit 1, je-li vét§i nebo rovno
dosud maximdlnimu a je-li prosté, zjistit jedt& v(D), vy(D). Pamatovat priib&Zn&
prosté déleni s nejvédim A (narazi-li se na déleni D takové, Ze 1, = ... tisknout
a konec) a po skon&eni prdce pro k = k, + 1 tisknout jako v 1).

3) k = k. Ov&it d < h[k. Neplati-li, prdce koné&i. Jinak generovat, pamatovat
a tisknout jako ve 2). Konec.
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Summary
AUTOMATIC BINARIZATION OF QUANTITIES
ZDENEK RENC

When processing automatically biological (and other) experimental data the need
often occurs to replace a certain measured quantity (e.g. pressure, electric potential,
age etc.) by one or more properties (e.g. pressure heavy or light, temperature less
than 30 °C, between 30 °C—60 °C, over 60 °C, etc.). As a property may be under-
stood as a binary quantity, the problem of the replacement of a quantity by proper-
ties can be named the binarization problem. (This problem occurs, e.g., when ap-
plying the GUHA method of automatic hypotheses determination, see [2], [3], [4].)
We ask which of possible binarizations is the best one (e.g. whether the binarization
of temperature given above is better than the following one: less then 40 °C, between
40 °C—70 °C, over 70 °C). On the basis of the paper [1], it is possible to compare
numerically which of two binarizations is more suitable with respect to one or more
properties. In the present paper a method (called ABQ) is described for the automatic
determination of the best binarization of a quantity with respect to given properties
on the basis of given experimental material. When the research worker determines
the maximal number of intervals that the quantity is to be divided into and the
properties with respect to which the suitability is to be measured (and, of course,
supplies the experimental data), the computer gives all the optimal binarizations.
The computer counts also supplementary information concerning the binarizations
obtained.

Adresa autora: RNDr. Zdenék Renc, Matematicko-fyzikalni fakulta KU, Sokolovska 83,
Praha 8.
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