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SVAZEK 16 (1971) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 3

DIE ALLGEMEINE LOSUNG
EINER ZYLINDRISCHEN DIFFERENTIALGLEICHUNG
VIERTER ORDNUNG NULLTEN PARAMETERWERTES

VLADIMIR PANC

(Eingegangen am 21. Juli 1970)

1. EINLEITUNG

Verschiedene Aufgaben, die in der Theorie der elastischen Kreis- und Kreisring-
platten vorkommen, beruhen auf der allgemeinen Losung w = w(g) einer gewdhnli-
chen homogenen Differentialgleichung vierter Ordnung [1, 2]

2 1d
(1.1) AW + 2edw +w =0, Azg* -
do®>  odo

54 [

wo ¢ eine dimensionslose reelle Veranderliche bedeutet, und wo durch den dimen-
sionslosen Beiwert &, der einen beliebigen reellen, positiven oder negativen Wert
annehmen kann, ein gewisses Verhaltnis der gegebenen physikalischen, geometrischen
und statischen Charakteristiken des untersuchten Problems gekennzeichnet wird.

Eine partikulare Losung der Gl. (1.1) stellt eine beliebige Zylinderfunktion nullten
Parameterwertes

(12) w = Z(0 J2)
dar, die also der Besselschen Differentialgleichung fir den Parameterwert Null
(1.3) AZyoJ2) = —2Zo(o4)

geniigt. Fur die Funktion Zy(¢ \/2) kann allerdings jede von den bekannten Zylinder-
funktionen Jo(e 4), YolovA), H{(ey4) und H§(e /) nuliten Parameter-
wertes eingesetzt werden.

Setzen wir die Funktion (1.2) unter Beniitzung der Beziehung (1.3) in die GI. (1.1)
ein, so ergibt sich die charakteristische Gleichung in der Form einer quadratischen
Gleichung

(1.4) P =20 +1=0.
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Dic Wurzeln 4, , der Gl. (1.4) und somit auch die Gestalt der allgemeinen Lsung
der Gl. (1.1) hangen offenbar von dem angegebenen numerischen Werte des Koeffi-
zienten ¢ ab, wobel verschiedene Sonderfille entstchen kénnen.

2. DIE GESTALT DER ALLGEMEINEN LOSUNG FUR VERSCHIEDENE
SONDERFALLE

2.1. Der Fall e =0

Fiir diesen Fall nimmt die Gl. (1.1) die Form der bekannten Grundgleichung einer
auf der Winklerschen Unterlage gebetteten Kreisplatte unter dem Angriff einer
drehsymmetrischen Belastung nach der klassischen Plattentheorie [3]

(2.1) A*w 4+ w=0 oder (4> + 1)w=0
an. Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung (1.4) konnen nun in der Form
(22) A'I,Z —_ i l — eiin/l — eIi}n/Z

geschrieben werden, so dass die allgemeine Losung der Gl. (2.1) nach den Beziehun-
gen (1.2) und (2.2) z. B. durch die Funktion

(233.) w = Al JO(Qe+in/4) + Az Jo(ge_i"/4) +
+ Az Yo(oet™*) + A, Yo(oe™™*)

angegeben werden kann, wobei mit 4, bis 4, die Integrationskonstanten bezeichnet
sind. Die in (2.3a) eingefiihrten Zylinderfunktionen und somit auch die Integrations-
konstanten sind offenbar komplex. Die reelle Losung mit reellen Funktionen von g
und mit reellen Integrationskonstanten B, bis B, ergibt sich dann in der Form

(23b) w = B1 Re JO(QeinM—) + B2 Im JO(Qei"/4) +
+ By Re Yo(ee™*) + By Im Yo(e™™).

Die numerischen Werte der in (2.3b) enthaltenen Zylinderfunktionen sind in den
Tabellen [4, 5] angegeben.

Statt der Funktion (2.3a) kann nach (1.2) und (2.2) als eine allgemeine Ldsung
der GL. (2.1) auch die Funktion

(2.3c) w = CyJo(0e™ ") + Cy Jo(0e ™) +
+ C3 H{V(0e ™ 27*) + C4 H{P(0e™7%)
gewahlt werden, die sich in der folgenden reellen Gestalt schreiben lasst:

(2.3d) w = D, ber (¢) + D, bei () + D, her (¢) + D, hei (o).
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Hier bedeuten D, bis D, neue reelle Integrationskonstanten und ber (), bei (o),
her (¢), hei (¢) sind die bekannten Kelvinschen Funktionen [6], die durch die Formeln

(24 ber (¢) + ibei (o) = Jy(0e*"*),
her () + i hei (o) = H{"(0e'*"*)

definiert sind. Die numerischen Werte der Zylinderfunktionen (2.4} kann man aus
[3, 6] entnehmen.

22. Der Fall 0 <e< 1

Mit ¢ > 0 stellt die Gl. (1.1) z. B. die Grundgleichung der Beulung einer radial
gedriickten Kreisplatte in einem elastisch nachgiebigen Medium dar. In diesem
Problem kann offenbar der Koeffizient ¢ einen beliebigen positiven Wert annehmen.

Fiir den Fall 0 < & < [ liefert die charakteristische Gleichung (1.4)

(2.5) Ma=e+iJ(l —e?).
Setzt man
(2.6) e=cos2p, /(1 —¢*) =sin2¢p,
wobei
2

(2.7 Q= 1a.rctg V= &)

2 €
ist, so ergbit sich aus (2.5)
(2.8) Ay, = cos2¢p + isin2¢ = e*?”

und die allgemeine Losung der Gl. (1.1) lisst sich dann nach (1.2) und (2.8) in der
folgenden Form schreiben:

(2.9a) w= A, Jo(ee*'?) + A, Jo(0e™') +
+ As Yo(oe*'?) + Ay Yo(oe ™).

Man kann sehen, dass die Funktion (2.3a) einen Sonderfall der Funktion (2.9a) fiir
¢ = n/4 darstellt. Geht man in (2.9a) zu reellen Funktionen und reellen Integrations-
konstanten B, bis B, iiber, so ergibt sich analog wie in (2.3b)

(2.9) w = B, ReJy(e'?) + B, Im Jo(ge*) +
+ B; Re Yo(0e*) + B, Im Y,(0e™) .

Die numerischen Werte der in (2.9b) enthaltenen Zylinderfunktionen kann man fiir
verschiedene ,,Winkel* ¢ wieder in [4, 5] finden.
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2.3. Der Fall ¢ = 1

In diesem Fall nimmt die GI. (1.1) die Form
(2.10a) A*w + 24w + w =0
an, die auch als eine zweifache Besselsche Operation fir den Parameterwert Null
(2.10b) 4+ 1) w=0
angesehen werden kann. Die zugehdrige charakteristische Gleichung (1.4)
(2.11) A=17F=0
liefert jetzt eine zweifache Wurzel
(2.12) Ay = +1,

so dass die angewandte Losungsmethode nur zwei unabhangige partikuliare Losun-
gen, z. B.

(2.13) Jole) und  Y(o),

anbietet.
Wir wollen beweisen, dass auch die Funktion

(2.14) w = 0 Z,(0)

eine partikuldre Losung der Gl. (2.10) darstellt. Nach den bekannten Regeln [6, 7, 8]
ergibt sich fiir die Ableitungen der Funktion (2.14)

(2.15) woo= pZye), W =Zye)— 0Z(e),

w' = —0Ze) — Zy(0),

WY Z274(0) + (e + l)z,(g),
0

woraus folgt
(2.16) Aw = 2Zy0) — 0Z,(0), 4A*w = —4Z0) + 0 Z,(0).

Durch Einsetzen der Ausdriicke (2.14) und (2.16) in die Gl. (2.10) kann man sich
leicht davon iberzeugen, dass ausser der Funktionen (2.13) auch die Funktion
(2.14) dieser Gleichung geniigt. Das Hauptsystem der Lésungen der Gl. (2.10) wird
also z. B. durch die Funktionen

(2.17) Jo(e), Yolo), eJi(e), e Yile)
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gebildet, so dass die allgemeine Losung der Gl. (2.10) die folgende Form annimmt:
(2.18) w= A Jolo) + 420 T,(0) + A3 Yo(0) + A0 Yi(0) .

Es ldsst sich aligemein beweisen, dass eine durch die Zylinderfunktion Z (o /1)
Iosbare gewohnliche Differentialgleichung vierter Ordnung tm Falle der zweifachen
Wurzel der zugehérigen, durch den Ansatz Z (o \/;_) hergeleiteten charakteristischen
Gleichung auch durch die Funktionen ¢ Z,, (¢ \/4) und ¢ Z,_ (¢ \/4) losbar ist.

Eine solche Differentialgleichung kann in der allgemeinen Form der zweifachen
Besselschen Operation fiir den Parameterwert v

2\ 2
(2.19a) (A iy - 33) w=0

0

geschrieben werden, woraus sich nach Durchfiihrung der angedeuteten Operation
(2.19b) o*w" + 20%w” + 9?2207 — (2v2 + D] w" +
+ o[240% + (2v* + D] w' + [A%* — 24v%0” + v} (v = 4)]w =0

ergibt. Hier kann allgemein ¢ eine komplexe Verdnderliche und 1 eine beliebige
komplexe Zahl bedeuten. Durch Einsetzen der Ausdriicke (giltig fir alle v)

TG I LN PN CE SN
W= ["(U;D N EEEERCES N

W l[v(v +1) (Lﬂ —(v+1) ,1] Zfo /%) +

0 )?

54

vi 42
NETY P

0

A+

WV — ["(“’ + l)(\’ + 7—)(\/ + 3) _ 202 +2v + 3

4 2
Q o

+ ;.2] Z(oyh - > [31%%‘) - l} VA Z,-i(e VA,

Q
oder

(2.19d) w=0Z, (oA, w=—=vZ, (eJd) + oA Z( ),

W= [v"('vavl) - @)‘] Zi(o V) + () Z(e VD).
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w’ o= — I:\’.(_"j:_l)T(‘_iz_) _ (V _ I) /] Zv+x(£’ \'")‘) +

0?

+ [z’ﬁﬁi@i@ - g;;] NOYACNOR

1 Ny + 3 292 12y — 1
lezl:v("”L )(V': ) (v + )_ vt A+Q/:~2:|Zv+1(9\/u')"

0 0
[
oder

(219) w=102Z,,(eJ2), W =vZ,_ (o4 — o (2)Z(e JA s

2,

] 1) Z.(e ).

o= [L-Q‘—‘) - gz] Zoi(eA) = V() Z(e V) »

W = [i”_:if”‘—z) - 1)1] Zo (e J2) -

Y
- [i;—” - Qz] NGEATNOY

W z[v(v— 1)(v:2) (v — 3)_2v2 — 2y — 1/1_*_012]2‘,_1(@\/2)_*_

4 4

. 2[”@7;2) + /1] JDZe 2)

in die Gl. (2.19b) kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass alle Funktionen
Z(oJA),0Z,.1(0+/A) und 0 Z,_,(0 \/2) diese Gleichung wirklich befriedigen. Die
allgemeine Losung der Gl. (2.19a), resp. (2.19b), kann also in der Gestalt

(2.19¢) w=AJ(e2) + A0),1:(e/2) +
+ A3 Y (e 2) + Ase Yyii(e A)

oder

(2.19g) w=B;J(¢/2) + ByelJ,_i(e/2) +
+ By Y, (e/4) + Bio Y,_ (e /)

gewihlt werden, wobei die Integrationskonstanten A4, bis 4, von den Konstanten B,
bis B, allgemein verschieden sind. Da zwischen den Zylinderfunktionen fiir die Para-
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meterwerte v — |, v und v + | die bekannte Bezichung [6, 7, 8]
(2.19h) z2Z,(z) +2Z,.,(z) = 2vZ(2)

besteht, ist einer von den mit Hilfe der Formeln (2.19¢), (2.19d) und (2.19¢) durchge-
fihrten Beweisen allerdings tiberfliissig. Alle diese Formeln sind hier deswegen ange-
geben, weil sie in praktischen Anwendungen von Nutzen sein kdnnen.

Es ist klar, dass fiir theoretische Untersuchungen wie auch fiir numerische Berech-
nungen die Kenntnis der angegebenen allgemeinen Losung im betrachteten Sonder-

falle unvermeidlich ist; trotzdem wurde diese Losung in der angefiihrten Literatur
[1. 6.7, 8] nicht gefunden.

2.4. Der Fall ¢ > 1

Im Falle ¢ > 1 liefert die charakteristische Gleichung (1.4) zwei verschiedene reelle
positive Wurzeln

(2.20) a=¢x J(E —1).
Bezeichnen wir mit a,, «, die reellen positiven Zahlen
(221) o = +J[e+ V@ - 1], = +J[—-J@E - 1],

so folgt fiir die allgemeine Lésung der Gl. (1.1) im Falle ¢ > 1 nach den Formeln
(1.2), (2.20) und (2.21)

(2.22) w = A; Jo(o;0) + Az Jo(020) +
+ A3 Yo(or0) + Ay Yo(220) -

Die numerischen Werte der in (2.22) enthaltenen Zylinderfunktionen kénnen in [6]
oder auch in den Tabellen [4, 5] gefunden werden.

25. Der Fall 0 > ¢ > —1

Mit ¢ < 0 nimmt die Gl. (1.1) die folgende Gestalt an:
(2.23) Aw —2e| dw + w=0.

Durch diese Beziechung wird z. B. die Grundgleichung der verschirften Theorie der
auf elastischer Unterlage gebetteten Kreis- und Kreisringplatten [2] oder die Grund-
gleichung der klassischen Theorie derselben Platten unter dem Angriff von gleich-
missig verteilten radialen Zugkraften [1] dargestellt.

Fiir den Fall 0 > ¢ > —1 hat die charakteristische Gleichung (1.4) zwei komplex-
konjugierte Wurzeln

(2.24)

Ay, = H iJ(1—é%).
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Setzt man

(2.25) M = —cos2p, J(I —¢*) =sin2e,
wobei
Iy L2
(2.26) o = 1 T — arctg \L(,ifi)
2 Iz

ist, so folgt aus (2.24)
(227) Ay s = c0s2¢ £ isin2¢p = e,
Die allgemeine Losung der Gl. (2.23) nimmt dann wieder die Gestalt (2.9) an, wobei

der ,,Winkel* ¢ jetzt allerdings durch die Formel (2.26) definiert wird.

2.6. Der Fall ¢ = —1
Fiir ¢ = —1 geht die Gl. (1.1) iber in
(2.28) A*w — 24w +w =0 oder (4—12w=0.
Aus der zugehdorigen charakteristischen Gleichung
(2.29) (A+1)P2=0
ergibt sich jetzt eine zweifache negative Wurzel
(2.30) A= —1=c¢".

Eine partikulare Losung der Gl. (2.28) bildet also nach (1.2) und (2.30) die Zylinder-
funktion nullten Parameterwertes mit rein imaginirem Argument

(2.31) w = Zo(0e'™?),
wihrend die andere nach den im Absatze 2.3 angefiihrten Formeln durch die Funktion
(2.32) w = 0 Z,(0e™?)

dargestellt wird.
Fir die Ableitungen der Funktion (2.32) gilt

(2.33) w = 0e™? Z(ge'™?),
"o ein2 ZO(Qcin/l) T QZI(Qein/Z) )

w,,, — Qein/Z ZO(Qein/Z) + Zl(geiHIZ) ,

=
|

/ i ; 1 )
w! = 2¢"2 Z (0e'™?) + (Q - A) Z,(0e™™?) .
Q
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Aus diesen Bezichungen entsteht
(2.34) Aw =262 Z,(0e™?) + 0 Z,(0e™?),
AZW — 4€in/'2 Zo(gein/Z) + 0 Z’(Qein/Z) .

Durch Einsetzen der Ausdriicke (2.32) und (2.34) in die GI. (2.28) kann man sich
leicht davon iberzeugen, dass ausser der Funktion (2.31) auch die Funktion (2.32)
der Gl. (2.28) geniigt und deshalb eine ihre partikulire Losung angibt. Diese Tatsache
wurde allerdings im allgemeinen durch die Beziehungen (2.19) beglaubigt.

Als allgemeine Losung der Gl. (2.28) konnen wir also z. B. die Funktion
(2‘35a) w = A, Jo(Qein/l) + A0 Jl(Qein/Z) +
+ A YO(QEWZ) + As0 Yx(Qei"/z)

wahlen, die sich in der folgenden reellen Gestalt umschreiben lasst:
(2.35b) w = A; Re Yo(ee'™?) + B, Im YO(Qei"/z) +
+ Boo Re Y (0e'?) — |4, ¢ Im Y, (0e™?)

wo B; und B, neue reelle Integrationskonstanten bedeuten. Die numerischen Werte
der in (2.35b) enthaltenen Zylinderfunktionen kann man aus [5] entnehmen.

Zur Herleitung der Funktion (2.35b) aus (2.35a) wurden die bekannten Beziehungen
(2.36) Jo(0e'™?) = Im Y,(ge™?), ImJ,(0e'™?) = — Re Y,(ge™?)

benutzt, die sich aus der Definition der Funktion Y,(z), n = 0, 1, ergeben.

Statt der Funktion (2.35a) kann als eine allgemeine Lésung der Gl. (2.28) auch die
Funktion

(2.350) w=C, JO(Qein/Z) + Cyho Jl(Qein/z) +
+ C5 HY! )(Qe“‘/z) + Cq0 H(ll)(gein/Z)

eingeflihrt werden, deren reelle Form

2

Ve

2
(2.35d) w = B, Io(¢) — Boo 1,(0) — = A3 Ko(e) — - |44] @ K, (0)
T

ist. Die hier benutzten Integrationskonstanten By, B,, A5 und |A,| sind dieselben
reellen Grdssen (im betrachteten Problem Léangen, welche die ,,partiellen Platten-
durchbiegungen angeben) wie in der Lésung (2.35b) und Io(e), I;(e), Ko(e), K1(0)
bedeuten die modifizierten Besselschen Funktionen der Parameterwerte Null und
Eins, die von den in (2.35c) angewandten Zylinderfunktionen nach den folgenden
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Formeln abhidngen
(237)  Tofe) = Jo(ee™?) = Im Yo(oe™?),
L) = —iJ,(ee'™?) = ImJ,(e™?) = — Re Y,(ge'™?),

KO(Q)

Il

gHBn(gein/z) _ _ g I HY )(Qeiu/Z) - _ 7zf Re YO(Qeix/Z) .

[ i n im,
Ki(o) = = % Re HIee™) = T Im Y, (05"

Die numerischen Werte der in (2.35d) enthaltenen Zylinderfunktionen kénnen in [6]
oder unter Beniitzung der Formeln (2.37) auch in [5] gefunden werden.

2.7. Der Fall e < —1

In diesem Falle liefert die charakteristische Gleichung (1.4) zwei verschiedene reelle
negative Wurzeln

(2.38) A= —le| £ (e —1).
Unter Beniitzung der Bezeichnungen (2.21) fiir reelie positive Zahlen
(2.39) o = +Jle] + VE = 1], a = +[lg - (& = 1]

lasst sich die allgemeine Losung der Gl. (1.1) fiir ¢ < —1 nach den Beziehungen
(1.2), (2.38) und (2.39) in der Form

(2.403_) w=A, Jo(“;Qewz) + A4, Jo(’szein/Z) +
+ A3 Yo(10e™?) + Ay Yo(2208™7)
schreiben. Da wieder analog zu (2.36) die Beziehung
(2.41) Jo(o0e™?) = Im Y o(otp0¢™™?)
gilt, nimmt die Funktion (2.403.) die folgende reelle Gestalt an:
(2.40b) w = Ay Re Yo(x,06™2) + A, Re Yo(rz06™2) +
+ B, Im Yo(x,0e™?) + B, Im Y(a,0e'™?) .

Die Integrationskonstanten 4; und 4, in (2.40a) bedeuten also komplexe Grossen,
die Konstanten 45 und 4, in (2.40a) und (2.40b) reelle Gréssen und B, und B, sind
neue reelle Integrationskonstanten. Mit Riicksicht auf die mogliche Beniitzung der
Tabellen [5] zeigt sich die Form der Funktion (2.40b) fiir praktische Berechnungen
als vollig zweckmissig.
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Als allgemeine Losung der GI. (1.1) kann allerdings im betrachteten Falle auch die
Funktion

(2.40c¢) w = C; Jo(a,06™?)  + C, Jo(o0e™?) +
+ C3 HY(,0e™2) + C4 HY (or50¢™?)
gewihit werden, die nach Einflihrung der modifizierten Besselschen Funktionen

(2.42) Io(e) = Jo(opoe™?),

i7I in/2 T in in,
Ko(oe) = 5 H{ ) (o06™?) = — 5 Im H{ (o06'™?) = — 7:—; Re Y(oy06'™?)

mit denselben Integrationskonstanten wie in (2.40b) die folgende reelle Gestalt
annimmt:

(2.40d) w = By Ig(a;0) + B, Io(020) —
2 , 2
— - A ]\0(9‘10) - - A, Ko(“zQ) .
T T

Die numerischen Werte der in (2.40d) enthaltenen Zylinderfunktionen kann man
wieder aus [6] entnehmen.

3. ZUSAMMENFASSUNG

Es wird eine vollstindige Ubersicht der allgemeinen Losungen der in der Elasti-
zititstheorie vorkommenden Differentialgleichung (1.1) vierter Ordnung angegeben,
deren partikuldre Losung durch die Zylinderfunktion (1.2) nullten Parameterwertes mit
reellem, imaginirem oder komplexem Argument dargestellt wird. Fiir ein neues
Ergebnis halt der Verfasser die angefiihrten allgemeinen Losungen in den Sonder-
fallen ¢ = +1(Absatze 2.3 und 2.6), die unter gewissen physikalischen, geometrischen
und statischen Bedingungen entstehen kénnen. In praktischen Anwendungen ist die
Kenntnis der allgemeinen Losung fiir diese Sonderfalle offenbar unvermeidlich.

Im Absatze 2.3 ist im allgemeinen bewiesen, dass die andere unabhingige parti-
kuldre Losung der zweifachen Besselschen Differentialgleichung (2.19a) fiir den
Parameterwert v durch das Produkt der unabhingigen Verinderlichen und der Zylin-
derfunktion des Parameterwertes v + 1 oder v — 1 dargestellt wird.
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Souhrn

OBECNE RESENI JEDNE CYLINDRICKE DIFERENCIALN[ ROVNICE
CTVRTEHO RADU NULTEHO INDEXU

ViLapimir PANC

Je podan souhrnny piehled obecnych feSeni obycejné diferencialni rovnice ¢tvrtého
fadu (1.1), jejimZ partikularnim feSenim je cylindricka funkce nultého indexu (1.2)
s argumentem realnym, imaginarnim nebo komplexnim. UvaZovanou rovnici je
definovana fada zavaZnych osové soumérnych problémi teorie pruZnosti vysetfova-
nych ve valcovych soufadnicich [1, 2, 3].

Zviasté je uveden ptipad (odstavce 2.3 a 2.6), ktery maZe nastat pfi jistém poméru
fyzikalnich, geometrickych a statickych charakteristik zkoumaného problému, kdy
pfisludna rovnice charakteristické (1.4) ma jeden dvojnasobny kofen a do fundamen-
talniho systému feseni tak vstupuji dvakrat dvé stejné cylindrické funkce téhoz indexu
a s tymz argumentem. V odst. 2.3 je obecné dokazano, Ze dal$im nezavislym parti-
kularnim FeSenim dvojnasobné Besselovy diferencialni rovnice (2.19a) indexu v je
kromé cylindrické funkce téhoZ indexu souéin nezavisle proménné a cylindrické
funkce s tymZ argumentem a s indexem o jedni¢ku vy$§im nebo niZ§im. Uvedené
obecné feseni, jez je v praktickych aplikacich nezbytné nutno znat, nebylo v citované
literatufe [1, 6, 7, 8] nalezeno. ‘
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