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SVAZEK 17 (1972) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

NOTE SUR LE RANG D’UNE MATRICE

DoMINIK SZYNAL et JAN SZyNAL

(Regu le 7 septembre 1970)

La détermination du rang d’une matrice et, ce qui en est strictement solidaire,
la compatibilité d’'un systeme d’équations linéaires constituent les démarches pré-
liminaires fondamentales dans de nombreux problémes pratiques. Mais, comme on
a observé [3], il ne semble pas qu’il existe une méthode simple pour établir le rang
d’une matrice et, par conséquent la compatibilité d’un systeme d’équations linéaires.
Ce probléme, ainsi que celui du choix des lignes ou des colonnes linéairement indé-
pendantes, font partie de questions fondamentales, encore toujours non résolues (du
point de vue pratique) d’'une maniére satisfaisante.

Les considérations suivantes permettent non seulement d’établir le rang de la
matrice, donc aussi la compatibilité d’un systéme, a 'aide des des méthodes les plus
simples: de la racine carrée et des facteurs proportionnels, — mais encore de trouver
les lignes ou colonnes linéairement indépendantes, ce qui a une grande importance
dans la théorie de I'expérience [2].

Soient R et G, H les matrices obtenues par décomposition d’une matrice AA” en
facteurs élémentaires par la méthode de la racine carrée ou par celle des facteurs
proportinnels respectivment [1], c’est-a-dire AAT = R"R = GH. Evidenment, les ma-
trices RT et G sont des triangles inférieurs, tandis que la matrice H est un triangle
supérieur dont la diagonale est formée d’unités.

Théoréme. Le rang d’une matrice A est égal au nombre d’'éléments différents
de zéro de la diagonale de la matrice R ou G obtenues par la décomposition de
AAT en facteurs élementaires par la méthode modifiée de la racine carrée ou par
celle des facteurs proportionnels.

Démonstration. On sait que le rang d’une matrice A est égal au rang de la
matrice AAT. Dans le cas d’une matrice carrée de plein rang il exists une racine carrée
triangulaire pour AA” ou tous les éléments de la diagonale sont différents de zéro
([1], p- 220), ce qui démontre la conclusion. Pour une matrice quelconque, la méthode
classique de la racine carrée de la décomposition de AA" ne peut étre utilisée du
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moment ou apparaissent des éléments égaux a zéro dans la diagonale de la matrice R
(AAT = R"R). Une légére modiflcation de cette méthode permet cependant de dé-
composer AAT = R"R, ol la diagonale peut comporter des zéros.

Du théoréme fondamental de Banachiewicz il résulte que toute matrice se laisse
décomposer en produits de matrices élémentaires. Ceci concerne donc en particulier
la matrice symétrique AAT étudié ici. Supposons que seules les lignes i¢ et k¢ de la
matrice A soient linéairement dépendantes. Evidemment les mémes lignes sont
linéairement dépendantes dans la matrice AA”. Soient b; et b, des lignes de la matrice
AA'. 11 existe des constantes a,, o, telles que a,b; + a,b, = 0, &> + a? > 0. Donc
b, = )b, ou a,/a, = — 2. De plus en vertu de la symétrie de la matrice AA', une
dépendance de la méme forme a lieu entre les colonnes a indices correspondants
a ces lignes. La matrice AA se laisse noter comme suit:

AAT =Tby, ... bysoo. by by =0bsy oo by oo Abyy oo by |
o o o . 5;1 ...... o Abb
I.)’.d ...... b'k., ..... I;,,'k ..... I;k,, T zb ..... ,.151.)1.1 ..... ,1b
J.,'.d ...... e .l;".k ..... b.m _ia;. ...... b - )b ...... |

Nous cherchons une décomposition de AAT sous la forme

T_ 1 — ) -
AAT =Jr ;0 oo 0 Fi1 Fiz ovv Fii--n Tin
FiaFan O ool 0 0 ry Fai Fan

Fyi T2 Fii 0 0 0 0 Ty Tin

T P l0O 0 0 ........ -

La décomposition de la matrice AAT en facteurs élémentaires par la méthode de la
racine carrée ou par celle des facteurs proportionnels ne présente aucune difficulté
lorsque le calcul des éléments de la matrice R comporte les éléments d’une sous-
matrice de dimension (k — 1) x (k — 1). En vertu du théoréme de Banachiewicz
([1], p- 220) aucun zéro n’apparaitra aux (k — 1) premiéres places de la diagonale
de la-metrice R. Nous démontrerons maintenant que r = 0.

Remarquons d’abord que ry = Ary;, I = 1,2, ..., k — 1, ou plus précisément

Ary pour I =1,2,...,1
rlk:{
0 pour =i+ 1,i+2..,k—1.
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En effet, I’égalité
] -1

(7) rp = ;‘ [blk - Z_:lrmlrmk]

i

Il

est vérifiée pour [

1,2,..., k — 1, car pour ces valeurs I, r;; &= 0. En observant

que by = Abyi ¥1p = by,[\/byy, p = 1,2,..., n, nous obtenons ry, = Ar,; Mettant
cette valeur dans (7) et tenant compte de b, = Ab,;, on a r,, = Ar,,. Procédant ainsi

I=1,2,..., ifois, compte tenu de I’égalité
-1

(bli - Z rmz"mi)/ru = Fi,
m=1

nous avons ry, = Arj,our; + 0sib,; £0,1=1,2,..., 1.
Observons a présent que de

i+1

/12 Fait1Tmi = Abiyq i, by = Aby;,
m=1

résulte
1

— A [bi+1,i - Z_:lrm,iwklrmi] =0

Pivy,iv1

Fivip =

et de méme de

i+1 i

i
Z Fonyiv2Fme = Z Poiv 2Vme = )-Z it 2Vmi = M’Mz,i s
m=1 m=1 m=1

onar;y,; = 0. En procédant de cette maniére i + 1 < s < k — 1 fois nous obte-

nons rg = 0.

11 faut encore démontrer que ry, = 0. Les observations précédents et Iégalité

2 2 2 2 2
Pt e+ oo F o+ oo F st e = by,

donnent

(rdi + 15+ oo+ 18 + = by Aby+ T = by

. . 2 _
Mais by, = A°b;;, donc ry, = 0.
Observons ensuite que pour 7y, i, Fypsz2s --

. 'y les équations deviennent des

identirés, donc au lieu de 7> Fiok+ 25 -+ > Fxy IOUS pouvons admettre n’importe
quels nombres. Il n’est donc pas besoin de diviser par ry, ce qui, dans notre cas, ne

serait pas possible. En particulier, nous pouvons admettre 1y y. 1 = 4 442
= r,, = 0. Un tel choix simplifie considérablement les calcul ultérieurs.
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Pour achever la démonstration, il suffit de démontrer qu’aucun des autres €lé-
ments de la diagonale de la matrice R n’est égal & zéro. Comme les derniéres (n — k)
des colonnes ne dépendent pas des k prémiéres, un raisonnement analogue a celui
de ([I] p. 219) nous assure que d’autres éléments 0 ne feront pas appartion dans la
diagonale de la matrice R.

La démonstration a été faite dans le cas de deux lignes (ou colonnes) linéairement
dépendantes. La généralisation pour 2 < [ < n — 1) lignes linéairement dépendantes
ne présente pas de difficultés essentielles.

Le théoréme constitue une généralisation du théoréme de Banachiewicz ([ 1], p. 220)
portant sur ’existence d’une racine triangulaire. Evidemment, cette racine n’est pas
établie d’une fagon univoque. Du théoréme il résulte:

Corollaire 1. Les lignes (colonnes) linéairement indépendantes de la matrice A
ont les mémes indices que les lignes de la matrice RT qui comportent des éléments
différents de zéro dans la diagonale.

Corollaire 2. Le systéme d’équations AX = W est compatible seulement si le
nombre d’éléments différents de zéro dans R (R est la matrice obtenue par décom-
position de AAT par la méthode décrite dans la démonstration du théoréme) est
égal au nombre d’éléments différents de zéro de la matrice R, obtenue par décom-
position de la matrice (A, W) (A, W)".

Exemple. Déterminons le rang de la matrice

A= 1 2 10 —1 0 —1 0
| 0 10 —1 2 1 2
-1 -2 00 O 1 1 0
—1 0 10 1 =2 -1 =2
0O 0 12 1 I 0 0
1 2 00 O0-1-1 0
| 0-1-10 1 0 1 I
La méthode de la racine carrée donne /
AAT =7 8 2 -6 -2 0 6 —5]=

2 12 2 =12 2-2
-6 2 7-2 1-7 3
—2 -2 -2 12 -2 2-1
0 2 1 -2 7-1 0
6 —2-7 2-1 7-3
| -5 1 3-1 0-3 5
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=7 2,2 0 00 00 0j.
2 2
V2 \/-“3 00 000
2 2
:_‘_\/_2 72 /33 0 000
2 223 V23
—2 \/53~ 00 000
2 2
o 2 /22 By oo
23 23423 11
3V2 T2 B33y o000
2 2423 23
—5./2
=529 2 By 900
| 4 4\ 23 23
Tagz 232 V2 32 sy
2 2 2 2 4
0 /?} T2, 2 T2 % )2
V2 2\23 2 23 2423 4423
0o 0 33 02 /B _ B _ 38
23 23433 23 23
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 Z% 0 0
11
0 0 0 0 0 0 0
P 0 0 0 0 0 0 0|

Nous en tirons la conclusion que le rang de la matrice A est égal a 4, tandis que les
lignes linéairement indépendantes sont:

(1210-10-10), (1010 —-1212), (=1 =2000110),
(00121100).

On peut obtenir le méme résultat par la méthode des facteurs proportionnels, car

AAT=GH=] 8 0 000 00].]15 -5 —30 3 =57
2 2 00000 |01 5 —155 -5 %

-6 5 3300 00f[]0o0 1 07 -1 -1

-2-%2 00000f|00 O 10 0 O

0 2 07200/ ]00 0 01 0 O

6 -7 —-330000f|j00 0 00 1 O

-5 7 =20000l/00 0 00 0 1|
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Signalons enfin la possibilité d’appliquer les résultats présentés ici a de trés impor-
tants problémes de la théorie de ’expérience. L’un de ces problémes est la recherche
d’estimateurs linéaires et la vérification d’hypothéses concernant des paramétres
inconnus @, 0,,..., @, [2]. On sait que pour @, @, ..., O,, il existe un estimateur
linéaire unique non biaisé, & variance minimale, si et seulement si le rang de la
matrice AT est égal au rang de la matrice (A", b), ou a;;, by, b,, ..., b, sont des
constantes ([ 2], p. 2). Si cette égalité de ranges n’a pas lieu, estimateur linéaire aussi
bien que ['estimation @ = (é,, ...,é,,,) de parametres inconnus ne peuvent pas
étre établies d’une fagon univoque. Les formules pour ces grandeurs comme aussi
pour les tests concernant les hypothéses sur @, telles que @ = 0, b"@ = 0 compor-
tent des colonnes linéairement indépendantes de la matrice A. Le nombre de ces
colonnes et la méthode qui permet de les déterminer sont donnés par le théoréeme et
le corollaire 1.

Observons encore que le théoreme, donnant la facon de déterminer le rang d’une
matrice, pourra faciliter ’examen d’équations linéaires comportant des matrices
rectangulaires ou singuliéres par conséquent aussi celui des fonctions estimables,
étudiées dans [3] et [4].
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Souhrn
POZNAMKA O HODNOSTI MATICE

DomiNIK SZYNAL et JAN SZYNAL

Je ddna jeanoducha metoda vypoctu hodnoty matice a vybéru nezdvislych sloupcit
nebo fddek. Metody lze prakticky pouzit napf. v teorii experimenti.
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