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SVAZEK 17 (1972) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 1 

NOTE SUR LE RANG D'UNE MATRICE 

D O M I N I K S Z Y N A L et J A N SZYNAL 

(Recu le 7 septembre 1970) 

La déteimination du rang d'une matrice et, ce qui en est strictement solidaire, 
la compatibilité d'un système d'équations linéaires constituent les démarches pré
liminaires fondamentales dans de nombreux problèmes pratiques. Mais, comme on 
a observé [3], il ne semble pas qu'il existe une méthode simple pour établir le rang 
d'une matrice et, par conséquent la compatibilité d'un système d'équations linéaires. 
Ce problème, ainsi que celui du choix des lignes ou des colonnes linéairement indé
pendantes, font partie de questions fondamentales, encore toujours non résolues (du 
point de vue pratique) d'une manière satisfaisante. 

Les considérations suivantes permettent non seulement d'établir le rang de la 
matrice, donc aussi la compatibilité d'un système, à l'aide des des méthodes les plus 
simples: de la racine carrée et des facteurs proportionnels, — mais encore de trouver 
les lignes ou colonnes linéairement indépendantes, ce qui a une grande importance 
dans la théorie de l'expérience [2]. 

Soient R et G, H les matrices obtenues par décomposition d'une matrice AAT en 
facteurs élémentaires par la méthode de la racine carrée ou par celle des facteurs 
proportinnels respectivment [1], c'est-à-dire AAT = RTR = GH. Evidenment, les ma
trices R7 et G sont des triangles inférieurs, tandis que la matrice H est un triangle 
supérieur dont la diagonale est formée d'unités. 

Théorème. Le rang d'une matrice A est égal au nombre d'éléments différents 

de zéro de la diagonale de la matrice R ou G obtenues par la décomposition de 
AAT en facteurs élémentaires par la méthode modifiée de la racine carrée ou par 

celle des facteurs proportionnels. 

D é m o n s t r a t i o n . On sait que le rang d'une matrice A est égal au rang de la 
matrice AAT. Dans le cas d'une matrice carrée de plein rang il exists une racine carrée 
triangulaire pour AAT où tous les éléments de la diagonale sont différents de zéro 
([1], p. 220), ce qui démontre la conclusion. Pour une matrice quelconque, la méthode 
classique de la racine carrée de la décomposition de AAT ne peut être utilisée du 

33 



moment où apparaissent des éléments égaux à zéro dans la diagonale de la matrice R 
( 4 4 T = RTR). Une légère modification de cette méthode permet cependant de dé
composer AAT = RTR, où la diagonale peut comporter des zéros. 

Du théorème fondamental de Banachiewicz il résulte que toute matrice se laisse 
décomposer en produits de matrices élémentaires. Ceci concerne donc en particulier 
la matrice symétrique AAT étudié ici. Supposons que seules les lignes ie et ke de la 
matrice A soient linéairement dépendantes. Evidemment les mêmes lignes sont 
linéairement dépendantes dans la matrice AAT. Soient bt et bk des lignes de la matrice 
A A1'. Il existe des constantes a l5 a2 telles que a ^ . + a2bk = 0, a\ + a2 > 0. Donc 
bk = Xbi où aj/a2 = —X. De plus en vertu de la symétrie de la matrice AAT

9 une 
dépendance de la même forme a lieu entre les colonnes à indices correspondants 
à ces lignes. La matrice AAT se laisse noter comme suit: 

AAT = >n • • • bu . . . bík... bln 

bц • • • ь н . . . bik . . . bin 

bki • • • bki .. . bkk . . . bkn 

bnl . . . bяi . . . bnk ... bnn_ 

btl . • b u • .. Xbu • • • ь l n 

b n • . Ъu . .. Xbu . • • ь i n 

Xbn . . Xbu . .. Ă2bu . .. XЪІ 

Ъ„r • • ьni . • • Җi • • • ь„„ 

Nous cherchons une décomposition de AAT sous la forme 

AAT = >n 0 0 
ГÍ2 >22 0 0 

ru r2i ... rн 0 . . . 0 

ľín Г2n rm 

Г l l r12 • • • ríi • • • Г\n 

0 r22 ... Г2І . . . r2n 

0 0 ... rн ... rin 

0 0 0 rnn 

La décomposition de la matrice AAT en facteurs élémentaires par la méthode de la 
racine carrée ou par celle des facteurs proportionnels ne présente aucune difficulté 
lorsque le calcul des éléments de la matrice R comporte les éléments d'une sous-
matrice de dimension (k — 1) x (k — 1). En vertu du théorème de Banachiewicz 
([1], p. 220) aucun zéro n'apparaîtra aux (k — 1) premières places de la diagonale 
de la metrice R. Nous démontrerons maintenant que rkk = 0. 

Remarquons d'abord que rik = Xrn, l = 1, 2, .. . , k — 1, ou plus précisément 

ÀrH pour / = 1, 2, ..., i 

0 pour l = i + 1, i + 2, . . . , k — 1 
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En effet, l'égalité 

1 / _ 1 

(7) rik = — \plk - £ rmlrmk] 
r

Z / ™ = 1 

est vérifiée pour / = 1, 2, ..., k - 1, car pour ces valeurs l, rzz =j= 0. En observant 
que bzfc = Àbn, rlp = blpj-sJb11, p = \,2, ..., n, nous obtenons r]fc = ArH. Mettant 
cette valeur dans (7) et tenant compte de b/fc = Xbw on a r2fc = Xr2i. Procédant ainsi 
l = 1, 2, ..., i-fois, compte tenu de l'égalité 

/ - i 

(&/« - S rmirm)lrll = r / i -

nous avons rzfc = Xrw où rzi =# 0 si bzz =# 0, l = 1, 2, ..., i. 
Observons à présent que de 

І + 

•I 
m = l 

^ 2^ rm,i+lrmi — ^bi+ , i , bZfc — Ab z / , 

résulte 

et de même de 

i + i 

1 » 
%+l.fc = ^ L ^ Í + 1 , 1 ~ Z^ r m , i + i r m i J — 0 

r £ + l , i + l w , = 1 

2.v rm,i+2rmk ~ 2^ Tm,i+2rmk ~ ^ /L, rm,i+2rmi ~ ^ b / + 2 , i ? 
m= 1 m= 1 m= 1 

on a rz+2fc = 0. En procédant de cette manière i + 1 g s = k — 1 fois nous obte
nons rsk = 0. 

Il faut encore démontrer que rfcfc = 0. Les observations précédents et l'égalité 

rlk + r2k + ••• + rik + ••• + rk~l,k + rJtfc = ^ u » 

donnent 

^ 2 ( r i ; + r2. + ••• + 4 ) + 4 = 6 t t , ^bu + rfc
2
fc = bfcfc . 

Mais bfcfc = X2bw donc rfcfc = 0 . 

Observons ensuite que pour rkh + 1, rkk + 2, ..., rkn les équations deviennent des 
identirés, donc au lieu de rk,k + 1, rk,k+2, ..., rkn nous pouvons admettre n'importe 
quels nombres. Il n'est donc pas besoin de diviser par rkk ce qui, dans notre cas, ne 
serait pas possible. En particulier, nous pouvons admettre rkk+1 = rkk + 2 = ... = 
= rkn = 0. Un tel choix simplifie considérablement les calcul ultérieurs. 
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Pour achever la démonstration, il suffit de démontrer qu'aucun des autres élé
ments de la diagonale de la matrice R n'est égal à zéro. Comme les dernières {n — k) 
des colonnes ne dépendent pas des k premières, un raisonnement analogue à celui 
de ( [ l ] , p. 219) nous assure que d'autres éléments 0 ne feront pas appartion dans la 
diagonale de la matrice R. 

La démonstration a été faite dans le cas de deux lignes (ou colonnes) linéairement 
dépendantes. La généralisation pour 2 rg / ^ n — l) lignes linéairement dépendantes 
ne présente pas de difficultés essentielles. 

Le théorème constitue une généralisation du théorème de Banachiewicz ([1], p. 220) 
portant sur l'existence d'une racine triangulaire. Evidemment, cette racine n'est pas 
établie d'une façon univoque. Du théorème il résulte: 

Corollaire 1. Les lignes (colonnes) linéairement indépendantes de la matrice A 
ont les mêmes indices que les lignes de la matrice RT qui comportent des éléments 
différents de zéro dans la diagonale. 

Corollaire 2. Le système d'équations AX = W est compatible seulement si le 
nombre d'éléments différents de zéro dans R (R est la matrice obtenue par décom
position de AAT par la méthode décrite dans la démonstration du théorème) est 
égal au nombre d'éléments différents de zéro de la matrice Rw, obtenue par décom
position de la matrice (A, W) (A, W)T. 

Exemple . Déterminons le rang de la matrice 

1 2 1 0 - 1 0 - 1 0 
1 0 1 0 - 1 2 1 2 

- 1 - 2 0 0 0 1 1 0 
- 1 0 - 1 0 1 - 2 - 1 - 2 

0 0 1 2 1 1 0 0 
1 2 0 0 0 - 1 - 1 0 
0 - 1 - 1 0 1 0 1 1 

La méthode de la racine carrée donne 

AAT = 8 2 - 6 - 2 0 6 - 5 
2 12 2 - 1 2 2 - 2 1 

-6 2 7 - 2 1 - 7 3 
-2 - 1 2 - 2 12 - 2 2 - 1 
0 2 1 - 2 7 - 1 0 
6 - 2 - 7 2 - 1 7 - 3 

-5 1 3 - 1 0 - 3 5 
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Nous en tirons la conclusion que le rang de la matrice A est égal à 4, tandis que les 
lignes linéairement indépendantes sont: 

( 1 2 1 0 - 1 0 - 1 0 ) , ( 1 0 1 0 - 1 2 1 2 ) , ( - 1 - 2 0 0 0 1 1 0 ) , 

( 0 0 1 2 1 1 0 0 ) . 

On peut obtenir le même résultat par la méthode des facteurs proportionnels, car 

AAT GH = 0 
23 
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Signalons enfin la possibilité d'appliquer les résultats présentés ici à de très impor
tants problèmes de la théorie de l'expérience. L'un de ces problèmes est la recherche 
d'estimateurs linéaires et la vérification d'hypothèses concernant des paramètres 
inconnus 0{, 6>2,..., Om [2]. On sait que pour 0X, <92, . . . , 0m il existe un estimateur 
linéaire unique non biaisé, à variance minimale, si et seulement si le rang de la 
matrice AT est égal au rang de la matrice (-4T, b), où au, bl9 b2, ..., bm sont des 
constantes ([2], p. 2). Si cette égalité de ranges n'a pas lieu, l'estimateur linéaire aussi 
bien que l'estimation 0 = (0l,..., Sm) de paramètres inconnus ne peuvent pas 
être établies d'une façon univoque. Les formules pour ces grandeurs comme aussi 
pour les tests concernant les hypothèses sur 0, telles que 0 = 0, bT0 = 0 compor
tent des colonnes linéairement indépendantes de la matrice A. Le nombre de ces 
colonnes et la méthode qui permet de les déterminer sont donnés par le théorème et 
le corollaire 1. 

Observons encore que le théorème, donnant la façon de déterminer le rang d'une 
matrice, pourra faciliter l'examen d'équations linéaires comportant des matrices 
rectangulaires ou singulières par conséquent aussi celui des fonctions estimables, 
étudiées dans [3] et [4]. 
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S o u h r n 

POZNÁMKA O HODNOSTI MATICE 

DOMINIK SZYNAL et JAN SZYNAL 

Je dána jednoduchá metoda výpočtu hodnoty matice a výběru nezávislých sloupců 
nebo řádek. Metody lze prakticky použít např. v teorii experimentů. 

Adresses des auteurs: Dr. Dominik Szynal, Chaire de Statistique Mathématique, Universitě 
M. Curie-Sklodowska, Lublin, ul. Nowotki 8, Pologne; Mgr. Jan Szynal, Chaire de Fonctions 
Analytiques, Universitě M. Curie-Sklodowska, Lublin, ul. Nowotki 8, Pologne. 
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