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ROCNIK 17 (1972) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

DIE ABLEITUNGSFREIEN FEHLERABSCHATZUNGEN
VON INTERPOLATIONSFORMELN

Joser KOFRON

(Eingegangen am 21. Januar 1971)

In der Arbeit [1] wurde eine Formel, die zur ableitungsfreien Abschitzungen des
Quadraturformelrestgliedes dienen soll, abgeleitet und es wurde angedeutet, wie man
ahnliche Formeln fiir Interpolationsformeln konstruieren kann. Hier wird gezeigt,
wie man im ganz allgemeinen Falle die unendliche Reihe, die sich in der betreffenden
Formel befindet, summieren kann. Daraus werden fiir eine Reihe von Interpolations-
verfahren ableitungsfreie Abschatzungsformein abgeleitet.

Es sei die spezielle Interpolationsformel in {—a, a) (a € (0, 1)) der Form

0 1) = L 167) + R (1)

gegeben. Hierin #{”(x) sind die Polynome von x vom Grade n und x{" < x{%,,
k=0,1,...,n — 1sind die Knoten der Formel.

Bemerkung. Es sei die Interpolationsformel in {4, B)

e ) = 3 POO)UOE) + 7 s()
=0
gegeben (A4 < B sind endliche, reelle Zahlen, P{"(y) sind Polynome n-ten Grades

von y, W<y k=0,1,..,n —1, 3" e <{A,B), k =0, 1, ..., n.) Dann fithren
wir diese Formel durch die Substitution

o) =

2a B— A
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auf die Form (1) iiber:

) x=B—f—A(zy-(A+B)).

Satz 1. Es sei (1) die Interpolationsformel in welcher f(z) fiir |z| < 1 eine holo-
morphe Funktion ist.

Die Funktion f(z) sei fiir lz] = 1 stetig und nehme in dem Intervall {—a, a)
(a€(0, 1)) nur reelle Werte an. Dann gilt die folgende Ungleichheit fiir jedes
xe{—a,a):

(5) Ryos(N = 5 3 [Ress(9)P? f Q) ds .

an 0

Hier ist I' = &6(z; z = €', ¢ € €0, 2n)) und s ist die Bogenlinge des Kreises I
Der Beweis lauft ebenso wie die Beweise der analogischen Sitze fiir die Quadratur-
formeln — siehe [4], [5]. Sinngemiss ist auch a7, (a; x) zu definieren:

I o0
© | i) = - 5 R (P
27 k=0
Es sei w,, (x) das Polynom (n + 1)-ten Grades von x im Intervall {(—a, a), a€
e (0, 1):
(7 0 1(x) = (x = xP) (x = x) ... (x = xI"),

wo x"e(—a,a), i =0,1,..., ndie gegebenen verschiedenen Zahlen sind. Ru+1(f)
sei durch die Gleichheit (1) gegeben. Wenn wir

Dy 4 1(x)
(= 28) 0y ()

bezeichnen, (hier ist @), (x{") = (x{ — x§”) (x{” — x) ... (" — ) (" =

(®) 1 (x) =

= x{y) ... (x{” — x{")), erhalten wir dann der Gleichheit (6) nach:
X2+ (myn+ 1
9) 20}, (aix) = Ty - 2 z 10 & L )
- x

n))n+ 1

+,§: Zj: ‘"’(vc) t‘")( )("k~ e (").

Weiter werden wir voraussetzen, dass
(10) X" = —x{", fir i=0,1,..,n

ist.
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Satz 2. Es sei n ungerade (die Anzahl der Knoten x\" ist gerade), dann wenn (10)
erfiillt ist, ist mit Riicksicht auf (7)

62, (a: x 1 (1),%+1(x) 0n+l(x)
(11) wei(aix) = 7 (1 = ) x" 'y, 1 (1%)

’

wo Q,.(x) ein gerades Polynom von x des Grades n + 1 ist. Die Koeffizienten des
Polynoms Q,,H(x) berechnet man mit Hilfe des folgenden Systems linearer Glei-
chungen vom Grade 4(n + 3):

n+1) ) 1
Y 4o, (xM) = e fir =01, ., 4(n = 1)
Jj=0 wn+l(]/xi )
$n+1) 1
92j = -
T ()

wo Qn+l(x) = qn+1 + qn—lxz + + QOX’H—[

Beweis. Definieren wir ein Hilfspolynom M, , ;(x) vom Grade n + 3 von x:

(13) My oo(x) = (1 — x2)1‘[ < 76)

Das Polynom (13) hat ersichtlich die folgenden Wurzeln:

1

l, =1, —,i=0,1,...,n.
x(i")’

Es ist (der Strich beim Symbol ) , bzw. [ | bedeutet, dass das Glied mit dem zugeschrie-
benen Index auszulassen ist):

(14) M, 2 Ry 1 (x)[* =
_ x2(n+1) H —\+ 2x"t 1(] 2) Z t;(n)(x) (X,(("))" H;( X — _L +
x( k=0 i=0 x{m

1

-y £ ) ¢(m (e xy !
+ Myis(x) Y Y 60(x) 8 (X) ““(,,) (‘,;] = Paea(x) -
k=01=0 —

(Der Grad des Polynoms P ist ersichtlich 3n + 3.) Hier haben wir benutzt, dass

IT(x = 1/x") "
i=0 - <1’ H;‘ X — i
1 — xx(™ x™ izo x{M

ist.
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Es gilt nach (10)

09 TCEEATEL L.
X ——)= X< = ——
i=0< xﬁ”) iDO ( (x(i"))2>
und sinngemass

(16) Wi r(%) f(jjo”(xz — (x)2).

Mit Hilfe (15) und (16) ergibt sich leicht, dass

1\ 0,400/, 1
(17) Wy, 4 g <;> = T '1:—[0 xX° - (x(‘")—)z

und folglich

(18) Myos(x) = (1 — x2) x™ 1o, 4, <l_> 1

X/ Wy 1(0) .

Aus dem Ausdruck fiir 2no?, (a; x) ist es sogleich zu sehen, dass x{” (i =
=0, 1, ..., n) doppelte Wurzeln des Ausdrucks 2no;,, (a; x) sind. Hieraus und aus
(17) folgt, dass

wn+l(0) w:+1(x)én+l(x)

(19) orerlaix) = = (1 = x*) x" o (1x)

ist. Hier ist

0,:1(X) = Gpyy + Gox + ..o + Gy x" + Gox"t'.

Um die Koeffizienten go» g1 - --» Gn+1 des Polynoms @, ;(x) zu bestimmen, brauchen
wir (n + 2) unabhiingige Bedingungen. Diese berechnen wir aus der Gleichheit

(20) 0o () = P,

welche aus (19) sogleich folgt.
Fir k = 0,1,..., 4(n — 1) ist

" 1Y _ 1\l /7, 1
(21) il-:[()k (x—@ = x+x,(‘n) il=_lok X —(x(i"))z :

Fiir k = 3(n + 1), 4(n + 3), ..., n ist ersichtlich:

" 1 _ 1 %(n—}) 5 1
) Ti(x ) = (= ) T (7~ )
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Weiter haben wir nach (16)

Hn—1)

(23) I (= - ()

f‘") X) =
A

Hieraus folgt schrittweise

4 M) 4= 1)
(24) 1(x) = (x ) [Te (x> = (x{")?) fir k=0,1,...4n—1),
i=0

n+1( (";

" (’x _ X(")k) i(n=1)
(25) 7(x) = " [To-e (* = (7)) fidr 4(n + 1), 4(n + 3),

CU;.H(_YL")A) i=0

Hier ist fiir k = 0, 1,..., 4(n — 1):

fn—1)

(20 ohe () = 2 T ()7 = ()

und soeben fiir k = 4(n + 1), 4(n + 3), ..., n

A(n— li

(27) "+1(A(n)) - _2XLn)A - " k((x(n) . (n))Z) .

Wenn es jetzt x = 1/x$", j =0,1,..., }(n — 1) ist, finden wir

und endlich erhalten wir

— 1 2
(29 0, ( > = —
) +1 x(jn) n+l(0 (n))n+1 (0n+!(]/x(j"))

Weiter ist
1

(30) Q1) T 0,0 @, (1)

Wir beweisen jetzt die Gleichheit §,, (—x) = 0,4 (x). Zu diesem Zweck driicken
wir das Glied mit dem Index j in der Reihe fiir 2na,, ,(a; x) aus:

F(n—1)

(1) (5 =TT (2 = ().
L RO e 5]

K=o (v = ") o (x7)  k=iaen (x — xM) O 1 (x4")
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Das zweite Glied in der eckigen Klammer ist

3(n—1) ( x(n))j

=0 (x + x{”) w44 (x ‘,”’Y

Fiir den ganzen Ausdruck in den Klammern in (31) haben wir

(32 mil) (XY (x + xP) — (—x) (x — x™)
K=o @41 (x") (X - (x")%)
Der Zihler in (32) ist
(33) (Y x + (PP = (=1 (x) x 4+ (= 1) (x)

Es sei jetzt j gerade. (33) ist dann gleich 2(x{”)’* ! und folglich haben wir fiir (32)

3(n—1) ( (n))f+l

25w ) = )

und fiir (31) ist
1(n—1) $(n—1) (Y(n))j—}-l

(34) x/ -2 il:[O (= (")) ¥ )

k=0 wy(xy”) (x* — (xL"))T) '

Wenn j anderenteils ungerade ist, ist (33) gleich 2x(x{”)’** und (32) nimmt die Form

tn—1) ( '("))j+l
2x
hzo (M) (x* = (x17)%)

an.
Jetzt haben wir fiir (31)

A(n—1) (\,(n) j+1

— 2x x xim)2 .
(35) X 2 H ( ( )) Z:O w"+1( (n))(_)‘ (x;(n))Z)

Es ist sogleich zu sehen, dass (34) eine gerade und (35) eine ungerade Funktion von x
ist. Nachdem jedes Glied in der Reihe fiir 2n03+1(a; x) in der zweiten Potenz vor-
kommt, ist die Summe dieser Reihe eine gerade Funktion von x. Hieraus folgt, dass
P3,+3(x) auch eine gerade Funktion von x ist. Nach (20) ist Q,, ,(x) dann auch ein
gerades Polynom. Es ist also hinreichend nur die Koeffizienten Gg, §y» -+, Gu—1> Gn+1
(die 4(n + 3) Unbekannten) zu berechnen. Diese bestimmen wir aus den Identititen
(29) (3(n + 1) Bedingungen) und aus der Identitit (30). Nach (19) ist es moglich in
jeder von den Bedingungen (29) und (30) die Multiplikative Konstante 4(w, (0))
abspalten.

Das Gleichungssystem ist dann von der Form (12), wobei g; = 2/(w,  {(0)) g, ist.
Damit ist der Satz bewiesen.
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Satz 3. Es sei n ungerade (die Anzahl der Knoten ist gerade) und sei (10) erfiillt.
Es gilt dann mit Riicksicht auf (7):

) 2
(64) U;+I(a;x) = 'nwa(«\‘)-

4(n—1) (n)
R R -
=0 (1 = (X)) ((x) x* = 1) 0y, (1/x") 0y (x7) 401 = x) 0p 4 4(1)
Beweis. Schreiben wir nach dem Satz 2 das im Ausdruck (11) auftretende Poly-
nom @, (x) folgendermassen

n—1 n+1

Qn+l(x) = n+1 + q"—lxz + ..+ qa>X + qOX

Nach (12) ist
1 1
36 xXPrt o (=) = ——— fir i=0,1,...%n -1
69 e () = o i A
1

Qn+ l(l) = 'é”a;""’(Tj .

op) (7 )
el X
: T

")
Wenn wir x = (x{)7" (j =0,1,...,3(n — 1)) mit x = 1 einsetzen, kénnen wir
nach (36) verifizieren, dass die Gleichheit

Konstruieren wir das Polynom

0, x) = (x° —1)(

:%(",” Q.5 x) 2 1
Qn+1(~ ) i;o X(in)(xz /( (n))Z) Qn+3( / (in)) ( (n))n+1 ( / ('l))
Qn+3(x) !

T = 1) Qa(1) oy (1)

gilt, denn fiir j = 0, 1, ..., 3(n — 1) ist schrittweise

lim Qn+3(x) — (") Qn+ 3(( (")) )
x> (xj(m)-1 XZ - (X(»"))_z 2 ’

]11’1’1 Qn+3( ) — n+3(])

x—1 x2 — 1 2

Ersichtlich ist 2,+3(x) = 1/m,,(0) (x* — 1) co,,H(l/x) x"*1, folglich

n+3(x) n+l(0)

.{(n F ) — ) ons (‘\) - 2, (%) C I — 1) (%)}
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Hieraus

I (n) 2 ,..\. (n)
Q,’,”(-—»-) _ (A7) = Deopa(d”) 0,1, ... 3n—1)

X(i") W, 1(0) (X(i"))"+l
und Q,,5(1) = 2w, ,(1)/w,, (0). Der Beweis kann nun leicht beendet werden.

Satz 4. Die Anzahl n der Glieder in (1) sei gerader (die Anzahl der Knoten ist
ungerade). Wenn (10) erfiillt ist, ist mit Riicksicht auf (7)

(7 o) = @) 0

m (1 = x?)x"* @, (1)x)

by
wo Q,(x) ein gerades Polynom von x vom Grade n ist. Die Koeffizienten q; berechnet
man als die Losung des folgenden Gleichungssystems des Grades tn + 1:

38 3 MY = ir i=0,1,...,4n — 1
(38) jgofh;( ) o (1) fiir in
|

in
Z qz; = BN
ji=o

2wn+l(1)
wo Qn(x) = qn + qn—sz + + QO-\'"-

Der Beweis ist analogisch wie im Falle fiir ungerade n. Definieren wir das Hilfspo-
lynom N, . ,(x) von x des Grades n + 2:

(39) Naesl) = (1 = )T (x_}";)

Hierin bedeutet die Bezeichnung +, dass das Glied fiir i = }n abgespaltet ist, nach-

dem \"') = 0 ist. Die Wurzeln dieses Polynoms sind ersichtlich 1, —1, 1/x{", i =
=0, J, ..., n, i #+ n. Esist
(40) ‘,Vn+2(x) Z 1Rn+ l(xj)l2 =

j=o0

LY oot (14 )Y 00) GO T (v - =) ¢
xf.") k=0 i=0 x(m

n
— 2@+ D H+ (x _
i=0

n) (n))n+ 1

,,+2(x)i Z () 117(x )(xk_ P = Sy,42(x) .

(Der Grad des Polynoms Sans2(x) ist offenbar 3n + 2.) Hierin haben wir benutzt,
dass

i=o +7
- = k
(n) X;(") i=0

G- ‘ ,>.

(n)

l—‘c‘c X
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Es gilt, dass

W () = 00 o)

ist. Anderseits haben wir
(42) W, (x) = x ] (x* = (xi")?),
folglich

1 in—1
(43) ouns (B = L I 6
X X i=0 \X

und hieraus

(44) Nyo) = (1 = %) 5" x4,
(- ])%n il;lo (x(in))Z <X>

Weiter ist aber nach (42)
in—1 !
(45) w,41(0) = (=1 [T (x")?
i=0
und (44) gibt

(46) Nyoo(x) = (1 = ) ¥ oo, <1> 1

x/ wy,1(0) .

Analogisch haben wir wie im Fall fiir ungerade n

@,+1(0) ] ®y11(x) 0u(x)
2 (1= x3)x"* o, ,(1)x)]

(47) opii(a; x) =

WO 0,(x) = Gy + GuoyX + oo + G171+ gox".
Um die (n + 1) Koeffizienten go, 4y, .- G, des Polynoms Q,(x) zu bestimmen,
brauchen wir (n + 1) unabhingigen Bedingungen, welche wir nach der Formel

4 —n x) = S3n+2(x)
(48) 0 =

bestimmen konnen ((48) folgt gleich aus (47)).

Berechnen wir vor allem einige Hilfsformeln. Fiir k = 0, 1, ..., in — 1 ist

(49) T x—l' = x—l-—L T (2 !
o) 02~ )

Fior k = in + 1, 4n + 2, ..., n ist analogisch

@ e )= fom ) (e
=0 x{m xm )Rk X mi;"))z ’
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Es ist weiter nach (42)
x H (x* = (x)?)

(x = x) wpy i (x )

(51) 1(x) =

was schrittweise

(n)y 4n—1
) e —xEERVT - ) k=0t
n+1
(n) (x - "f.n)k) }"_/l 2 (M\2) o
(53) #(x) =x = (Cam, [Tk (52 = (x")%) fiir k =4n + 1, In + 2, .., n
n+l — X, i=0

ergibt.
In diesen Formeln ist fir k =0, 1, ..., 4n — 1
(54) n+l(xkn)) — 2( (n) l—[k ((‘(_(n))z (x?,))z)

und firk=in+1,4n+2,...,n

tn—1

(55) n+1(x(n)) — 2(x(n) )2 I’I" . ((x(n) )2 _ ( (")

Wenn jetzt x = (x{”)~",j = 0, 1,..., 4n — 1 ist, haben wir

S (1) 2 *"‘((m)z >
3nt2 |\ Ty ) T T2tz "
) T ()
und schliesslich

/1 2
56 =
9 & (—ﬂ-"’) @541(0) (") @y (1))

firf=0,1,...,in — 1.
Weiter ist leicht

(57) 0.(1) =

abzuleiten.
Beweisen wir nun, dass 0,(—x) = Q,(x) ist. Zu diesem Zweck driicken wir wieder

das Glied mit dem Index j in der Reihe fiir 270, ,(a; x) aus:

1
(D;,:+1(0) - Wy 1(1)

— x%n 1 x? — (xm) 5 (Xm)j
(59 |
+ Z" ( (”))j (n) ]

k=fm+1 (x — x”) wpy (x4
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Das zweite Glied in der eckigen Klammer ist

in—1 (_x(‘n))j ”

S0 (x 4+ X)) 44 (x\")

gleich und fir den ganzen Ausdruck in den Klammern ist:

(59) 3zl 1 () (x + x) + (=xP) (x = x)
Eo ol () (¥~ ()

Der Zahler in (59) ist
(60) (Y x4 (P (=1 (") x = (= 1) (x)
Es sei nun j gerade. (60) ist dann gleich 2(x{”)’ x und wir haben fiir (59)

gn-1 (m)j
- 1 (xi

o () (2 - ()

und fir (58) ist
x;‘n) J
@41 (67) (x* = (x")?)

Wenn j ungerade ist, ist (60) gleich 2(x{”)’* " und wir haben fiir (59)

In—1 tn—1 (

(61) ¥ =2 [ = () T

in—1 1 (x;‘n))j+1

(©2) L& ) - )

und (58) ist dann

in—1 (x;‘n))j+1

in—1
xI — 2x iIJo (x2 _ (x(,n))z) Y ™) (x* — (x()?)

k=0 wr/:+1(xk
gleich. Sy, ,(x) ist die gerade Funktion von x und folglich ist auch Q,(x) ein gerades
Polynom. Hieraus folgt, dass es die Koeffizienten Go, Gz «--» Gu—2> Gn (Was 3n + 1
Unbekannten ist) zu bestimmen geniigt. Den Beweis beenden wir wie im Satz 2.

Satz 5. Es sei n gerade (die Anzahl der Knoten ist ungerade) und es sei (10)
erfiillt. Dann gilt mit Riicksicht auf (7):

2 in—1
ﬁﬂww=;¢ﬂw{z

X(~")
; +
Bo (7 = 1) (1) 0 (7)1 = (7))

1
* 4(1 —x2) wfﬂ(l)} '
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Beweis. Das Polynom Q,(x), das in der Formel (37) auftritt, schreiben wir fol-

gendermassen
0ux) = gy + Gu2X® + o+ X" gox".

Nach (38) gilt

1 I
P O e I — fiir i=0,1,....3n — 1
( ) ¢ <X‘i")> \(")U)n+l / (n)) » )

1
() 2w, 4(1)
Konstruieren wir das Polynom
2y o(x) = (% — 1) (22 = 1)) o (6 = 1f(x,)

Nach (65) konnen wir schreiben
b1 Q. .(x).2
Qn(x) = Z Vﬁirrryi 2 {(n)\2 ’ +2( )(n) (n)\n+1 (7‘!’)7
=0 X = () Q4o (1X) () (1]xE7)
Qn+2(x)7 .
(2 = 1) a(1) 0r(1)

Diese Gleichheit kdnnen wir verifizieren, wenn wir dorthin x = 1/x] M(i=01,..

s — l) und x = [ einsetzen, aber auch die Gleichheiten
fim ,.,.,Jw(h) _ 0y L(1x)
X (x0m) _\ . (xfn)) 2 2
lim Q”“ (x) _ 2a(x)
x—1 \ — 1 2
berticksichtigen.
Es gilt

X" (x2 —l w,,ﬂ(l/‘c)

0)7H 1(0)
1 n+1 I
(n+ D)X = Dy [~) + X" 2x0,4 [~ —
X X

n—1/_2
- X ('\ n+l ( }
hieraus ist

(2 __ 4 (n)
Q,’,+2<JM> (O = Do) gy gy

X @41 (0) (x7) 2

und @, ,(1) = 2w, ,(1)/w), (0) und den Beweis beendet man nun schon leicht.

Quialy) =

und folglich auch

, |
Qriax) = =

Dy 4y (O)

—

2 |-
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Jetzt sollen zwei Beispiele angefiihrt werden. Als Knoten withlen wir die Wurzeln
des Tschebyscheffschen Polynoms in {—1, 1)

Es gilt
T, 1(x) = cos [(n + 1) arccos x] .

Die Uberfiihrung auf das Intervall { —a, a). a € (0. 1) gibt
X =an”, k=01,...n.

Die Interpolationsformel lautet dann nach [3]

) = (_Fl) T, 11(x/a) a? — (x")) F(xm . )
10 =3 P)ACE) + Re(F)

ntl

Setzen wir T, (x) = Y 1,x' ein. Da
=0

(66) O, 44(x) = H(\ - av{'”)

ist, haben wir

n+1

Oy 1(x) =Y ta" I
=0

Fiir die voranstehende Formel fithren wir folgende zwei Beispiele an.

1) Man soll die Funktion f(x) = x*¢*" in dem Intervall {1, 1> (a = 1) fiirn = 3
interpolieren. Der allgemeine Ausdruck fiir die Fehlerabschiatzung lautet

Mn+[
+ l)

IR"+1(f i = ( . I n+1(x)[ s

wo M, = sup |f"*D(x)|ist und w,,,(x) ist durch (66) gegeben. Der allgemeine

xe{ —a.a)

Ausdruck fiir die g-Abschitzung ist durch die Ungleichung

[Rusa(F)] £ 0n4(a; %) /(2m) Max |1(2)]
gegeben.

Fir unser Beispiel ist

Ms _ 93377,
41
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weiter ]w4(x)| = \(xz — 0,25) x* + 0,0078125) und endlich
Max /()] = e

Am Schluss geben wir die Tabelle der Fehlerabschatzungen in irgendwelchen Knoten
des Intervalls €0, ) an:

X Klass. Abschidtzung o-Abschitzung
0,00 0,0730 0,0220
0,05 0,0672 0,0203
0,10 0,0506 0,0154
0,15 0,0252 0,0077
0,20 0,0055 0,0017
0,25 0,0365 0,0115
0,30 0,0616 0,0199
0,35 0,0729 0,0242
0,40 0,0616 0,0210
0,45 0,0169 0,0060
0,50 0,0730 0,0270

Es ist sogleich zu sehen, dass die klassische Abschiatzungen etwa dreimal grésser
als die o-Abschitzungen sind.
2) Die Funktion x”e** soll in dem Intervall ( —1, 1> fiir n = 5 interpoliert werden.
Es ist dann
M _ 71,0396,
we(x) = ((x* — 0,375) x* + 0,03515625) x* — 0,00048828
Max |f(z)] = €*.

lzl=1

Die Tabelle fir die Vergleichung der klassischen und o-Abschiatzungen ist die
folgende:

X Klass. Abschitzung o-Abschitzung
0,00 0,0347 0,0039
0,05 0,0286 0,0032
0,10 0,0123 0,0014
0,15 0,0088 0,0010
0,20 0,0271 0,0031
0,25 0,0347 0,0041
0,30 0,0261 0,0032
0,35 0,0021 0,0003
0,40 0,0261 0,0034
0,45 0,0314 0,0042
0,50 0,0347 0,0049

Wieder sind die o-Abschédtzungen besser und zwar etwa zehnmal.
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Souhrn

ODHADY CHYB INTERPOLACNICH FORMULI
NEOBSAHUJICI DERIVACE

Joser KOFRON

Prace se zabyva interpoladnim vzorcem v { —a, a), a € (0, 1):

n

(1) F() = X420 () = Rowa(1)

kde #{”(x) jsou polynomy v x stupné n, f(z) je takova redlna funkce na intervalu
{—a, a), ze funkce f(z) komplexni prom&nné z, kde |z| < 1, je pro |z| < I holomorf-
ni a pro |z| = 1 spojitd. Za téchto predpokladi se odhaduje chyba R, (f) ve tvaru
nerovnosti

(“) IRn+l(f)l é Jn+l(a; ‘C) ||/i| ’

kde

(1) nii(asx) = L i IRnH(xk)lz ’
27 k=0

(v) ] = f I s,

kde s je oblouk kruznice I' = &(z; |z| = 1). (Viz [1].)

V praci je odvozen konedny vzorec pro vypodet funkee o, (a; x): Zavedeme-li
oznaceni

@n1(x) = [T(x = "),

i=0
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plati pro n liché

2
Tnr1(as x) = ;“’fn(x)'

%("2_:1) x(in) 1
{ =0 ()% = 1) 0,45 (1x(") w701 (x7) (1 = (x{")7) v 41 — x%) wfﬂ(l)}

a pro n sudé obdobné

2
oayi(a;x) = ; ol (x).

dn—1 x(n) 1
. : + :
{20 (") % = 1) @ (1x7) 0, (x7) (1 = (7)) 4(1 = x?) wfu(l)}
VyloZena teorie je doplnéna konkrétnimi priklady pro pfipad CebySevskych uzli.

Anschrift des Verfassers: Dr. Josef Kofror, CSc., Matematicko-fysikalni fakulta KU, Malo-
stranské nam. 25, Praha 1.
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