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SVAZEK 17 (1972) APLIKACE MATEMATIKY &ISLO 4

UBER DIE EXISTENZ EINER EINDEUTIGEN LOSUNG
BEI EINER KLASSE NICHTLINEARER GLEICHUNGSSYSTEME
UND DEREN BERECHNUNG MIT ITERATIONSVERFAHREN

GOTZ ALEFELD

(Eingegangen am 30. April 1971)

EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit Aussagen iiber die Existenz einer
eindeutigen Lésung bei einer Klasse nichtlinearer Gleichungssysteme und mit ver-
schiedenen Verfahren zur Berechnung dieser. In Abschnitt 2 wird fiir ein geeignet
definiertes Relaxationsverfahren in Gesamt- bzw. Einzelschritten die Konvergenz
gegen die eindeutige Losung bewiesen. In Abschnitt 3 werden Verallgemeinerungen
dieser Relaxationsverfahren angegeben, bei welchen die Losung fortwahrend einge-
schloBen werden kann. Diese Verfahren kénnen so modifiziert werden, daf3 die ein-
schlieBenden Folgen monoton gegen die Losung konvergieren (Abschnitt 4). Es
wird gezeigt, daB3 diese Verfahren unter den in Abschnitt 2 fiir die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung angegebenen Bedingungen definiert sind und gegen die
Losung konvergieren. In Abschnitt 5 werden die in den Abschnitten 3 und 4 angege-
benen Verfahren beziiglich ihrer Konvergenzgeschwindigkeit verglichen und das
optimale Verfahren angegeben. Abschnitt 6 enthdlt hinreichende Kriterien fiir die
Existenz genau einer Losung und die Abschnitte 7 und 8 einige Mdglichkeiten zur
Berechnung dieser unter Verwendung der Ableitung, ohne jedoch die beim Newton-
Verfahren entstehenden linearen Gleichungssysteme vollstindig aufzuldsen. Im
Abschnitt 9 werden diese Verfahren so modifiziert, daB man monoton gegen die
Losung konvergierende Folgen erhilt. SchlieBlich enthdlt Abschnitt 10 Aussagen
iiber die Losung einschlieBende und monoton iiberlinear konvergente Verfahren.
Der letzte Abschnitt enthilt numerische Beispiele. Es wird gezeigt, daB die in den
Abschnitten 9 und 10 angegebenen Verfahren vorteilhaft zur Berechnung der Losung
der durch Diskretisierung einer Klasse von Randwertaufgaben entstehenden nicht-
linearen Gleichungssysteme verwendet werden kénnen.
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1. BEZEICHNUNGEN UND HILFSMITTEL

Mit x = (x;), ¥y = (y;), ... bezeichnen wir reelle n-dimensionale Vektoren: x, y, ... €
e V,(R), entsprechend mit X = (x;;), Y = (y;;) reelle n x n-Matrizen: X,Y,...€
e M,(R). Unter I(R) verstehen wir die Menge der reellen abgeschlossenen und
beschriinkten Intervalle X = [x,, x,], Y = [y;, y,], ..., und unter V,(I(R)) die Menge
der Vektoren x = (X,), y = (Y;), ... mit X, Y;, ... e I(R). Entsprechend bezeichnet
M,(I(R)) die Menge der Matrizen X = (X;;), Y = (Y};), ... mit X;;, ¥;; € I(R). In I(R)
sind vier Verkniipfungen definiert, welche sich auf die Verkniipfung der Intervall-
schranken zuriickfiihren lassen. Verkniipfungen in M,(I(R)) sind wie iiblich definiert.

In I(R) wir durch
‘I(X’ Y) {= max (lxl - yll? |x2 - ,V2|)

eine Metrik definiert. (I(R), g) ist vollstindig.
|X| := q(X,0) bzw. d(X):=x, — x,

heiBt Betrag bzw. Durchmesser des Intervalles X. Es wird Gebrauch von folgenden
Rechenregeln gemacht:

q(A+ C,B + C) = ¢4(4, B) ; xeR=d(x)=0;

q(4B, AC) < |4] q(B, C) ; d(A + B) = d(A) + d(B);

q(A + B, C + D) < q(4, C) + q(B, D); d(AB) < |A| d(B) + |B| d(4) ;
d(4) = |4 - 4];

m(X) := }(x, + x,) heiBt Mittelpunkt des Intervalles X.
Mit Hilfe von d, m und |.| definiert man

d(x) := (d(X)), m(x):=(m(X)), [|x|:=(|x{) fir xeV,(I(R))
bzw.
d(X):= (d(Xy)), m(X):=(m(X;)), |X[:=(X;,]) fir XeM,(I(R)).

Eine Abbildung
f:DcV(R)->V(R), f=(f(x),

heiBt diagonal wenn fi(x) = f{(x,), i = 1(1) n, gilt,
Wir setzen stets voraus, daB V,(R) durch

X§)’°xi§,\’i, l=1(1)n’
halbgeordnet ist.
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Eine Abbildung
f:D cV(R) >V, (R), f=(fi(x)

heiBt isoton in D, < D, wenn aus X, y € Dy, x < y, die Beziehung f(x) < f(y) folgt.
Ist x e V,(I(R)) und f : D = V,(R) — V,(R) stetig und x = D, so bezeichnen wir mit
f(x) € V,(I(R)) einen Intervallvektor, fiir den gilt

{f(x) | xe x} < f(x).

Im folgenden wird vorausgesetzt, daB alle auftretenden Abbildungen der Teil-
mengeneigenschaft geniigen:

x c y=f(x) = f(y),

und daB mit lim x™ = x die Beziehung lim d(f(x,,)) = o gilt (Stetigkeit der intervall-
miBigen Auswertung).

Die meisten der in dieser Arbeit verwendeten Hilfsmittel der Intervallrechnung
findet man in [1].

Mit g(A) bezeichnen wir den Spektralradius einer Matrix A € M,(R).

A = D — B (D Diagonalmatrix) heiit M-Matrix, wenn a;; < 0 fiir i + j und
A~ > O gilt. Fiir eine M-Matrix A gilt o(D~'B) < 1. (Siche etwa [4].)

Zum Beweis von einigen unten angegebenen Sitzen zitieren wir die folgenden
Aussagen:

[\t

Satz 1. Sei A = D — B, B = L + R (D Diagonalmatrix, L bzw. R strenge untere
bzw. obere Dreiecksmatrix), D nicht singulér. Ist o(|D ™" B|) < 1, so gilt

o(E- oD ') {|l —w|E+wD 'R} <1 fir
0<w<2(1+eD7B)).

(Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Satz 1 in [2], wenn man dort A := E —
— D! B setzt.)

Satz 2. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 gilt
ol —w|E+ oD 'B)) <1 fir 0<w<2/1+¢D"B]).
Beweis. Die Matrix P = (E — o|D™' L|)"* {|1 — 0| E + o|D~' R|} kann auf-
gefaBt werden als die zur Matrix Q = |1 — | E + o|D™" B| gehoreige Einzel-
schrittmatrix. Nach einem Satz von Stein und Rosenberg (siche [4], Seite 68) und

einer Verallgemeinerung davon (siche [2]) folgt aus o(P) < 1 die Beziehung ¢(Q) < 1.
Aus Satz 1 folgt daher die Behauptung .
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2. RELAXATION IN GESAMT- UND EINZELSCHRITTEN

Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem

f(x) = o
mit f(x) = (filxy, ..., x,))-

Dann heiB3t die Iterationsvorschrift

x©eV,(R);
Lose
Fix®, o x® L x, 0 L LxP) =0, i=1(1)n, k=0,1,2,....
Setze
XD = X0 +o(x; - x®P), i=11)n, k=0,1,2,..., (0 >0).

Relaxationsverfahren in Gesamtschritten (RG).
Entsprechend heil3t das Verfahren

x®eV,(R);
Lose
Fx@ 1y oo X x x4, xP) =0, i=1(1)n, k=0,1,2,....
Setze

D = %P 4 oo(x; = xP), i=11)n, k=0,1,2,..., (0>0).

Relaxationsverfahren in Einzelschritten (RE).

Im folgenden Satz wird fiir eine Klasse von Systemen f(x) = o die Existenz einer
eindeutigen Losung und die globale Konvergenz der Verfahren (RG) und (RE)
gezeigt.

Satz 3. (Globale Konvergenzaussage fiir die Verfahren (RG) und (RE)). Sei Ae
€ M,(R) und A = D — L — R mit einer nichtsinguliren Diagonalmatrix D 2 O,
einer strengen unteren Dreiecksmatrix L und einer strengen oberen Dreiecksmatrix
R,B =L+ R Esseio|D™'B|) <1 und b:V,(R)— V,(R) eine stetige, diagonale
und isotone Abbildung mit b(x) = (b{(x;)). Dann sind die Verfahren (RG) und (RE)
fiir beliebiges X\ e V,(R) definiert und fiir 0 < w < 2[(1 + o(|D~'B|)) konvergent
gegen die eindeutige Lésung von f(x) = Ax + b(x) = o.

Beweis. (a) Das Verfahren (RG) nimmt unter den Voraussetzungen dieses Satzes
die folgende Gestalt an:

x@eV,(R); -
Lose . ‘
apx; + bix) + Y axP =0, i=11)n, k=0,1,2,....
=1 o

Jj*i
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Setze
XD = %P 4 o(x; — x®), i=11)n, k=0,1,2,....

Wir setzen
r{t) =aut +b(t), i=11n, teR.

Wegen a;; > 0 und der Isotonie von b; ist die Abbildung r; : R — R bijektiv. Damit
ist die Folge x® definiert, insbesondere ist die Abbildung D + b : V,(R) — V,(R)
mit (D + b) (x) := Dx + b(x) invertierbar fiir alle x € V,(R). Wir setzen

g:V,(R) - V,(R) mit g(x) = (1 — w)x + (D + b)~! (BX).

Aus der Stetigkeit der b{(r) und der strengen Isotonie von r(t) folgt die Stetigkeit
von (D + b)™! und damit die Stetigkeit von g.

x* ist Fixpunkt von g genau dann, wenn f(x) = o gilt. AuBerdem gilt fiir die
Iterierten x* von (RG)

XD = (1 — w) x® + (D + b)~*' (Bx®).

Wir zeigen, daB g kontrahierend ist. Wegen der Isotonie der b; gilt

[ty =t Sty — 1, + gli [bit;) — bi(tz)]J{= L% [r(t1) = r{t2)]

ii ii

fir alle t;,t,eR, i = 1(1)n. Sind s5;,s,€R und t, = r]'(s,), t, = r;'(s,), so gilt
daher

- - 1 _
Iri 1(51) - r l(-“2)' = ; lsl - Szl , I = 1(1) n,
oder

I(D +b)7'(x) = (D + b)~! ()’)| < D_IIX —y| firalle x,yeV,(R).

Damit folgt ‘
l8(x) — &(v)| =
=|1 - w)x + oD + b)"* (Bx) - (1 — w)y — (D + b)~* (By)| <
<1 —o||x -y + oD+ b)"*(Bx) — (D + b)~* (By)| <
<1 —o||x—y| + oD7!Bx — By| <
S{l — o|E+ w|D7!B|} |x —y|.
Nach Satz 2 gilt ¢(|1 — | E + |D7!B[) < 1 fiir 0 < w < 2/(1 + ¢(|D~*B|)).
Damit ist die Behauptung fiir das Verfahren (RG) gezeigt.

(b) Das Verfahren (RE) nimmt unter den Voraussetzungen dieses Satzes die
folgende Gestalt an:
xX?eV,(R).
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Lose

i—1 n
a;x; + bix;) + Y aijxg'kﬂ) + 2 aij“'ﬁ'k) =0, i=11n, k=0,1,2,....
=1 1

Jj=i+
Setze
XEFD = x® 4 gy, — xf."’), (o > 0), i=1I1(1)n, k=0,1,2,....

Wie oben setzen wir
ri(t) = a,'il + bi(t), i= ](1)}1 ’ teR.

Dann 1aBt sich diese Iterationsvorschrift in der Form

i—1 n
x§k+l) - (1 _ CD) x(._k) + wri—l(_ Z aijx_(ik+l) — . z+1a..jx;_k) , i = 1(1) n,
j=1 : j=i

schreiben. Wir setzen
g : V(R) - V,(R) mit
g(x) = (1 — 0)x + o(D + b)™! (Lg(x) + Rx).

g ist stetig. Fiir zwei beliebige Vektoren x, y € V,(R) gilt mit g(x) = (g(x)), g(y) =
= (9y)

809 = 80 = (1 = @)+ 077" (= o009 = § an) -

-(1-w)y—- o’ ("ji”ijga()‘) -, 2": ay)|) -

=i+1

i—-1 n
= Yayg(¥) = Y ayx; +
. j=1 Jj=i+1

[}

~ (1= olb -l + 2

i—-1 n (D i-1
+ Y aug )+ ¥ y) < (u — ol i = 3] + 23 Jay] lo,x) = g,0)] +
j=1 j=i+1 a;; j=1

I

+ = Znﬂlaul [x; = 7)) = (|1 = 0| E + ©|D7'R])[x — y| + w|D~'L|[g(x) - g(r))’ '

Ay j=i

Daraus folgt
lg(x) — &(y)| < Plx —y|

P=(E- oD7IL)7". {[1\ ~ olE + w|D'R|}.

mit

Nach Satz 1 gilt o(P) < 1 fiir 0 < @ < 2/(1 + ¢(|D~'B|)). Damit ist der Satz be-
wiesen.

Als unmittelbare Folge von Satz 3 erhalten wir
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Korollar 1. A € M,(R) sei eine M-Matrix und b : V,(R) — V,(R) erfiille die Voraus-
setzungen von Satz 3. Dann sind die Verfahren (RG) und (RE) fiir beliebiges
x® eV, (R) definiert und fir 0 < w < 2[(1 + o(D™'B)) konvergent gegen die
eindeutige Lisung x* von f(x) = Ax + b(x) = o.

Korollar 2. Ist A = D — Be M,(R) mit einer nichtsinguliren Diagonalmatrix
D = O, A entweder streng diagonal-dominant oder irreduzibel diagonaldominant,
und gelten fiir b :V,(R) — V,(R) die Voraussetzungen von Satz 3, so sind die Ver-
fahren (RG) und (RE) fiir beliebiges x® € V,(R) definiert, und fiir 0 < o <

< 2/(1 + o(|D™'B|)) konvergent gegen die eindeutige Losung x* von f(x) = Ax +
+ b(x) = o.

Bemerkung. Die Aussagen von Korollar 1 sind fiir 0 < w < 1 in [6] bewiesen
worden.

3. EINSCHLIESSENDE FOLGEN MIT DEM RELAXATIONSVERFAHREN
IN GESAMT- BZW. EINZELSCHRITTEN

Wir zeigen nun, daBl man unter den Voraussetzungen von Satz 3 Folgen von.
Intervallvektoren angeben kann, deren Schranken gegen die Losung x* konvergieren.
Gilt dariiberhinaus x* e x‘?, 5o gilt x* e x® fiir alle k. Dazu betrachten wir zunichst
die folgende Verallgemeinerung des Verfahrens (RG): -

x@ = (x{")eV(I(R)), i=11)n, k=0,1,2,.

Ve = [vl), o] : —YayX®P, i=11)n, k=0,1,2,....
i=1

J¥i

ey

Lose

a;iX; 1+ bi(xi,l) = vf"i ;X + bi(xi,z) = U% , I = 1(1) n, k=0,1,2,....

Setze

XD =1 - 0)X® + o[x;1,x:5], (@>0), i=11)n, k=0,1,2,....

Wir bezeichnen dieses Verfahren als intervallmdBige Durchfiihrung des Relaxations-
verfahrens in Gesamtschritten (RGI).

In Analogie zum Verfahren (RGI) betrachten wir die Iterationsvorschrift:
x@ = (X{”) eV,(I(R)) ;

i-1 n
VR = [}, o8] = = Y a;Xx¢ — Y a;XP, i=11)n, k=0,1,2,....
i=1 +1

j=i+

273



Lose

agxiq + bixiy) =\ aixi, + bix;) =, i= I()n, k=0,1,2,....
Setze )

XED =1 - 0) X + o[x; 1, 2], (@>0), i=11)n, k=0,1,2,....

Dieses Iterationsverfahren bezeichnen wir als intervallmiBige Durchfithrung des
Relaxationsverfahrens in Einzelschritten (REI). Es gilt der folgende

Satz 4. Fiir A und b(x) mégen die Voraussetzungen von Satz 3 bestehen. Dann ist
das Iterationsverfahren (RGI) fiir beliebiges x® e V,(I(R)) definiert und die
Folge x® konvergiert fiir 0 < o < 2/(1 + g(lD“B])) gegen die Lisung x* von
f(x) = Ax + b(x) = o. Gilt dariiberhinaus x* € x\9_ 5o gilt x* e x® fiir falle k.
Dieselben Aussagen gelten fiir das Verfahren (REI),

Beweis. Wie im Beweis von Satz 3 unter (a) setzen wir
r{t) =a;t + b(t), i=11)n, teRr.

Wegen der strengen Isotonie von rt) folgt X;; < x;,, i = 1(1) n. Denn wire
X1 > X;2, S0 wiirde

@iy + bi(xi1) = o8] > @iXiz + by(xi) = of3,
also ein Widerspruch folgen. Somit ist die Folge x® = (X{) definiert und es gilt

x*HD = g(x®) = (g.-(x""))
mit
9:(x®) = (1 = @) X{ + olx; 1, x:.2] =

=(1 - 0)X® + o[r7 (- ¥ 3, X)), 771 (= X ayXP),)] -
i i
Die Abbildung g : V,(I(R)) - V,(I(R)) ist stetig. Wir zeigen, daBB g kontrahierend
ist. Es gilt fiir x = (X,), y = (Y;) e V,(I(R))

9(94x), 9y)) = max (|((1 — @) X}, + @7 ‘((—jgnlaqu)m) -
- (1 - @)Y), - wri—l((’jglainj)m)l) =

< max (1 = @) X, — (1~ o) Vul + i (= T au)n) -
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- (= et =

Jj¥Fi

w n n

sq(l-0)Xu(1-0)Y) +—q(- Xlaijxj’ - Ya,y) =
ii J= J=1
J¥i J¥i

<t - o] a(X, ¥) + = Zlaul 94X Y)),
i J=1
JFi

also
(a(g:(x), gi(y)) = {1 — o] E + o|D7'B[} (4(X: 1)) .

Nach Satz 2 folgt der erste Teil der Behauptung.
Es ist noch die letzte Behauptung des Satzes zu zeigen. Ist x* e x® so gilt

n
* * k k k .
a;X; + bi(xi)= - zaljx_) € — zauX( ) = [Uf }5 () s 1 = 1(1) n.
:u,';l ]#l

Wire nun x} < x; ,, so wiirde
k
agxt + bix}) < azxiy + bix; ;) = v}

und entsprechend fiir x} > x; ,

o) = aux;, + bix,) < auxy + byx}),
also
agx; + byx})¢ [v(,k}vfk%

folgen. Dies steht im Widerspruch zur oben angegebenen Beziehung. Somit gilt
x} €[x;,1, x;,] und augrund der Teilmengeneigenschaft der Intervallrechnung

P=01-0)xf+oxfe(l —o)XP + ox; 1, x,] =X¢"D, i=11)n.

Das ist diec Behauptung. Fiir das Verfahren (REI) wird der Beweis dieses Satzes
dhnlich gefiihrt.

Der Satz laBt sich unmittelbar auf Systeme der in Korollar 1 und 2 beschriebenen
Form anwenden.

4. MONOTONE EINSCHLIESSENDE FOLGEN
MIT DEN RELAXATIONSVERFAHREN IN GESAMT- UND EINZELSCHRITTEN

Die Schranken der Intervallvektoren x® nach den Verfahren (RGI) bzw. (REI) kon-

vergieren im allgemeinen nicht monoton gegen x*, selbst dann nicht, wenn x* e x®
fiir alle k gilt. Wir geben jetzt Modifikationen der Verfahren (RGI) und (REI) an,
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bei welchen die Schranken monoton gegen die Losung konvergieren. Als Verallge.
meinerung des Verfahrens (RGI) betrachten wir die Iterationsvorschrift

X = (X() e V,(I(R) :

v = [, o] = = Y a,; X, i=1)n, k=0,1,2,....
j=1
Jj¥i
Lose

wXin F bixig) =0l auxi, + bfx;0) =0, i=1(1)n, k=0,1,2,...,
Setze
Y*D = (1 - 0) XP + ox;, x;,], ©>0, i=11)n, k=01,2,..;
XD =y® D Ax® i=11)n, k=01,2,....

Wir bezeichnen diese Iterationsvorschrift als intervallmidBige Durchfiihrung des
Relaxationsverfahrens in Gesamtschritten mit Durchschnittsbildung nach jedem Itera-
tionsschritt (RGID).

In vélliger Analogie dazu konnen wir das Verfahren (REI) verallgemeinern. Hier
ergeben sich zwei verschiedene Moglichkeiten.

(2) x@ = (Xi”) eV,(IR)) ;

i=11)n, k=0,1,2,....

ijarj oo
Jj=i+l1

i—1 n
Gl P S AR
Lose
apxiy + bixiy) = 0¥ auxis + bx;,) =0, i=1(1)n, k=0,1,2,....
Setze

YD = (1 - 0) XP + oxipxi2], ©>0, i=11)n, k=0,1,2,...
XED = X AYyED ) i=1()n, k=0,1,2,....

.o

Diese Iterationsvorschrift bezeichnen wir als intervallmaBige Durchfithrung des
Relaxationsverfahrens in Einzelschritten mit Durchschnittsbildung nach jedem Ite-
rationsschritt (REID).

(b) x® = (X{7) e V,(I(R)) ;
v® = v, ] = za,,xg"“) Zﬂ agXP; i=11)n, k=0,1,2,.
j=i
Lose
Xiq + bi(xiq) = v ; Xip + bixip) =0, i=11)n, k=0,1,2,....

276



Setze

YD = (1 — o) X + oxi 1 x:2], (@>0), i=11)n, k=0,1,2,..
XED = y*FD A X0 i =1(1)n, k=0,1,2,....

Diese Iterationsvorschrift bezeichnen wir als intervallmdBige Durchfiihrung des

Relaxationsverfahrens in Einzelschritten mit komponentenweiser Durchschnittsbil-
dung (REIDK).

Bemerkung. Die intervallmidBige Durchfiihrung des Relaxationsverfahrens in
Gesamtschritten mit komponentenweiser Durchschnittsbildung (RGIDK) ist mit
dem Verfahren (REIDK) identisch.

Satz 5. Fiir Ae M,(R) und b :V,(R) - V,(R) mégen die Voraussetzungen von
Satz 3 bestehen. Die Losung x* von f(x) = Ax + b(x) = o sei in x© enthalten:
x* e x'%. Dann sind die Verfahren (RGID), (REID) und (REIDK) definiert und
fiir 0 < w < 2/(1 + o(|D™'B|)) konvergent gegen x*.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir das Verfahren (RGID). Wie im Beweis von
Satz 4 gezeigt wurde, gilt x7 € (1 — @) X + o[x;, x;,] =: Y**", falls x}¥ e X®
ist. Damit gilt dann auch xf e Y**D ~ x® = X¢** j = 1(1) n. Somit ist das
Iterationsverfahren (RGID) definiert und fiir alle k gilt x* € x®. Wegen der Durch-
schnittsbildung gilt fiir die Folge x®:

x5 x5 x5 5 x

und damit fiir die Folge der Durchmesser
d(x®) z d(xM) 2 d(x®) = ... 2 0.
Als monoton fallende und beschrénkte Folge besitzt die Folge d(x®) einen Grenz-
wert d(x). Fiir k — oo gilt in (RGID);
n
Vi=[vi1, 0] = — YaX;, i=1)n
i
a;x;; + bi(xi,l) = Vit oagx;, + bi(xi,z) = V2> i = 1(1) n;
Yi=(1-o)X;+o[x,x,,]; Xi=YinX;, i=11)n.
Daraus folgt
d(X,-) = d(Yi) = |1 - CO) d(Xi) + a’!xi,z - xi,ll =

= |t - o] d(x) + wlri_l((* élaqu)z) - ri_l((_j:zlaijxj)l)l =

j*i JFi
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w n
é 1 —_ dX, + I -~ >
l CUI ( ) a; l( jglainj)z - (-Z ainj)ll =
j*i j5i
w n
-1 - Y+ 24 X)) = “
1 — | ax;) + o (205X) =1 - o ax) + 2 X layl dx)),
j*i i
oder

dx) £ (|1 = | E + ©|D~1B|) d(x).

Wegen o(|1 — | E + o|D™'B]) < 1fir 0 < o < 2/(1 + ¢(|D~'B|)) folgt d(x) = o,
und wegen x* € x® fiir alle k ist lim x® = x*,
k=0

Die Beweise fiir die Verfahren (REID) und (REIDK) ergeben sich dhnlich.

5. VERGLEICH DER KONVERGENZGESCHWINDIGKEITEN

In den Abschnitten 3 und 4 haben wir mehrere Iterationsverfahren zur Einschlie-
Bung der Losung x* vonf(x) = Ax + b(x) = o angegeben. In diesem Abschnitt sollen
diese Verfahren beziiglich ihrer Konvergenzgeschwindigkeit miteinander verglichen
werden. Dazu setzen wir in den folgenden Sétzen stets voraus, daBl x* im Startvektor
enthalten ist. Unter dieser Voraussetzung sind alle Verfahren definiert. Als Ergebnis
dieser Untersuchungen wird sich zeigen, daB das Verfahren (REIDK) fiir @ = 1 in
jedem Iterationsschritt die beste EinschlieBung fiir x* liefert.

In einem ersten Satz vergleichen wir die Verfahren (RGI) und (RGID) bzw.
(REI) und (REID) miteinander.

Satz 6. Es seien x® = (X¥) und X® = (X®) mit x© = x© die nach den Ver-
fahren (RGI) und (RGID) berechneten Iterierten. Dann gilt fiir festes  und alle
k:x® < x®. Die gleiche Aussage gilt fiir die nach den Verfahren (REI) und
(REID) berechneten Iterierten.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage fiir die Iterierten nach den Verfahren (RGI)
und (RGID). Nach Voraussetzung gilt X = x(®. Es sei nun x® < x® fiir ein
k = 0. Dann folgt

n n
17k vk .
VP = =R aXi e = XagXP =v®, i=1(1)n,
j=1 Jj=

J*i J*i

und damit [%;;, %;,] < [x;0, 2], 1= 1(1) n. Dann folgt aufgrund der Teil-
mengeneigenschaft

Y& = (1 - ) X® + o[%,,, Xi.] < (1 - ®) X® + wfx;,, Xia] = XD |
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also auch

vk+1 L34 53 .

XED < yord o X0 < xED = 1(1)n.
Das ist die Behauptung x*+0 — xGk+1D,

Der Beweis fiur die Iterierten nach den Verfahren (REI) und (REID) erfolgt
ahnlich.

Im néchsten Satz werden die Verfahren (RGID) und (RGIDK) bzw. (REID)
und (REIDK) miteinander verglichen.

Satz 7. Es seien x* = (X®) und x® = (X®) mit x© = x© die nach den Ver-
fahren (RGID) und (RGIDK)(=(REIDK)) berechneten Iterierten. Dann gilt
fiir festes w und alle k : xX® < x®. Die gleiche Aussage gilt fiir die nach den
Verfahren (REID) und (REIDK) berechneten Iterierten.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage fiir die Iterierten nach den Verfahren (REID)
und (REIDK). Nach Voraussetzung gilt X(® = x@. Sei nun x® < x® fiir ein
k = 0. Dann folgt

n n
T _ vk K _ ik
Vl()~—2a,jX§)c—ZaUXP—Vl()
j=2 i=2

und damit [X; ,, ;2] © [*1.15 %12,
YD = (1 - ) XP + of[%,, % ,] € (1 —0) XP + w[x; 1, x,,] = YD,
also
X"(1k+1) — 'Yl(k-l-l) A X_(lk) - Yl(k+l) ur]d )—((1k+1) - Y1(k+l) mx(lk) — X(1k+1) .
Wegen X¢+D < y**D folgt aufgrund der Teilmengeneigenschaft

n n

= Tk+1 Tk k+1 K K

Vi = _021X(1 ) - Z azjxﬁ-) < *“21Y1( ) Zaszg') = Vz()
Jj=3 Jj=3

und damit [X, ;, X, 2] © [X2,15 X2,2]»
' =(1 - o) XP + 0%, %20] € (1 = 0) XY + 0x2,1, x52] = 0,
XE+D = 7+ XP cyftD | XED oyt  x0 o x &+
Durch die gleichen Uberlegungen zeigt man
XD « x¢$*D = 3(1)n, also x**D < x®*D,

Die nichste Aussage zeigt, daBl man beim Verfahren (REIDK) fiir » = 1 die beste
EinschlieBungsfolge erhilt.

Satz 8. Es seien x® = (X{) und x® = (X¥) mit x® = x© die Iterierten
des Verfahrens (REIDK) fiir @ bzw. @ mit 0 < < @ < 1. Dann gilt X < x®
fiir alle k. Die gleiche Aussage gilt fiir 1 < @ < .
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Beweis. Wir zitieren zunichst einige Aussagen, welche beim Beweis bendétigt
werden. X, Y seien aus I(R). Dann gilt:

@0<o=l, XnY+0:{l-0)X+oY}nX=(1-0)X + oY nX);
Po<w<dsl,YeX:(1-0)X +aY <= (l —w)X + oY,
120, XnY+0:(1-d)X +aY<(l —w)X + oY,

Die Aussagen (a) und (b) wurden von O. Mayer in [5] angegeben. Die Aussage (c)

1aBt sich einfach verifizieren.
Wir beweisen nun die Aussagen von Satz 8.
Es sei zundchst 0 < w < @ < 1. Nach Voraussetzung gilt X = x©, Sei nun
x® < x® fiir ein k = 0. Dann gilt
n n
Vi = —gzau?_(ﬁ-") < —jzzaleg-k) =v®,
und damit [X, {, X; 5] = [y, X; ,]. Daraus folgt

X¢D = (1 — @) XP + @[¥, 1, %, ]} 0 XP

= (1 — @) XP + &{[X, 1, X, ] n XP} (nach (a))
c(l — @)X + &{[x;.1,x1.] 0 XP} (Teilmengeneigenschaft)
c (I = o) X¥ + of[x;.4, x;,] 0 XP} (nach (b))
={(1 - 0)X¥ + o[x;,1, x,,]} 0 XP (nach (a))
= x**D
Damit folgt
VR = —a, X¢HD — i}azj)?;"’ c —ay XY — Znsaszg.") =V®,
i= i=

Wie fiir die erste Komponente folgt dann
X(Zk‘i—l) c X(2k+1) .
Entsprechend zeigt man X" < X%*1 i = 3(1) n, also x**1 < x**D,

Ist 1 £ @ < w, so folgt aus der Induktionsannahme x* < x® die Beziehung
n n
V0= =Y aXP e =Y aXP =1,
ji=2 j=2

also [X, ;, X; 2] < [x,1, X;,2], und somit

YD = (1 - @) XP + a[x,,, %1 ,]

c(l = @) XE + @[xy,1, x1,5] (Teilmengeneigenschaft)
c (1 — )X + o[x,1, %1 5] (nach (c))
— Y&+
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also auch
X(lk"'l) — Yl(k+1) A )—((lk) - Y1(k+1) mX(lk) — X(lk")'l);
entsprechend zeigt man X¥*" < X¥**D i = 2(1) n, also x**V < x**V_ Damit

ist der Satz bewiesen.
Wir bezeichnen das Verfahren (REIDK) fiir @ = 1 als intervallmaBige Durch-

fiithrung des Einzelschrittverfahrens mit komponentenweiser Durchschnittsbildung
(EIDK). Die intervallméBige Durchfiihrung des Gesamtschrittverfahrens mit kom-
ponentenweiser Durchschnittsbildung (GIDK) ist mit dem Verfahren (EIDK)
idetisch. Wir sind nun in der Lage das optimale Verfahren anzugeben.

Es sei I die Menge der Iterationsverfahren I mit
Ie I = {(RGI), (REI), (RGID), (REID), (REIDK), (EIDK)} .
Es bezeichne x*) die Tterierten nach Verfahren I. Dann wird durch
I T X% < x® fir alle k,

in I eine Halbordnung definiert. Wir zeigen, daB (EIDK) < I fiir alle I € I gilt, wor-
aus dann folgt, daB die Losung x* mit dem Verfahren (ElDK) in jedem Iterations-
schritt am besten eingeschlossen wird.

Nach Satz 8 gilt
(EIDK) < (REIDK) fiiralle o >0,

und nach Satz 7 und Satz 6

(REIDK) < (RGID) £ (RGI) (w > 0, fest).
(REIDK) < (REID) £ (REI) (o > 0, fest).

Damit folgt fiir alle @ > 0

A

(EIDK) < (REIDK)|,-5 < (RGID)|,-5 < (RGI)|,=

und
(EIDK) < (RE]DK)]W,T, < (REID)IQ,:(B < (REI)|w:U_, .

Das ist die Behauptung.
Die bewiesenen Aussagen sind im nachfolgenden Ordnungsdiagramm veranschau-

licht:
(RGI) o o (REI)

(RGID) o o (REID)

o

(RGIDK) | (REIDK)

o
(EIDK)
(GIDK)

281



6. EIN SATZ UBER DIE EXISTENZ GENAU EINER LOSUNG

Der nichste Satz gibt eine nichtkonstruktive Aussage fiir die Existenz genau einer
Losung von f(x) = Ax + b(x) = o unter der Voraussetzung, daB f(x) (Frechet-) diffe-
renzierbar ist.

Satz 9. Es sei A€ M,(R), A = D — B, mit einer Diagonalmatrix D und b : V,(R) —
- V,(R), b = (b(x,)), sei eine stetig differenzierbare diagonale Abbildung mit
laii + bi(x;)| = 8; >0, i =1(1)n, fiir alle xeV,(R). Es sei A = diag(5;) und
o(|47'B|) < 1. Dann ist die Abbildung f(x) = Ax + b(x) ein Homeomorphismus
von V, (R) auf V,(R).

Beweis. Die Abbildung f ist stetig differenzierbar:
f(x) = A+ b'(x) = D + b'(x) — B.

(f'(x) € M,(R) bezeichnet die Frechetableitung). Wegen &; + 0, i = 1(1) n, existiert
(D + b'(x))~! fiir alle x € V,(R) und es ist

|(D + b'(x))"' B| < |47'B| fiiralle xeV,(R).
Damit folgt unter Verwendung der Neumannschen Reihe

[F'()~! = |{E - (D + b'(x))"* B} (D + b’(x))“‘\ =<
< (E - [471B) A7t = (4= B

Unter Verwendung einer monotonen Matrixnorm folgt

I~ = (4 = (B~

und mit Hilfe des Norméquivalenzsatzes

e~ = efl(4 - [B)~"]

fiir eine beliebige Norm mit einer von x unabhidngigen Konstanten ¢. Aufgrund des
Hadamardschen Satzes (siehe etwa [6], Seite 137) folgt die Behauptung.

Als unmittelbare Folgerungen aus Satz 9 erhalten wir

Korollar 3. Sei Ae M,(R) eine M-Matrix, A = D — B, und b:V,(R) - V,(R)
stetig differenzierbar und diagonal und b’(x) nicht negativ. Dann ist die Abbildung
f(x) = Ax + b(x) ein Homeomorphismus von V,(R) auf V,(R).

Beweis. Wegen a; > 0, i = 1(1) n, und bj(x;) = 0 kann man in Satz 9 §; = a;
wihlen. Mit o(D™'B) < 1 folgt die Behauptung.
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Korollar 4. Sei A€ M,(R) streng diagonaldominant oder irreduzibel diagonaldo-
minant und b : V,(R) — V,(R) stetig differenzierbar und diagonal und sign (bi(x) =
= sign (a;;) fiir alle x. Dann ist die Abbildung f(x) = Ax + b(x) ein Homeomor-
phismus von V,(R) auf V,(R).

Beweis. Es gilt |a; + by(x;)| = |a,|, i = 1(1) n, fiir alle x. Man kann daher in
Satz 9 6; = |a;|, i = 1(1) n, wihlen. Wegen ¢(|D~'B|) < 1 folgt die Behauptung.

Bemerkung. Der Beweis von Korollar 3 ist in [6], Seite 141 enthalten.

7. VERALLGEMEINERTE LINEARE ITERATIONSVERFAHREN

Ist ein lineares Gleichungssystem der Form Ax = b mit A e M,(R), beV,(R)
gegeben, A = D — L — R, B = L + Rdie Zerlegung von A in eine Diagonalmatrix D
und eine strenge untere bzw. strenge obere Dreiecksmatrix L bzw. R, so bezeichnet
man bekanntlich die Iterationsvorschrift

XEFD = (1 — o) x® + o{D7'Bx® + D7'b}, k=0,1,2,..., (0>0),
als Relaxationsverfahren in Gesamtschritten (RG), die Iterationsvorschrift
XD — (D = 0l) "t (1 = ©) D + @R} x¥ + (D — ob) ™' b,
k=01,2.., (0>0),
als Relaxationsverfahren in Einzelschritten (RE).
Mit U = (1/w) D, C = (1/w) [D + »B],
H=U"'C=D"'[(1 - »)D + wB]
1aBt sich beim Verfahren (RG) x® durch x(® folgendermafen darstellen:
x*FD = x® _ (B + H + ... + H)DTHAX® — b).
Entsprechend erhilt man mit
U=1o(D - wol), C=1/o[(l - v)D + oR],
H=U"!C=(D- ol {l-oD+wR}
beim Verfahren (RE)
XED X O _ o€ + H + ... + H) (D = o)t (A = b).

(Siehe [6], Seite 215.)

Ist eine Abbildung f: D < V,(R) - V,(R) gegeben, und ist x( eine Néherung fiir
eine Nullstelle x* von f, so geniigt die Folge {X(k)} der mit dem Newton-Verfahren
berechneten Naherungen den Gleichungen
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Fi(x®) - xEFD = f(x®) . x®) — f(xB) |k =0,1,2,....

Statt nun x** Y fiir jedes k exakt zu bestimmen, kann man mit einem Iterationsver-
fahren zur Auflosung linearer Gleichungssysteme durch Ausfithrung einiger Itera-
tionsschritte eine Naherung fiir x**1) bestimmen, die Ableitung neu berechnen usw.
Mit
f(x®) = D — L} — R}

erhilt man bei Verwendung des Verfahrens (RG) und bei Ausfithrung von m Itera-
tionsschritten zur Auflésung des durch Anwendung des Newton-Verfahrens entste-
henden linearen Gleichungssystems die folgende Iterationsvorschrift

xEFD = x® _ E + Hy + ...+ H') D H(x®), k=0,1,2,..., (o> 0).

Wir bezeichnen diese Iterationsvorschrift als Newton-Relaxationsverfahren in
Gesamtschritten (NRG).
Entsprechend erhilt man bei Verwendung des Verfahrens (RE)

XEFD = x® _ (B 4 Hy + ... + HP 1) (Df — ol)) ! f(x¥),
k=0,1,2,..., (0>0).

Dieses Iterationsverfahren bezeichnen wir als Newton-Relaxationsverfahren in
Einzelschritten (NRE).

8. LOKALE KONVERGENZAUSSAGEN

Fiir die im letzten Abschnitt angegebenen Verfahren (NRG) und (NRE) erhebt
sich nun die Frage, wann die Folgen x® gegen eine Nullstelle x* von f(x) = o
konvergieren.

Wir zitieren dazu den folgenden

Satz 10. Es sei f: D < V,(R) - V,(R) differenzierbar in einer offenen Umgebung
So = D eines Punktes x* € D, fiir den f' stetig und f(x*) = o ist. Es sei f'(x*) =
D'(x*) — L'(x*) — R'(x*) die Zerlegung von f'(x*) in eine Diagonalmatrix D'(x*),
und eine strenge untere bzw. obere Dreiecksmatrix L'(x*) bzw. R'(x*). Ist D'(x*)
nichtsinguldr und o(D'(x*)™' {(1 — @) D'(x*) + w(L'(x*) + R(x*))}) < 1, dann
gibt es eine offene Umgebung S = S(x*,8) < S,, so dag fiir alle xX¥ € S die mit
dem Verfahren (NRG) berechnete Folge x® in'S bleibt und gegen x* konvergiert.

Die gleiche Aussage gilt fiir das Verfahren (NRE), falls o((D'(x*) — wl’(x*))"*.
A1 = ) D'(x*) + wR'(x*)}) < 1 ist. Fiir einen Beweis siehe [6], Seite 321.

Als Anwendung dieser Aussagen geben wir den folgenden
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Satz 11. Sei f:D < V,(R) - V,(R) differenzierbar in einer offenen Umgebung
So < D eines Punktes x* € D fiir den f' stetig und f(x*) = o ist. Ist o(|D'(x*)7".
.B'(x*)|) < 1, dann gibt es fir alle 0 < w < 2/(1 + o(|D'(x*)~! B'(x*)|)) eine
offene Umgebung S = S(x*, 8) < S,, so daf fiir alle xX® e S die mit dem Verfahren
(NRG) berechneten Folgen X in S bleiben und gegen x* konvergieren. Die gleiche
Aussage gilt fiir das Verfahren (NRE).

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Satz, den Sitzen 1
und 2, und der Tatsache da fiir eine Matrix P € M,(R) aus O = |P| £ Qund ¢(Q) <
< 1 die Beziehung ¢(P) < 1 folgt.

Bemerkung. Im Falle, daB f'(x*) eine M-Matrix ist, wurde diese Aussage fiir
das Verfahren (NRE) und fiir 0 < o < 1 in [6] angegeben.
Als eine unmittelbare Folgerung erhalten wir

Satz 12. Es sei Ae M (R), A= D — B, und b:V,(R)—V,(R), b= (b(x)),
sei eine stetig differenzierbare diagonale Abbildung mit |a; + bi(x;)| = &; > 0,
i = 1(1) n, fiir alle xeV,(R). Es sei A = diag(8;) und o(|A~'B|) < 1. Dann gibt
es fir alle 0 < o < 2/(1 + o(|(D + b/(x*))~! B|)) eine offene Umgebung S =
= S(x*, 8), so dap fiir alle X € S die mit dem Verfahren (NRG) berechnete Folge
{x®} in S bleibt und gegen x* konvergiert. Dabei ist x* die eindeutige Lisung
von f(x) = Ax + b(x) = o. Die gleiche Aussage besteht fiir das Verfahren (NRE).

Der Beweis ergibt sich aus dem vorhergehenden Satz und Satz 9 unter Bertick-
sichtigung von

o|(D + b(x))"" B|) < o(|l47"B) < 1.

Satz 12 ist insbesondere anwendbar, wenn die Voraussetzungen der Korollare 3
und 4 bestehen.

9. MONOTONE KONVERGENZ MIT DEM NEWTON-RELAXATIONSVERFAHREN
IN GESAMT- UND EINZELSCHRITTEN

Im folgenden setzen wir voraus, daB3 die Abbildung f:D < V,(R) —» V,(R) in D
stetig differenzierbar ist, und daB der Intervallvektor x(® in D enthalten ist: x® = D.
f besitze in x(© genau eine Nullstelle x*. Aufgrund des Mittelwertsatzes der Differen-
tialrechnung gilt dann fiir die Funktionen

fi:x© cV(R)>V(R) =R firein xex©
£ = £(x%) = 3. 51 S+ 0x* — X)) (x; —x%), 00,1, i=1()n,

Jj=1 j

oder f(x) — f(x*) = f'- (x — x*) mit
fo= (% Jix + 0,(x* — x))) e M,(R).
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(Mit f bezeichnen wir von jetzt ab die Matrix f'(x) := ((8/0x;) fi(x + 0(x* — x)))
und entsprechend mit '(x) eine Obermenge von {f'(x) | x € x} aus M,(I(R)).) Wegen
f(x*) = o gilt dann f-x* = .x —f(x). Mit f =D — B und B =L + R’
(D’ Diagonalmatrix, L’ bzw. R’ strenge untere bzw. obere Dreiecksmatrix) erhalten
wir
D' x* = B'x* + (D' — B') x — f(x).
Ist D’ nicht singular, so ergibt sich _
x* = D'THB'x* — B'x — f(x)} + x = D'"YB'(x* — x) — f(x)} + x,
oder
x* =[x - DTYB(x — x*) + f(x)] + (1 — w)x*, ©>0.

Wegen x + 0,(x* — x) e x© gilt (8/0x,) fi(x + 0x* — x)) e (8[ox;) f(xD), i,j =
= 1(1) n, und somit speziell fir x := m(x®)
x* € o[ m(x?) — D'(x@)~1 {B'(x?) (m(x®) — x@) + f(m(x))}] +
+ (1 - 0)x@ =:y®,
Wegen x* € x(® gilt auch x* e x" := x© ~ y®_ Durch wiederholte Anwendung
dieser SchluBweise ergibt sich der

Beweis fiir den folgenden

Satz 13. Sei f:x© < V(R) - V,(R) stetig differenzierbar und f'(x®) =
= D'(x@) — L'(x?) — R(x®) e M,(I(R)). Besitzt f in x® genau eine Nullstelle
x*, und ist O ¢ D'(x®), so gilt x* € x® fiir alle k. Dabei ist die Folge {x®} durch
die Iterationsvorschrift

YR = (1= 0) X+ am(x®) = D) {B(V) (m(x) - x®) +

+ f(m(x®))i] 5

x*HD = yE+D o x® -k =0,1,2,...;
definiert.

Wir bezeichnen die angegebene Iterationsvorschrift als intervallmaBige Durch-
fiithrung des Newton-Relaxationsverfahrens in Gesamtschritten mit Durchschnitts-
bildung und Berechnung der Ableitung nach jedem Iterationsschritt (N RGID).

Das Iterationsverfahren

Y& D = (1 = 0) x® + o[m(x®) — D/(x®)~1 {L'(x®) (m(y®*) —
= YE) 4 RG) (m(x) = x©) + Tm(xO)]]
x*FD = y*F D~ x® -k =0,1,2,..., (0>0),
bezeichnen wir als intervallmédBige Durchfiihrung des Newton-Relaxationsverfahrens

in Einzelschritten mit Durchschnittsbildung und Berechnung der Ableitung nach
jedem Iterationsschritt (NREID).
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Die Iterationsvorschrift

YA = 0 {m(XP) — — 1
al(x®)

« 5, ) ) < X5) 4 Fnx ]+ 1 - ) X

XD =y*D A XD i =1(1)n, (0>0), k=012 ...,

i-1
[Za;j(x(")) (m(X‘jk“’) _ X§k+1)) +
Jj=1

bezeichnen wir als intervallmaBige Durchfiihrung des Newton-Relaxationsverfahrens
in Einzelschritten mit komponentenweiser Durchschnittsbildung und Berechnung
der Ableitung nach jedem Iterationsschritt (NREIDK).

Bemerkung. Die intervallmdBige Durchfiihrung des Relaxationsverfahrens in
Gesamtschritten mit komponentenweiser Durchschnittsbildung und Berechnung
der Ableitung nach jedem Iterationsschritt (NRGIDK) ist mit dem Verfahren
(NREIDK) identisch.

Die Aussagen von Satz 13 bestehen sinngemaf fiir die Verfahren (NREID) und
(NREIDK).

Es erhebt sich nun die Frage, wann in den Verfahren (NRGID), (NREID) und
(NREIDK) die Folgen x® gegen die Nullstelle x* € x(© von f(x) = o konvergieren.
Eine Antwort darauf gibt der folgende

Satz 14. Sei f:x© < V,(R) - V,(R), f = (f(X). Die f; mdgen stetige partielle
Ableitungen besitzen und es sei
f'(x©@) = (aj(x?) mir f(x?) = D'(x?) — L'(x?) — R(x?),
B'(x¥) = L'(x?) + R(x).

Ist 0¢ aj(x®), i = 1(1) n, und o(|D'(x?)7"| - |B(x?)|) < 1, so konvergieren in
den Verfahren (NRGID), (NREID) und (NREIDK) die Folgen x® fiir 0 < o <
<2/(1 + o(|D'(x)7| . |B(x?)])) gegen x*.

Beweis. Wir fiihren den Beweis fiir das Verfahren (NREID). Die Folge x®
konvergiert gegen x. Wegen der Stetigkeit der Iterationsvorschrift folgt fiir k —» oo

y = o{m(x) — D'(x)7" [L'(x) (m(y) — y) + R(x) (m(x) — x) + f(m(x))]} +
+ (1 —w)x;
y=xny.

Wir verwenden nun die folgenden Beziehungen:

(a) 4,BeI(R), 0 <w =<1, BcwAd+ (1l —w)B=Bc A
(b) 4,BeI(R), 1 =w =2, Bc wA+ (1 — w)B=m(B)e A.
(c) A,BeI(R), 0¢ A, 0e B = d(AB) = |A| d(B).
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Der Beweis von (a) ergibt sich fo]gendermaBen FirO<w=<1ist Bc w4 +
+ (1 — w) B aquivalent mit

wa, + (1 —w)b, £b,, by Lwa, +(1 - w)b,,

alsoa; < by = b, <a,. d h Bc A

Wire in (b) m(B)¢ 4, d. h. 3(b; + b,) < a; oder (b, + b,) > a, so folgte
wegen B < wA + (1 — w) B

by + by)o + (1 —w)b, <ayw+ (1 —w)b, < b,
oder
b, £ wa, + (1 — w) by < by + b)) o + (1 — w) by,

und in beiden Fillen @ > 2. Der Beweis von (c) ist trivial.
Wir setzen nun den Beweis des Satzes fort.
Wegeny = xnygiltx cy,d h
x < (1 — w)x + o{m(x) — D'(x)"" [L'(x) (m(y) — y) + R(x)-
- (m(x) — x) + f(m(x))]} ,
und wegen (a) und (b) besteht die Beziehung
m(x) e m(x) — D'(x)™" {L'(x) (m(y) — y) + R'(x) (m(x) — x) + f(m(x))} ,
also oe —D'(x)™" {L'(x) (m(y) — y) + R'(x) (m(x) — x) + f(m(x))}. Wegen o ¢
¢ D'(x)™! erhalten wir schlieBlich
o e {L'(x)(m(y) — y) + R(x)(m(x) — x) + f(m(x))} .
Damit folgt unter Verwendung von (c)
d(x) < d(y) = |1 = o] d(x) + o|D'(x)"'| {{L'(x)] d(y) + [R'(x)| d(x)} <
< |1 = o] d(y) + o[D'() 7! {|L'(x)] d(y) + R'(x) d(y)} ,
oder

(E-P)d(y)< o,

P=(E—o[D(x) L))" {|I = 0 E + o|D(x)7[[R()]} .

mit

Wegen x < x(@ und Satz 1 ist
oP) < 1 fir 0<w<2/(1+o|D(x?)7.|B(x)),
also (E — P)~t z O. Somit folgt d(y) < o, also d(y) = o, und somit d(x) = o.

Wegen x* e x® fiir alle k gilt lim x® = x*,

k—

Der Beweis fiir die Verfahren (NRGID) und (NREIDK) wird dhnlich gefiihrt.
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10. UBERLINEARE KONVERGENZ
MIT DEN NEWTON-RELAXATIONSVERFAHREN

Die im letzten Abschnitt angegebenen Verfahren lassen verschiedene Modifika-
tionen zu. So kann es in Fillen, in denen die Berechnung der Ableitungen sehr auf-
wendig ist, angebracht sein, nicht nach jedem Iterationsschritt diese neu zu berechnen.
Fiihrt man m, Iterationsschritte zur Berechnung von x**V durch, so geht das Ver-
fahren (NRGID) iiber in

xPeV(I(R)), x©% =x©.
y D = (1 — o) x®17D 4 o[ m(x%i-0) —
— D'(x®) 7 {B/(x®) (m(x®7D) — x®I7D) 4 f(m(x® VNI ;
XD = y LD ) ®D (1)

XD = i) .

XEFLO = xGHD = 0,1,2, ..., (m, = 1).

(Entsprechende Modifikationen lassen sich bei den Verfahren (NREID) und
(NREIDK) vornehmen. Auf die explizite Formulierung wollen wir hier nicht ein-
gehen.)

Das angegebene Iterationsverfahren bezeichnen wir mit (NRGID)*. Ahnlich
wie in Satz 13 beweist man x* e x® fiir alle k, falls x* € x(® gilt, und lim x® = x*
unter den in Satz 14 angegebenen Bedingungen.

Wihrend in den Verfahren (NRGID), (NREID) und (NREIDK) die Folgen d(x®)
im allgemeinen nur linear gegen o konvergieren, 14Bt sich unter bestimmten Voraus-
setzungen iber die m, in den Verfahren (NRGID)*, (NREID)* und (NREIDK)*
uiberlineare Konvergenz nachweisen.

Satz 15. Es seien die Voraussetzungen von Satz 13 und 14 erfillt. Gilt in (NRGID)*
my, — oo fiir k - oo, so gilt
[d(x®*D)| < ¢ f|d(x®)| mit klim ¢ =0.
Beweis. Es gilt
) 5 dly ) = |1 = o] dxt) +
+ 0d[D(x®)7 {B(x®) (m(x®?) — x®9) + f(m(x*V))] =
< |1 = o] dx®) + wd(D'(x®)~1) . |f(m(x*?))| +
+ coID’(x("))*1| . [B’(x”‘))l d(x®9) < |1 - | d(x®) +
+ 0d(D/(x'®)71) [f/(x®)| d(x®) + wD'(x®)"1] . |B/(x®)| d(x®) =
= {d(D'(x®) 1) [f'(x®)| + |1 — 0| + o|D'(x®)"![. [B(x®)[} d(x®),
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und durch wiederholte Anwendung dieser SchluBweise
X+ ) = dxtm) < {od(D(xV) ()] +
+ |1 — o] E + o|D/(x®)"1] . [B/(x®[}m d(x¥).

Wegen d(D'(x*®)~") - O fiir k — o0 und m,, - oo fiir k — oo folgt die Behauptung
bei Verwendung einer monotonen Norm mit

& = [{0d(D'(x¥)™) [F(x)] + |1 — o] E + o[ D'(x®) 7] [B(x)[}™] .

Die entsprechende Aussage gilt fiir die Verfahren (NREID)* und (NREIDK)*.

Bei der praktischen Anwendung dieses Satzes kann man etwa mo = 1, m; 4, =
=m,+ 1,k =0,1,2,..., wahlen.

11. BEMERKUNGEN UND NUMERISCHE BEISPIELE

Die in den Sitzen 10, 11 und 12 angegebenen lokalen Konvergenzaussagen sind
praktisch kaum anwendbar, da man einen ,,geniigend nahe‘“ an der Losung liegenden
Startwert benotigt. Anderseits lassen sich diese lokalen Konvergenzaussagen nicht
ohne weitere Einschrankungen zu globalen Konvergenzaussagen erweitern. Dies
zeigt das folgende

Beispicl. (Siche [6], Seite 464, E 13.4—5)

f(x) = Ax + b(x) mit A = ( ! ‘1), b(x) = (2"1 *2sin x*).

-1 2 X, + sinx,

Fiir f sind die Voraussetzungen von Korollar 3 erfiillt. Also besitzt f(x) = o genau
eine Losung x*(x* = o). Wihlt man im Verfahren (NRE) (mit m = 1, @ = 1) den
Startvektor

4 .
x(® — < >’ SO gllt X(Zk) = x(® N k = 1, 2, ceee
Y

Dagegen ist es in praktischen Beispielen oft leichter moglich einen Intervallvektor
zu bestimmen, in welchem die Losung liegt, so daBl man die in den Abschnitten 9
und 10 angegebenen Verfahren anwenden kann. Als ein wichtiges Beispiel dazu
betrachten wir die durch Diskretisierung einer Klasse von nichtlinearen Rand-
wertaufgaben entstehenden Gleichungssysteme. °

Gegeben sei die Randwertaufgabe
u" =g(tu), 0<t=<1, u0)=0a, ul)=4p.
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Ist g zweimal stetig differenzierbar auf der Menge S = {(1, ) |0 St £ 1, —0 <
<y < oo} und g1, y) 2 O fiir alle (1, y) € S, so besitzt die Randwertaufgabe genau
eine Losung (siche etwa [6], Seite 10).

Zur Berechnung von numerischen Werten fiithren wir die Teilpunkte

t;=j.h, h= ! , Jj=0,1,..,n+1,
n+1

ein, und ersetzen die Ableitung u”(t;) durch den zentralen Differenzenquotienten zwei-
ter Ordnung

w(t) % o [ut0) = 20() + u(ty- )]

Dies fiihrt unter Vernachlassigung des Diskretisierungsfehlers auf das nichtlineare
Gleichungssystem

Ax + b(x) = o
mit
o
/ 1 \ g(tlxl) - '}F
~1 2 -1 9(12, x2)
A= RN b(x) = h?
.\\\ \\\—1 g(tn_l’xn-l)
-1 2/ g(t"’x)—l_g

A ist eine M-Matrix, b(x) ist diagonal und isoton; daher existiert nach Korollar 3
genau eine Losung x*. x7 wird aufgefaBt als Naherung fiir u(z)), j = 1(1) n.
Fir die Losung x* gilt
—A7b(o)] £ x* < A7!|b(o)|
(siche [6], Seite 460).

Daher gilt mit z; := (A™!|b(0)|); die Beziehung x* e ([ —z;, z;]). Will man sich

Ziy

die zur Bestimmung der z; nétige Gleichungsauflosung ersparen, so erhilt man
unter Beriicksichtigung von

(siche [4], Seite 171) die Abschétzung max |z = (1/817) max ([b(o)D =:¢, und
damit

x*ex@ = (X,) mit X;=[-cc], i=1(1)n.

DaB} die Voraussetzungen von Satz 14 fiir jeden Intervallvektor x(© mit x* e x(®
erfiillt sind, ist leicht einzusehen.
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Beispiele

Wir wihlen n Teilpunkte und 16sen das entstehende Gleichungssystem
(a) mit dem Verfahren (NREIDK) (Satz 14);

(b) mit dem Verfahren (NREIDK)* (Abschnitt 10) mit

my=1, myy,=m+1, k=0,1,2,....

In (a) und (b) wihlen wir @ = 1. Der Startvektor x©, welcher die Losung enthilt,
wird mit Hilfe der oben angegebenen Normabschitzung bestimmt. Es wird solange
iteriert, bis auf der Maschine zwei aufeinanderfolgende Niherungen {ibereinstimmen.

(1) u' =2wu — 4t +1)*; u(0)=u(1)=0;

Ergebnisse fir n = §:
x© = (X{) mit X{© =[—c, ], ¢ = 0,192563657408;
X, = [ —0,058708825843, —0,058708825841],
X, = [—0,082332340109, —0,082332340106],
X3 = [ —0,082424385956, —0,082424385953],
X, = [—0,065988105177, —0,065988105174],
X5 = [—0,037511064647, —0,037511064645].
Anzahl der nétigen Iterationsschritte k bis zum Stillstand der Iteration auf der
Maschine (x**1 = x®)):

(a) k=280; (b) k=14,
Ergebnisse fiir n = 10:
x® = () mit X =[-c¢c], ¢= 0217435199099 ;

X, =[—0,037708266844, —0,037708266841],
X, =[-0,062677945842, —0,062677945837],
X; =[-0,077624767614, —0,077624767608],
X, = [—0,084544991894, —0,084544991887],
X5 = [—0,084938601160, —0,084938601153],
X, = [—0,079954348094, —0,079954348087],
X, = [-0,070486788435, —0,070486788428],
Xg = [—0,057242857192, —0,057242857187], \
X, = [~—0,040788578269, —0,040788578265],
Xy = [—0,021582491261, —0,021582491258].
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Anzahl der notigen Iterationsschritte k bis zum Stillstand der Iteration:
(a) k=264; (b) k=24;
() u' =¢e"; u0)=u(l)=0;
Ergebnisse fiir n = 5:

x@ = (X)) mit X =[-cc], ¢=0125;

|

X, = [—0,063573023781, —0,063573023778],
X, = [—0,101079225592, —0,101079225589],
X3 = [—0,113478165706, —0,113478165703],
X, = [—0,101079225592, —0,101079225589],
X5 = [—0,063573023781, —0,063573023778].

Il

Anzahl der nétigen Iterationsschritte k bis zum Stillstand der Iteration auf der
Maschine:
(a) k=90; (b) k=14;
Ergebnisse fir n = 10:
x©@ = (X)) mit X =[-cc], ¢=0,125;
X, = [—0,038047082285, —0,038047082282], \
X, =[—0,068138233865, —0,068138233859],
X, =[—0,090509291758, —0,090509291751],
X, =[-0,105331045137, —0,105331045129],
X5 =[-0,112714562782, —0,112714562773],
Xe =[—0,112714562782, —0,112714562773],
X; =[-0,105331045137, —0,105331045129],
Xg = [—0,090509291758, —0,080509291751],
X, =[—0,068138233865, —0,068138233859],
X0 = [—0,038047082285, —0,038047082282].

Anzahl k der nétigen Iterationsschritte bis zum Stillstand der Iteration
(@) k=299; (b) k=25;

Die angegebenen Beispiele wurden auf der elektronischen Rechenanlage Elektro-
logica X8 am Rechenzentrum der Universitit Karlsruhe gerechnet.

Diese Arbeit wurde von der Fakultit fiir Mathematik an der Universitit Karlsruhe
als Habilitationsschrift genehmigt.
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Souhrn

O EXISTENCI JEDNOZNACNEHO RESENI JISTE TRIDY
NELINEARNICH SYSTEMU ROVNIC
A O JEHO VYPOCTU ITERACNI METODOU

GOTZ ALEFELD

Préace se zabyva riznymi iteraénimi metodami feSeni soustav nelinearnich rovnic
spodivajicich v aplikaci a vzajemné kombinaci relaxaéni a Newtonovy metody. Jsou
zkoumany razné modifikace t€chto metod odpovidajici Jacobiho a Gauss-Seidelové
metodé. Clanek se zabyva lokalni konvergenci téchto metod a vzajemnym porovna-
nim rychlosti konvergence. Jsou téZ uvedeny podminky, za kterych je konvergence
monotonni. Metody jsou vySetfovany i pro pfipad intervalové aritmetiky. N&které
z metod v ¢lanku zkoumanych jsou vhodné pfi feSeni jisté t¥idy okrajovych tloh.
V ¢lanku jsou uvedeny i né€které numerické vysledky.

Anschrift des Verfassers: Priv. Doz. Dr. Gotz Alefeld, Universitiat Karlsruhe, Institut fir
Angewandte Mathematik, Englerstrasse 2, 75 Karlsruhe.
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