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SVAZEK 20 (1975) A P L I K A C E M ATE M A T I KY ČÍSLO 6 

GEOMETRISCHE SYNTHESE DER BEWEGUNG 
BEI GEGEBENER POLKONFIGURATION 

JAROSLAV CHUDY 

(Eingegangen am 11. März 1975) 

1. PROBLEMSTELLUNG 

In diesem Beitrag will ich auf meine Arbeit [l] anknüpfen, in der ich ebene Bewe­
gungen 

z = m(9) + £<9 , S = exp ß 

untersucht habe, die analytisch im Intervall 1(9) sind und bei welchen drei aufeinan­
derfolgende Rastpole im ganzen Intervall der Bedingung 

k + 2 z _k+lz = a ^ + l z _kzj 

genügen; hier bedeutet k eine natürliche Zahl und a eine beliebige komplexe Kon­
stante1). 

Nun will ich ebene Bewegungen untersuchen, die analytisch im Intervall 1(9) 
sind und bei welchen drei aufeinanderfolgende Rastpole im ganzen Intervall 1(9) 
der Bedingung 

(1) fc+2z-fc+1z = /(3).( fc+1z - f cz) 

genügen; hier bedeutet k eine natürliche Zahl, f(9) eine gegebene komplexe Funktion 
der reellen Variablen 9, die im Intervall 1(9) weiter brauchbare Forderungen erfüllt. 

Die Eigenschaft (1) führt auf eine komplexe lineare und homogene Differential­
gleichung (k + 2)-ter Ordnung für die Funktion m(9) — des sogenannten kinema­
tischen Parameters — in Form von 

(2) m(fc+2) - j(l + f) m(fc+1) - / . m(fc) = 0 , 

x) Ich bitte den Leser, der mit der Benutzung der komplexen Symbolik nicht vertraut ist, die 
Einführung in der zitierten Arbeit [1] durchzulesen; ausführlich siehe [2], Seite 153—160. 
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wo wegen Kürze die Bezeichnung des Argumentes 9 in den Funktionen m(9), f(9) 
ausgelassen wurde. Die Funktion f(9) möge solche Bedingungen genügen, damit 
für jede Wahl von Anfangsbedingungen für jedes 90 e 1(9) die Existenz und Ein­
deutigkeit der Lösung von Gleichung (2) garantiert sind. 

Aus der S-Invarianz von kz (bezüglich der Koordinatentransformation in der 
Rastebene (S)) folgt die S-Invarianz der Eigenschaft (l). 

Wir eliminieren aus unseren Betrachtungen zuerst diejenigen Bewegungen, bei 
welchen kz = k+1z im ganzen Intervall 1(9); in diesem Fall folgt aus (1), dass 
k'z = kz für alle natürlichen Zahlen k' > k, sodass es sich um Bewegungen handelt, 
bei welchen in jeder Phase die Rastpole von der Ordnung k' > k mit dem Pol kz 
zusammenfallen. Auch diejenigen Phasen, für die f(9) = 0 und die durch das Zusam­
menfallen der Rastpole von der Ordnung k' > k + 1 mit dem Pol k+1z charakteri­
siert sind, lassen wir beiseite. 

Wir fragen zuerst nach der Möglichkeit, ob Eigenschaft (l) für alle k! > k gültig 
sein kann — in diesem Fall sprechen wir kurz von der Invarianz von (l) bezüglich 
k — danach untersuchen wir die Frage nach der Existenz der Bewegung mit der 
Eigenschaft (l) und schliesslich für den Fall k = 1 führen wir die geometrische Syn­
these der Bewegung in Form eines äquivalenten Rollens durch und zeigen einige 
Beispiele für die spezielle Wahl der Funktion f(9) an. Die Eigenschaft (l) bezeichnen 
wir als Konfigurationseigenschaft (im oben angeführten Sinne) und die Funktion 
f(9) nennen wir Konfigurationsfunktion. 

2. INVARIANZ VON (1) BEZÜGLICH k 

In diesem Fall muss die Konfigurationseigenschaft (l), die für gegebenes k gilt, 
auch für alle k' > k erfüllt sein, d. h. auch für k + 1. Dann gilt 

(3) m(fc+3) - ;(1 + / ) m(fc + 2) - /m(fc+1> = 0 . 

Die Differentiation von (2) ergibt aber die Gleichung 

m(*+3) _ jQ + fl m(fc + 2) _ Qf, + y) m(*+l) _ f,mW = 0 t 

Soll diese mit der Gleichung (3) identisch sein, dann muss 

/ ' . ( m ( * + n -jmw) = 0 

gelten. Daraus folgt entweder 

/ ' == 0 => / = konst. (dies wurde in der Arbeit [1] durchgeführt) , 

oder 
m(*+n _ jm(V = o 
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mit der Lösung 

(4) m = Pfc_! + yk0, 

wobei 

fc-t 
-°fc-i = YJ y$ ' ô> 7i> • • •> 7/c s m d beliebige komplexe Konstanten . 

i = 0 

Die entsprechende Bewegung ist nach der Wahl der Systeme S und I durch die 
Gleichung 

fc-i 

z = ~~ yß* + £O für k > 1 
i = 1 

(dazu siehe näher [2] auf Seite 63 — 65) und 

z = CO für k = 1 

(dieser Fall stellt eine Rotation dar) repräsentiert. 
Die in diesem Abschnitt betrachteten Fälle schliessen wir als trivial aus der weite­

ren Betrachtungen aus. 

3. EXISTENZ DER BEWEGUNG MIT EIGENSCHAFT (1) 

Man zeigt ohne Mühe, dass die Gleichung (2) die partikuläre Lösung ml9 für die 
m(!fe) = 0 gilt, d. h. also m1 = Pfc_x + j~k0, besitzt. Mit Hilfe dieser partikulären 
Lösung, die zu den in Abs. 2 ausgeschiedenen Bewegungen führt, kann auf Grund 
der bekannten Substitution m(fc) = O . h(ß) die Ordnung der Gleichung (2) erniedert 
werden und (2) geht in die Gleichung 

h" - j(f - 1) h' = 0 

über. Ihre Lösung ist 

h = c, + c2 f(exp j f ( / - 1) da) dS , 

wobei cuc2 beliebige komplexe Konstanten sind, sodass 

i(fc) = 0 . ( d + c2 (exp j f ( / - 1) dS) d5) . 

Daraus folgt durch k-fache Integration die allgemeine Lösung der Gleichung (2) 

(5) m = P,_! + yk f... f U (Uxpj f(/ - 1) dS^dS^ dafe + 7fc+1O , 

mv 
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wobei wieder Pfc-i dieselbe Bedeutung wie in Abs. 2 hat. Damit ist gezeigt, dass 
für jede nichtkonstante Konfigurationsfunktion / und für jede natürliche k die 
Bewegung mit der Eigenschaft (l) existiert und dass ihre Repräsentation nach Wahl 
der Systeme S und 1 durch die Gleichung 

fc-l 

(6) Z = X ľЖ + Уk 
i = 1 Í-К 

k 

für k > ì und 

(7) z = Уí и « 

. . . \ ( íexp j \(f - 1) d9 jdЭ } d£fc + C© 

= Уx[ ( iïexp j f ( / - 1) díЛ díЛ đö 

für k = 1 gegeben ist. Dabei setzen wir voraus, dass in (6) yk 4= 0 und in (7) ^ =j= 0 
ist; anderenfalls kämen wir zu den in Abs. 2 ausgeschiedenen Fällen. 

4. SYNTHESE DER BEWEGUNG IM FALLE k = 1 

Im Falle fc = 1 ist die Bewegung durch die Gleichung (7) repräsentiert, in dem 
vom Standpunkt der kinematischen Synthese yt = 1 gesetzt werden kann; die Bewe­
gung ist dann durch die Gleichung 

(8) 0 ( (Yexp J (/ ~ 1) da)dsi\ d9 + C<9 

repräsentiert. Die ersten Polbahnen dieser Bewegung sind 

(9) X C = z = / f/'exp j f / d S ^ d S , 

T̂ = C = ; (Yexp y |V - 1) d ö W 

Konstruieren wir nun die Funktion q>(&), die mit der Funktion f(B) durch die Bezie­
hung 

(10) 

bzw. 

( i i ) 

4 <p = expJ | / d 9 , d. h. / = -łSL 

J(p / d ð , d .h . / = - l - ^ - L , <p = 6> exp j 

zusammenhängt, dann sind die Gleichungen der ersten Polbahnen von der Form 

(12) lC = z = ; |<pdS; lT ~ £ = j \cpBdB 1C = z = jLd»; lr = c = j U 
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bzw. 

(iз) 
lC = z cpQáS; 1 T = C = j ęá9. 

Die Bewegungen mit den Polbahnen (12), bzw. (13) sind zueinander invers bei der­
selben Wahl von cp(9). Wir beschränken uns deshalb auf die mit der Konfigurations­
funktion f(9) durch die Beziehung (10) verbundenen Funktion <p(9), d. h. auf die 
Bewegung mit den Polbahnen (12). Für den kinematischen Parameter m(9) gilt 
in diesem Falle 

(14) m(S) = Í í ę àЛ dí> 

Die Funktion (p(9), sowie auch die Konfigurationsfunktion f(9) können wir auf den 
Krümmungen *k, xx der beiden Polbahnen *C und *F interpretieren. Aus der funda­
mentalen Gleichung für das Rollen (siehe [2], Seite 39) 

ausgehend, erhalten wir 

(15) 

lk - lx = 

mod ę = 

dď _ dЭ 

d xs ~ d 1 ^ 

1 
lk - xx\ 

Ferner folgt aus der Beziehung für den Tangentenwinkel T_ der ersten Rastpolbahn 
mit der ersten Achse S 

dass 

gilt, woraus 

(16) 

т- = arg V = arg ję = - + arg ę , 
2 

lfe = ̂  = S^ = ( a r g < p ^ l k - l x ) 
đ s dð ďs 

arg = f ^ 
^ J lk - lx 

à9 

folgt. Die Funktion cp(9) kann demnach mittels der Krümmungen *k, xx der beiden 
ersten Polbahnen in der Form 

(17) 
1 

P - Ï Ï I1* - xx\ 
exp j ik 

-dö 

ausgedrückt werden. F ü̂r die Konfigurationsfunktion f(9) erhalten wir dann 

(18) 
1/.-

R e / = ~ - , I m / - ( l n | 1 f c - 1 x | ) ' . 
fc — x 
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Die Funktionen / und cp sind auf Grund der Beziehungen (17) und (18) interpretiert. 
Die Beziehung (17) erlaubt die Bewegung, die durch die Krümmungen xk(#), 1x(S), 
in der Form von reellen Funktionen des Argumentes & gegeben sind, auszudrücken; 
die Gleichung der beiden Polbahnen sind durch die Gleichung (12) gegeben und der 
kinematische Parameter der Bewegung ist durch die Gleichung (14) ausgedrückt. 

5. EINIGE SPECIALBEISPIELE 

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Spezialbewegungen, die durch solche 
Funktionen cp(S) gegeben sind, die eine einfache Ermittlung der Integrale in der 
Gleichungen (12) und Aufstellung der Gleichungen der beiden ersten Polbahnen 
ermöglichen. 

a) Sei cp(3) = sin x9, x 4= 0, x = x = konst. 

Dann ist 

/(#) = -jx cotg xS , x9e (0; n). 

a) Betrachten wir zuerst den Fall x = 1. Dann ist 

/ ( # ) = -j cotg 5 , $e(0;n). 

Der kinematische Parameter der Bewegung ist 

m íø í Гø sin S ds) áS = ţ (-j - $) - ІJ 

und die Polbahnen der Bewegung sind 

XC = z = - j cos 3 ; XF = £ = i-9 - \S2 . 

Die erste Rastpolbahn stellt eine Strecke und die erste Gangpolbahn eine gewöhnli­
che Zykloide dar. Die Situation in der Phase S -> 0 ist in Abb. 1 dargestellt. Für diese 
Bewegung ist der k-te Rastpol durch die Beziehung 

kz= -ijk0-ij(i-(-if)0 

gegeben. Wegen 
k+2z - kz = -jO für k ^ 1 

liegen die Rastpole derselben Parität in der Phase 9> auf derselben Geraden, wobei 
die Trägergeraden der Polen beider Paritäten parallel sind. Die Situation in der 
Phase 9 = ^n ist in Abb. 2 dargestellt. 
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P) Fur O < |x| 4= 1 ist 

/ 1 1 
m = — ( — exp jx,9 — — exp ( — jxS) 

2x\x — 1 x + 1 

und die Polbahnen der Bewegung sind 

XC = z = cos x# 
X 

i Г = Ç = _ j/expj^ ~ 1)3 + exp(-I(x + 1)3)\ 
2 V и - 1 x + 1 / 

0 1 s 
1c v-

ЙУ"" s I 

-p 

/I 

0 •^т/ 
-c V 

/ / 

1 / 

/ s 

І 
/ 

\*p 

\ \ 

V'\ v\ 

Obr. 1. Obr. 2. 

Die erste Rastpolbahn stellt eine Strecke dar und die erste Gangpolbahn ist für 
Ixl > 1 eine Hypozykloide mit den Radien der Kreislinien 

K = 
1 

x2 - 1 ' 2(1 + | к | ) ' 

Obr. Зa. Obr. Зb. 
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siehe Abb. 3a (für x = 2) und 3b (für x = —2), beides für die Phase # -» 0, und für 
0 < IHI < 1 eine Epizykloide mit der Radien der Kreislinien 

К = r =. 1 - x2 ' 2(1 + H ) ' 

siehe Abb. 4a (für x = ^) und 4b (für x = —£), beides für die Phase 9 -• 0. 

0 f s 

X 

Г 
\ < Г 

( 
К̂ 

^ I 
\ 5? ) 

"c 

1 s 

Obr.4a. Qbr. 4b. 

b) Die Wahl cp = sinh xS, x + 0, führt zur Bewegung mit den Polbahnen 

lC = z = -coshxS 

lr ~ c = ~o(QXpxS + exP(~x<9) 
2 \ x - j x + j 

Die erste Rastpolbahn stellt eine Halbgerade und die erste Gangpolbahn eine Pseudo­
zykloide (betreffs dieser siehe [3], Seite 119 — 123) dar. 

c) Sei cp = Sn0 , 9 e ( - oo; 0) u (0; oo), n natürlich. 
Dann ist 

/(_) = i 7" 

der kinematische Parameter ist 

m _____ [э" + 16> dЗ = —— ø / f У ^ " + ^!ďł , 
n + 1J n + 1 І=O i! 
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und die Polbahnen des äquivalenten Rollens sind 

И+1 Ì Í - 1 
lC = z = n\0jn+íYrl  

I - I (/-!)! 

i г = г = C = ; Qи + 1 

П + 1 
P' 

Die erste Rastpolbahn ist gleich der n-ten Kreisevolvente mit dem Radius des Grund­
kreises r = n\ und dem Anfangspunkt im Punkte (n\ j n ) . Die erste Gangpolbahn ist 
für gerades n eine Gerade (die zweite Koordinatenachse l) und für ungerades n 
eine Halbgerade (die zweite positive Halbsache I). In den Abb. 5 und 6 ist der Fall 
für n = 1 und n = 2 in der Phase 9 -> 0 dargestellt. 

*C(ð>0) 
ү/^~ 

1CCў>0) 
fp -1 s 
\Я 0 I 

1CCů<0) 

Obr. 6. 
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S o u h r n 

GEOMETRICKÁ SYNTÉZA POHYBU 
PŘI DANÉ PÓLOVÉ KONFIGURACI 

JAROSLAV CHUDÝ 

V příspěvku jsou vyšetřovány komplanární pohyby, mající předepsanou pólovou 
konfiguraci té vlastnosti, že pro tři po sobě následující pevné póly platí podmínka (l) 
obsahující tzv. konfigurační funkci /. Po vyloučení triviálních případů je ukázána 
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existence takových pohybů a nalezena jejich representace. Pro případ, kdy jde 
o první tři póly, je provedena geometrická syntéza těchto pohybů tak, že jsou vy­
šetřeny rovnice obou prvních polhodií; kromě toho je nalezen vztah mezi křivostmi 
těchto polhodií a konfigurační funkcí. Pro týž případ a pro některé volby konfigurační 
funkce jsou vyšetřeny a znázorněny příslušné specielní pohyby. 

Anschrift des Verfassers: Doc. Jaroslav Chudý, Katedra matematiky fakulty strojní ČVUT, 
121 35 Praha 2, Karlovo nám. 13 
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