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SVAZEK 20 (1975) APLIKACE MATEMATIKY ¢lsLo 6

GEOMETRISCHE SYNTHESE DER BEWEGUNG
BEI GEGEBENER POLKONFIGURATION

JArROSLAV CHUDY

(Eingegangen am 11. Mirz 1975)

1. PROBLEMSTELLUNG

In diesem Beitrag will ich auf meine Arbeit [1] ankniipfen, in der ich ebene Bewe-
gungen

z=m(9) + (O, O =expjI

untersucht habe, die analytisch im Intervall I(9) sind und bei welchen drei aufeinan-
derfolgende Rastpole im ganzen Intervall der Bedingung

k+ZZ _ k+IZ =a '(h+lz _ kz)

geniigen; hier bedeutet k eine natiirliche Zahl und a eine beliebige komplexe Kon-
stante?).

Nun will ich ebene Bewegungen untersuchen, die analytisch im Intervall 1(9)
sind und bei welchen drei aufeinanderfolgende Rastpole im ganzen Intervall I(9)
der Bedingung

(1) k+Zz _ k+lz — f(s) X (k+lz — kZ)

geniigen; hier bedeutet k eine natiirliche Zahl, f(9) eine gegebene komplexe Funktion
der reellen Variablen 3, die im Intervall 1(9) weiter brauchbare Forderungen erfiillt.

Die Eigenschaft (1) fiihrt auf eine komplexe lineare und homogene Differential-
gleichung (k + 2)-ter Ordnung fiir die Funktion m(9) — des sogenannten kinema-
tischen Parameters — in Form von

(2) mk+2) _ ](1 + f) mk+1) _ f m(k) =0 ,

1) Ich bitte den Leser, der mit der Benutzung der komplexen Symbolik nicht vertraut ist, die
Einfiihrung in der zitierten Arbeit [1] durchzulesen; ausfihrlich siehe [2], Seite 153 — 160.
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wo wegen Kiirze die Bezeichnung des Argumentes $ in den Funktionen m(9), f(9)
ausgelassen wurde. Die Funktion f(9) moge solche Bedingungen geniigen, damit
fiir jede Wahl von Anfangsbedingungen fiir jedes 9, € I(9) die Existenz und Ein-
deutigkeit der Losung von Gleichung (2) garantiert sind.

Aus der S-Invarianz von *z (beziiglich der Koordinatentransformation in der
Rastebene (S)) folgt die S-Invarianz der Eigenschaft (1).

Wir eliminieren aus unseren Betrachtungen zuerst diejenigen Bewegungen, bei
welchen *z = **1z im ganzen Intervall I(9); in diesem Fall folgt aus (1), dass
¥’z = ¥z fiir alle natiirlichen Zahlen k’ > k, sodass es sich um Bewegungen handelt,
bei welchen in jeder Phase die Rastpole von der Ordnung k' > k mit dem Pol *z
zusammenfallen. Auch diejenigen Phasen, fiir die f(S) = 0 und die durch das Zusam-
menfallen der Rastpole von der Ordnung k' > k + 1 mit dem Pol **!z charakteri-

siert sind, lassen wir beiseite.

Wir fragen zuerst nach der Mdoglichkeit, ob Eigenschaft (]) fiir alle k' > k giiltig
sein kann — in diesem Fall sprechen wir kurz von der Invarianz von (1) beziiglich
k — danach untersuchen wir die Frage nach der Existenz der Bewegung mit der
Eigenschaft (1) und schliesslich fiir den Fall k = 1 fiihren wir die geometrische Syn-
these der Bewegung in Form eines dquivalenten Rollens durch und zeigen einige
Beispiele fiir die spezielle Wahl der Funktion f(9) an. Die Eigenschaft (1) bezeichnen
wir als Konfigurationseigenschaft (im oben angeflihrten Sinne) und die Funktion -
f(8) nennen wir Konfigurationsfunktion.

2. INVARIANZ VON (1) BEZUGLICH &

In diesem Fall muss die Konfigurationseigenschaft (1), die fiir gegebenes k gilt,
auch fiir alle k' > k erfillt sein, d. h. auch fiir k + 1. Dann gilt

(3) m** — (1 + flmED — fm*D =0,
Die Differentiation von (2) ergibt aber die Gleichung
mE*D — (1 4 ) m*+D = (f 4+ ) mEED — m® =0
Soll diese mit der Gleichung (3) identisch sein, dann muss
fro(m®*D — jm®) =0
gelten. Daraus folgt entweder

f' = 0= f = konst. (dies wurde in der Arbeit [1] durchgefiihrt),

oder
mEtD @ = g
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mit der Lésung
4 m=P,_,+ 70,

wobei

k=1
Pioi =Y 7%, Y0 715-- 7 sind beliebige komplexe Konstanten .
i=0

Die entsprechende Bewegung ist nach der Wahl der Systeme S und X durch die
Gleichung

k-1
z=Y99 +(0 fir k>1
i=1
(dazu siehe nither [2] auf Seite 63—65) und
z={00 fir k=1

(dieser Fall stellt eine Rotation dar) reprisentiert.
Die in diesem Abschnitt betrachteten Fille schliessen wir als trivial aus der weite-
ren Betrachtungen aus.

3. EXISTENZ DER BEWEGUNG MIT EIGENSCHAFT (1)

Man zeigt ohne Miihe, dass die Gleichung (2) die partikuldre Ldsung m, fiir die
mP = O gilt, d. h. also m; = P,_, + j %O, besitzt. Mit Hilfe dieser partikuliren
Ldsung, die zu den in Abs. 2 ausgeschiedenen Bewegungen fiihrt, kann auf Grund
der bekannten Substitution m® = @ . h(9) die Ordnung der Gleichung (2) erniedert
werden und (2) geht in die Gleichung

B —j(f—1)h =0
iiber. Thre Losung ist

h=c + czf(expjj(f— 1)d9) d3,

wobei ¢y, ¢, beliebige komplexe Konstanten sind, sodass
m® =0 .(c + cZJ‘(exp ]ka — 1)d9)d9).

Daraus folgt durch k-fache Integration die allgemeine Lésung der Gleichung (2)

5) m=Pe,+ ykj...K@Kexpjf(f_ 1)d8>d9) 4% + ,1:0
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wobei wieder P,_, dieselbe Bedeutung wie in Abs. 2 hat. Damit ist gezeigt, dass
fir jede nichtkonstante Konfigurationsfunktion f und fiir jede natiirliche k die
Bewegung mit der Eigenschaft (1) existiert und dass ihre Reprisentation nach Wahl
der Systeme S und X durch die Gleichung

(6) z =';‘;:y,.9" + ykf. . .J@ U(exp jj(f - l)d9> d.9> ds* + e

K
fir k > 1 und

() z:vljc-)(Kexp,-f(f_ l)d9>d9>d9

fiir k = 1 gegeben ist. Dabei setzen wir voraus, dass in (6) y, & 0 und in (7) y; = 0
ist; anderenfalls kimen wir zu den in Abs. 2 ausgeschiedenen Fallen.

4. SYNTHESE DER BEWEGUNG IM FALLE k =1

Im Falle k = 1 ist die Bewegung durch die Gleichung (7) reprisentiert, in dem
vom Standpunkt der kinematischen Synthese y, = 1 gesetzt werden kann; die Bewe-
gung ist dann durch die Gleichung

() o =f@ <f(expjf(f- 1)d9>d9) d9 + o

reprasentiert. Die ersten Polbahnen dieser Bewegung sind

©) y IC=z= jJ‘<expj’[f d.9) a9,
ir=y¢ =jj(’expjf(f— 1)d9)d9.

Konstruieren wir nun die Funktion ¢(9), die mit der Funktion f(3) durch die Bezie-
hung ‘

(10) ¢=expjj‘fd9, dh f=-1%
(Y
bzw.
(11) ¢=@eijffd9, dh f=-1-12,
@

zusammenhéngt, dann sind die Gleichungen der ersten Polbahnen von der Form

12 ICEz=jf(pd9; ‘FEC:;"[(p@dS
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bzw.

Die Bewegungen mit den Polbahnen (12), bzw. (13) sind zueinander invers bei der-
selben Wahl von (p(S). Wir beschriinken uns deshalb auf die mit der Konfigurations-
funktion f(9) durch die Beziehung (10) verbundenen Funktion ¢(9), d. h. auf die

Bewegung mit den Polbahnen (12). Fiir den kinematischen Parameter m(9) gilt
in diesem Falle

(14) m(9) = j o ( j o d9> a9,

Die Funktion ¢(9), sowie auch die Konfigurationsfunktion f(9) kénnen wir auf den
Kriimmungen 'k, 1% der beiden Polbahnen !C und I interpretieren. Aus der funda-
mentalen Gleichung fiir das Rollen (siehe [2], Seite 39)

G, 49 _ 48
dls dle
ausgehend, erhalten wir
1
15 modp = ——— .
(13) ? T =1

Ferner folgt aus der Beziehung fiir den Tangentenwinkel tg der ersten Rastpolbahn
mit der ersten Achse S

1g = arg 'z’ =argj(p=§+ arg @ ,

dass
dt drg d9
e==—5=25""=(arg o) (*k — %
dls  d9dls (arg o) ( )
gilt, woraus
1
k
(16) arg ¢ = j—lk — 1; dg

folgt. Die Funktion ¢(9) kann demnach mittels der Kriimmungen 'k, *» der beiden
ersten Polbahnen in der Form

1 %
17 - j ds
(a7) ? T =1 eXp’j’k

ausgedriickt werden. Fiir die Konfigurationsfunktion f (9) erhalten wir dann

(18) Ref = , Imf=(In|"k — 'x|).

lk-—l}{
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Die Funktionen f und ¢ sind auf Grund der Bezichungen (17) und (18) interpretiert.
Die Bezichung (17) erlaubt die Bewegung, die durch die Kriimmungen k(9), '»(9),
in der Form von reellen Funktionen des Argumentes 9 gegeben sind, auszudriicken;
die Gleichung der beiden Polbahnen sind durch die Gleichung (12) gegeben und der
kinematische Parameter der Bewegung ist durch die Gleichung (14) ausgedriickt.

5. EINIGE SPECIALBEISPIELE

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Spezialbewegungen, die durch solche
Funktionen ¢(9) gegeben sind, die eine einfache Ermittlung der Integrale in der
Gleichungen (12) und Aufstellung der Gleichungen der beiden ersten Polbahnen
ermoglichen.

a) Sei ¢(9) = sin %3, x + 0, x = % = konst.
Dann ist
f(9) = —jxcotgxd, x3e(0;n).

a) Betrachten wir zuerst den Fall ¥ = 1. Dann ist
f(8) = —jcotgd, 9e(0;m).

Der kinematische Parameter der Bewegung ist
m =J\0(J.@sin9d9>d9 =10(—-j - 9) - 1jO

und die Polbahnen der Bewegung sind

Die erste Rastpolbahn stellt eine Strecke und die erste Gangpolbahn eine gewohnli-
che Zykloide dar. Die Situation in der Phase 3 — 0 ist in Abb. 1 dargestellt. Fiir diese
Bewegung ist der k-te Rastpol durch die Beziehung

k, = —1jk@ — 1j(1 — (1)) @
gegeben. Wegen
M2z -tz = —jO fir k21
liegen die Rastpole derselben Paritdt in der Phase 3 auf derselben Geraden, wobei

die Tragergeraden der Polen beider Parititen parallel sind. Die Situation in der
Phase 3 = 1 ist in Abb. 2 dargestellt.
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B) Fir 0 < |x =+ 1 ist

j 1 . 1 P
m = -— exp jxd — - exp (— j»9
2%(%-1 PJ %+ 1 p(=] )>

und die Polbahnen der Bewegung sind

1Ic=z= —7cosxd
%
g (i =1)9 exp (=il +1)9)
2 x — 1 %+ 1 '
0 / s

IANES)
g

Obr. 1. Obr. 2.

Die erste Rastpolbahn stellt eine Strecke dar und die erste Gangpolbahn ist flir
|%| > 1 eine Hypozykloide mit den Radien der Kreislinien

R = l"l , r= L -,
xr -1 2(1 + le)
i)
4C -
2 \ / . %
0 1 Z -1 0 s
7 // S |
AN \( /’ x ? I
P
Obr. 3a. Qbr. 3b.
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siche Abb. 3a (fiir » = 2) und 3b (fiir x = —2), beides fiir die Phase 3 — 0, und fiir
0 < |%| < 1 eine Epizykloide mit der Radien der Kreislinien

[T !

o=
1= 3? 2(1 + |])

siche Abb. 4a (fiir » = }) und 4b (fiir x = —1%), beides fiir die Phase 3 — 0.

7 1P\
[ N 0 1s
‘ ]

Obr. 4a. Qbr. 4b.

b) Die Wahl ¢ = sinh x3, % = 0, fiihrt zur Bewegung mit den Polbahnen

1C =z =Lcoshxd
%
11"5{:];@ exp,x\9+exp(—x9) .
2 X — ] x+ j

Die erste Rastpolbahn stellt eine Halbgerade und die erste Gangpolbahn eine Pseudo-
zykloide (betreffs dieser siehe [3], Seite 119 —123) dar.

) Seip =90, IYe(—o0;0)u (0; 0), n natiirlich.

Dann ist
9)=1—-"
1@ =1-2
der kinematische Parameter ist
n+1
m=—1_{or1@a9 =L LO7 Y] —l(” ki 1) 9,
n+ 1
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und die Polbahnen des dquivalenten Rollens sind

. +1n+1 X 9:'-—1
C=z=nloj" it s
2
1 — 1 sqn+1
r={=——3j9 .
n+1

Die erste Rastpolbahn ist gleich der n-ten Kreisevolvente mit dem Radius des Grund-
kreises r = n! und dem Anfangspunkt im Punkte (n! j"). Die erste Gangpolbahn ist
fiir gerades n eine Gerade (die zweite Koordinatenachse X) und fiir ungerades n
eine Halbgerade (die zweite positive Halbsache X). In den Abb. 5 und 6 ist der Fall
fiir n = 1 und n = 2 in der Phase 3 — 0 dargestellt.

1,

-

ﬂmoz 08>0)

7

C6<0)

Obr. 5. Obr. 6.
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Souhrn

GEOMETRICKA SYNTEZA POHYBU
PRI DANE POLOVE KONFIGURACI

JAROSLAV CHUDY
V piispévku jsou vysetfovany komplanarni pohyby, majici pfedepsanou pdlovou
konfiguraci té vlastnosti, Ze pro tfi po sob& nasledujici pevné pély plati podminka (1)

obsahujici tzv. konfiguraCni funkci f. Po vyloudeni trividlnich pfipadi je ukazana
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existence takovych pohybil a nalezena jejich representace. Pro piipad, kdy jde
o prvni tfi pdly, je provedena geometricka syntéza téchto pohybii tak, Ze jsou vy-
Setfeny rovnice obou prvnich polhodii; kromé toho je nalezen vztah mezi kfivostmi
téchto polhodii a konfiguracni funkci. Pro tyZ pfipad a pro nékteré volby konfiguraéni
funkce jsou vySetfeny a zndzornény pfislusné specielni pohyby.

Anschrift des Verfassers: Doc. Jaroslav Chudy, Katedra matematiky fakulty strojni CVUT,
121 35 Praha 2, Karlovo nam. 13
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