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SVAZEK 25 (1980) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 3 

GRUNDLAGEN DER RAUMLICHEN KINEMATISCHEN 

GEOMETRIE II 

ADOLF KARGER 

(Eingegangen 5. September 1974) 

1. EINFÜHRUNG 

Der Artikel ist eine Fortsetzung des Artikels [1] und wird der Analyse und der 
Synthese der helikoidalen Bewegungen gewidmet. 

Im der Analyse der helikoidalen Bewegungen gewidmeten Teil werden die helikoi­
dalen Bewegungen als die Zweischräubenbewegungen charakterisiert und es sind 
Invarianten der helikoidalen Bewegungen gefunden. 

Weiter sind die Beziehungen zwischen den der Zweischraubenbewegung bestim­
menden Größen und den Invarianten der Polflächen und den Invarianten der Be­
wegung gefunden. 

Im der Synthese der helikoidalen Bewegungen gewidmeten Teil sind alle helikoida­
len Bewegungen, die eine ebene, gerade oder sphärische Trajektorie haben und heli-
koidale Bewegungen, die eine mit der festen Geraden beständig inzidierende Gerade 
in dem Gangraum haben, gefunden. 

2. ANALYSE DEN HELIKOIDALEN BEWEGUNGEN 

Es sei g((p) eine Bewegung mit dem Rastrichtkegel R((p) und mit dem kanonischen 

Parameter cp. Dann kamt man die Frenetschen Formeln in der Form (siehe [1] mit 

-\x2 für/i2) 

(1) R = Rx + vR2, 

R[ = K{TX -f- \i{T2 , R2 = xtT2 , 

T; = - ^ K ! + %2N! - /XiR2 + [i2N2 , T2' = -KXR2 + x2N2, 

N\ = -x2Tt - fi2N2 , N2 = -x2T2 , 
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wo (p, v, %!, K29 nl9 //2 die Invarianten der Bewegung sind, schreiben. (Wir setzen 
xx + 0 voraus.) Jeden Vektor l e g können wir gemäß [1] in der Form (x91), wo x 
und t Vektoren des dreidimensionalen Vektorraums V3 sind, schreiben. Bezeichnen 
wir (x; t) das gewöhnliche Skalarurodukt in V3 und x x t das gewöhnliche Vektor­
produkt in V3 (siehe [ l ]) . 

Ist A ein Punkt in £ 3 , ist seine Trajektorie A(cp) = g(<p) Ä. Der Tangentialvektor 
dieser Trajektorie ist A' = RA. Schreiben wir R = (x, t), gewinnen wir leicht, daß 
dann Ä = x x A + t, wo A der Radiusvektor des Punktes A bedeutet. Analog für 
den Vektor v gilt Rv = x x v. 

Wählen wir einen beliebigen Vektor l e g , dann gibt es eine einzige einparametrige 
Teilgruppe der Gruppe G mit dem Tangentialvektor X (es ist die Schraubenbewegung 
g((p) um die feste Gerade p und mit festem Parameter v). Finden wir p und v. Schrei­
ben wir X = (x, t) und es sei (x; x) = 1. Dann haben wir für die Punkte der Geraden 
p = A = xxt + Xx 

A' = XA = x x (x x t + Xx) + t = (x; t) x . 

Satz 1. Es sei X = (x, t) e $, (x; x) = 1. Dann ist g(cp) = exp (<pX) die Schrauben-
bewegung um die Achse p = A = xxt + Xx mit dem Parameter v = (x; t) und 
dem Drehungswinkel cp. 

Bemerkung . Das heißt, daß (x, t) die Plückersche Koordinaten von der Achse 
der zugehörigen Schraubenbewegung sind (siehe [2]). Wenn also R = [x, i) der 
Richtkegel der Bewegung ist, dann ist X(<p, X) = x(cp) x t(cp) + X x(cp) die Gleichung 
der Polfläche (siehe [l]) . 

Satz 2. Es sei g((p) die Bewegung mit den Frenetschen Formeln (1). Bezeichnen 
wir 2F = [S, el9 e2, e3) das Frenetsche Dreibein der Rastpolfläche (siehe [2]), so 
bestimmen die Vektoren Rl9 Tl9 Nx die Geraden S + Xel9 S + Xe2, S + Xe3. 

B e m e r k u n g . 5 ist die Striktionslinie, ex ist der Vektor der erzeugenden Gerade, 
e2 ist der Vektor der Normale der Polfläche in dem Punkt der Striktionslinie. 

Beweis. Wir führen die direkte Ausrechnung mit der Benutzung des Satzes 1 
durch. 

Satz 3. Es sei 3F = \S9 el9 el9 e3} das Frenetsche Dreibein der Rast polfläche. 
Dann gilt 

(2) — = \x2ex + jixe3 , 
d(p 

e\ = xxe2 , e2 = -x1el + x2e3 , e3 = -x2e2 , 

und wenn a der Bogen von dem sphärischen Bild der Rastpolfläche ist, so ist 
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(3) — = Hi , — - fc , — = d , — = q, 
dcB % i %i % i 

wo k die sphärische Krümmung, d der distributive Parameter und q die übrige 
Invariante der Rastpolfläche ist (siehe [2]). 

Beweis. Wir benützen den Satz 2 und die Formeln (l); z. B. schreiben wir S' = 
= ae1 + ße3, Rx . S = 0 d. h. R[ . S + Rx . 5 ' = (j^Ti + /^T-.) S + P^aej + 
+ ße3) = fite2 + ße± x e3 = 0 d. h. ß = pt1. Die übrigen Beziehungen beweisen 
wir analog (siehe auch [1]). 

Satz 4. Es sei eine helikoidale Regelfläche mit der Achse o, der erzeugenden 
Geraden p und dem Parameter v gegeben. Bezeichnen wir a den Winkel von der 
Achse o und der Geraden p, m den Abstand der Geraden p und o — d.h. den Radius 
der Fläche. Dann gilt für die Invarianten dieser Fläche 

(4) fc = cotg a , d = v — m cotg a , q = m + v cotg a . 

Beweis . Wir führen die direkte Ausrechnung durch (siehe [2]). 

Definition 1. Es seien px = (x, t), p2 = (y, s) zwei verschiedene nicht parallele 
Geraden, die durch die Plückerschen Koordinaten gegeben sind. Bezeichnen wir 

(x; y) = cos 9 , (x; s) + (y: t) = d sin $ , 

wo $ ihr Winkel und d ihr Abstand ist. Es sei gi(<Pi) bzw. g2(cp2) die Schrauben-
bewegung um die Achse px bzw. p2 mit dem Parameter vx bzw. v2 und dem Winkel 
der Drehung cp1 bzw. cp2. Die Bewegung g(cp) = gi(<Pi) . g2(cp2), wo cp1 = coxcp, 
cp2 = co2cp, G>I + 0 , co2 4= 0, cüi, co2 konstant sind, nennen wir die helikoidale 
Bewegung, die durch co1, co2, d, .9 bestimmt wird. 

Finden wir die Richtkegel dieser Bewegung. Bezeichnen wir P1 = (dg1jdcp1) g^1 

-°2 = (dg2/d<p2) gj1. Dann ist Px = (x, t + vxx), P2 = (y, s + v2y). Weiter 

R{<p) = (0102)' (g ig2)_ 1 = gigr1 + gi • g'iQi1 • gr1 = 

= adgi(g ' ig2
 1 + gigr1) = adai(coiPi + co2P2). 

Also gilt 

(5) R(cp) = ad gi[>i(x, t + vix) + co2(y, s + v2y)~\ , 

(6) R(cp) = ad gj^co^x, t + vxx) + co2(y, s + v2yj\ . 

Da cp der kanonische Parameter ist, muß <K(<p), R(cp)} = 1 gelten (siehe [1]), d. h. 

(7) o>i + co\ + 2co1co2 cos S = 1 . 

Weiter setzen wir voraus, daß (7) gilt. Wir können auch co1 > 0, co2 > 0 ohne die 
Allgemeinheit einzuschränken voraussetzen. 
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Nun finden wir die Invarianten der helikoidalen Bewegung. Aus den Beziehungen 
(5) und (6) sehen wir, daß die Polflächen die helikoidale Regelflächen sind, können 
wir also ihre Invarianten zufolge des Satzes 4 finden. 

Bezeichnen wir 

Q = co!P! + co2P2 = (coxx + co2y, coxt + co2s + vxcoxx + v2co2y) ~ 

= R(Q) = R(0). 

Für den Parameter v der helikoidalen Bewegung bekommen wir dann 

v = (coxx + co2y; coxt + co2s + vxcoxx + v2co2y) = 

= vxco\ + v2co\ + coxco2[d sin $ + (vx + v2) cos $] . 

Wenn q die erzeugende Gerade der Rastpolfläche und der Gangpolfläche für cp = 0 
ist, haben wir für ihre Plückersche Koordinaten Qx: 

ö i 

Qi = Q — v(0, coxx + co2y) = (coxx + co2y, coxt + co2s + 

+ (v j - v) COxX + (v 2 - v) C02y) , 

v! — v = (vi — v2) co2(co2 + cox cos 9) — coxco2d sin $ , 

v2 ~ v — (v2 ~ vi) cox(cox + co2 cos #) — coxco2d sin # . 

Bezeichnen wir ax bzw. a2 den Winkel von der Geraden q und px bzw. p2 , mx 

bzw. m2 den Abstand der Geraden q und pj_ bzw. q und p2. Dann gilt ax — a2 = ö, 
wii — m2 = d. Weiter bekommen wir 

(8) cos ax = (x; coxx + co2y) = cox + co2 cos 9>, 

cos a2 = (y; coxx + co2y) = co2 + cox cos $ , 

sin a t = co2 sin S , sin a2 = —co1 sin # . 

Weiter 

mx sin ax = (x; coxt + co2s + (vx — v) cojx + (v2 — v) co2x) + 

+ (t; coxx + co2y) = 

= co2 sin S\dco2(to2 + cox cos #) + (vx — v2) coxco2 sin 3] s 

(9) mj = dco2(co2 + cox cos 3) + (vx — i?2) coxco2 sin »9 , 

m2 = — dco^cOi + co2 cos S) + (vx — v2) coxco2 sin «9 . 

Bezeichnen wir kx, dx, qx die Invarianten der Rastpolfläche, k2, d2, q2 die Inva­
rianten der Gangpolfläche. Dann gilt 

+ 

co2 sin $ 

/ I A \ / * cox + co2 cos ^ , 
(10) kx = cotg ax = - i ± , k2 = cotg a2 = 
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co2 + coi cos 3 

coi sin 3 

di = vi — mx cotg ax = vico2(co2 + a>i cos 3) + v2cOi(co1 + co2 cos 3) — 

— <i[cOiC02 sin 3 + cotg 3] = d2 , 

qt = mt + vi cotg cc1 = dco2(co2 + coj cos 3) + (vi — v2) cOiC02 sin 3 + 

vi(coj + co2 cos 3) 

co2 sin 3 

q2 = m2 + Vi c o l 8 a2 ~ ~do>i(ö>i + co2 cos 3) + (vi — v2) COJOJ2 sin 3 — 

^2(^2 + o>i c o s 3) 
coi sin 3 

Aus den Beziehungen (3) und der Gleichung k — H = xx
x bestimmen wir nun die 

Invarianten der Bewegung. 

Satz 5. Für die Invarianten der helikoidalen Bewegung gilt 

(11) xx = C0ico2 sin 3 , x2 = co\ + co1cx>2 cos 3 , ü2 = — co2 — C0ico2 cos 3 , 

v = viWi + v2co2 + co^^d sin 3 + (vi + v2) cos 3] , 

fit — C0ico2[vico2 sin S(co2 + cot cos 3) + v2cox sin S(cot + co2 cos 3) — 

— dco1(x>2 sin2 $ — d cos 3] , 

\i2 = cOiCo2 sin 3[d(co2 + coj cos 3) + coi(vi — v2) sin 3] + 

+ viCOi(cOi + co2 cos 3 ) , 

jl2 = coico2 sin 3[ —J(cOi + co2 cos 3) + co2(vi — v2) sin 3] — 

— v2co2(co2 + coi cos 3) . 

Bemerkung . Beachten wir, daß \i2 — ß2 = v gilt. Endlich bemerken wir, daß die 
momentanen Bewegungen genau dann Rotationen sind, wenn 

vico2 + v2co2 + cOiCo2[c/ sin 3 + (vt + v2) cos 3] = 0 

d. h. wenn 
m2 + v2 cotg a2 = mx + vi cotg ocl ist . 

3. SYNTHESE DER HELIKOIDALEN BEWEGUNGEN 

Wir werden uns weiter den speziellen Fragen der Synthese der helikoidalen Be­
wegungen widmen. 
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Satz 6. Es sei <F = {S, eit e2, e3} bzw. 2F = {S, ex, e2, e3} 'das Frenetsche Drei­

bein der Gangpolfläche bzw. der Rastpolfläche einer Bewegung g(cp). Dann gilt 

g(q>)W (<p) = &{q>). 

Beweis. Der Satz folgt aus der Gleichung ad g((p) R((p) = R((p) und deren Ablei­
tungen (siehe [1]). 

Es sei nun A Punkt, der fest mit der Rastpolfläche verbunden wird. Dann werden 
seine Koordinaten xx(cp), x2(cp), x3(cp) im Dreibein ^(cp) durch die Beziehung 

(12) i = %) + Z^)^W 
i = l 

definiert. Durch Differenzieren der Gleichung (12) nach q> bekommen wir 

3 3 

0 = S' + "T x[et + £ x.e\ = (ß2 - Kix2 4- x[) et + (xlxl - x2x3 + 
i = l i = l 

+ X'l) e
2 + 01- + X 2 * 2 + ^3) e3 9 

wo wir die Beziehungen (3) benützt haben. 

In folgenden sagen wir, daß die mit der Rastpolfläche fest verbundenen Punkte 

Rastraum bilden und analog für den Gangraum. 

Satz 7. Es sei A bzw. A ein Punkt des Rast- bzw. Gangraumes mit den Koordi­
naten xt bzw. xt hinsichtlich des Frenetschen Dreibeins 3F bzw. 3F'. Dann gilt 

(13) xi = X±X2 fi2 , X2 = X±X± -j- X2X3 9 *3 =: ^2*2 ßl 9 

(14) Xl = X±X2 — \i2 , X2 = — X±X± + X2X3 , X3 = —x2x2 — \i^ . 

Satz 8. Fs sei u bzw. ü ein Vektor des Rast- bzw. Gangraumes. Bezeichnen wir ut 

bzw. üi seine Koordinaten hinsichtlich des Dreibeins 3F bzw. 3F. Dann gilt 

(15) u\ = xiu2 , u2 = -xlu1 + x2u3 , u3 = -x2u2 , 

(16) ü\ = x1ü2 , u2 = —x1ü1 + x2ü3 , ü'3 = — X2Ü2 • 

Beweis . Wir benützen den Satz 7 für die sphärische Bewegung. 

Satz 9. Der Punkt X aus dem Gangraum mit den Koordinaten xt in dem Dreibein 
&> hat genau dann eine ebene Trajektorie, wenn ein Vektor u 4= 0 aus dem Rastraum 
mit den Koordinaten ut in dem Dreibein 3F existiert so, daß die Gleichungen (14) 
und 15) erfüllt sind und es gilt 

(17) vut — x3u2 + x2
w3 = 0 . 

Beweis . Soll die Trajektorie des Punktes X in einer Ebene liegen, muß ihr Tangen-
tialvektor während der ganzen Bewegung senrecht zum festen Vektor sein. Der 
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Tangentialvektor der Trajektorie des Punktes X hat die Koordinaten v, — x3, x2 

hinsichtlich des Dreibeins 3F. 
In folgendem beschränken wir uns auf die helikoidalen Bewegungen, d. h. auf 

Bewegungen mit konstanten Invarianten. In diesem Fall können wir leicht das 
allgemeine Integral der Gleichungssysteme (13) —(16) finden. 

Satz 10. Das allgemeine Integral des Gleichungssystems (13) im Fall der heli­
koidalen Bewegung ist 

(18) xx = —co12x2d(p + x2C + KXCX cos coxcp + K1C2 sin cot(p , 

x2 = C0i2e — cOjC! sin coycp + cD1C2 cos cot(p , 

x3 = —co^Xiöcp + %!C — ^ C i cos coxcp — x2C2 sin co^ , 

wo co\ = x\ + %2, <5 = >i?iJii + x2fi2, s = X\\i2 — >c2fi1. C, Cl5 C2 sinJ Integration-
konstanten. 

Nun müssen wir einige Vorbereitungsbetrachtungen durchführen. Es sei die Glei­
chung 

n 

(19) A + £ [Ai cos #iX + Bi sin S.oc + x (Q cos 3fx + Df sin ^£x)] = 0 
i = l 

gegeben, wo Sh Ah Bh Ch D{ reele Konstanten sind und &t + 0, |$J + |Sy|, i,j = 
= l , . . . , n . 

Wir beweisen, daß die Gleichungen (19) für alle x genau dann erfüllt ist, wenn 
A = Ai = Bt = Ci = Di = 0 gilt. Setzen wir für x den Wert — x ein, erhalten wir 
zwei Gleichungen 

n 

(20) A + £ (Af cos Sfx + xDi sin ^ x ) = 0 , 
i = i 

n 

(21) J] (Bi sin $tx + xCi cos 9tx) = 0 . 
i = l 

Durch Differenzieren (21) bekommen wir 

^ [(SfBi + Ci) cos $iX - SiXCi sin &tx] = 0 . 
i = i 

Legen wir i9fBi + Ct = Fi, ^tCi = Ff und nehmen wir die 2m-te Ableitung in dem 
Punkt x = 0, erhalten wir 

t(Eß2m + 2mFi32m~1) = 0 . 
i = i 

Für m = 0, . . . ,2n — 1 erhält man das System von 2n Gleichungen für die Un­
bekannten Eh Fh Wenn W = |ajf| die Determinante von diesem Gleichungsystem ist, 
ist aJ

k = 32°'~2 ) für 1 ^ k ^ n, 1 = j = 2n und a£ = 2(j - 1) S2^"1*""1, n + 
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+ 1 :g k — 2n, 1 — j 5J In und wir finden leicht, daß W + 0 gilt. Also bekommen 
wir Et = Fi = 0, d. h. Ct = Bt = 0. 

Durch Differenzieren der Gleichung (20) erhalten wir 

7! 

£ [(-<M{ . + Dt) sin v9tx + x^-D; cos BiX] = 0 
i = i 

und analog wie in (21) haben wir D( = At = 0 und aus (20) bekommen wir A = 0. 
Betrachten wir nun die Gleichung 

(22) a + b cos coLx + c sin ojjX + d cos co2x + e sin co2x + 

+ fcos o^x sin co2x + g sin coxx cos co2x + 

+ h cos coxx cos co2x + / sin coxx sin co2x = 0 , 

wo coj > 0, co2 > 0 und untersuchen unter welchen Umständen die Gleichung (22) 
für alle x erfüllt ist. Nach einer Umformung bekommen wir 

(23) 2a + 2b cos cotx + 2c sin coxx + 2d cos co2x + 2c sin co2x + 

+ (f + g) sin co3x — (f — g) sin co4x + 

+ (h + l) cos co4x + (h — l) cos OJ3X = 0 , 

WO OJ3 = COj + co2, co4 = col — co2. 

Diese Gleichung (23) kann eine nichttriviale Lösung nur in dem Fall haben, wenn 
tO; = +cop für irgendeine i,j = 1, ..., 4 gilt. Diese Bedingungen kann man nur für 
col = co2 oder co1 = 2co2 oder OJ2 = 20^ erfüllen. Einzige Fälle sind 
a) W + 0. Dann ist co1 + co2 und col + 2co2 und co2 + 2co1. Es ist 

(24) a = b = c = d = e=f=g = h = l = 0. 

b) cD! = co2. Dann gilt 

(25) a + h = b + d = l - h = c + e=f+g=0. 

c) co2 = 2cox. Dann gilt 

(26) a = d = e = b + h = c-g = l-h=f+g = 0. 

d) ojj = 2co2. Dann gilt 

(27) a = b = c = d + h = e-f=l-h=f+g = 0. 

Nun kann man die Gleichung (17) lösen. Für die Koordinaten xt (i = 1,2, 3) 
3 

des Punktes X = S + Y, xfii ^ e s Gangraums erhält man zufolge (18) 
t = i 

- 2 -(28) Xj = —co2
 2x25cp + x2C + XцC^ cos co2cB + ҡ^C^ sin co2cp , 

X2 = (02
2£ — OĴ Cj sin æ2cp + co2C2 cos co2cp , 
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x3 = ~co2 KxScp + XiC — x2Cj cos co2cp — K2C2 sin co2cp , 

wo 

C0\ = K\ + K\ , o5 = %i/ i i + K2ß2 , £ = X i / i 2 - K2fi1 . C, C1? C2 

die Integrationskonstanten sind. 

3 

Die Koordinaten uh i = 1, 2, 3 des Vektors u = Y^uiei ^ e s Rastsystems haben 
i= I 

wir für eine zweckmäßige Wahl des Parameters cp in der Form 

(29) ui = K2C + Ci^i cos Ojjoj , 

u2 = —OJiCi sin Ojjcc» , 

u3 = KXC — ^ 2 Q c o s w ^ . 

Die Gleichung (17) wird die Form 

(30) V(K2C + C1K1 cos OJiC!>) + ( — co2
2Kidcp + %iC — K2CX cos Oj2cl? — 

— x2C2 sin co2cp) OJiCi sin OJiC/> + (OjJ2£ — OJ2Ci sin co2cp + 

+ OJ2C2 cos co2cp) (%iC — x2Ci cos O^cp) = 0 

haben. Für die Koeffizienten der Gleichung (19) analog zu (22) erhält man die Dar­
stellung 

a = CCO2~
2(v%2OJ2 + SKX) , b = CiOJ^^v^iOJ2— £K2) , c = K1CO1C1C , 

J = xxOj2CC2 , e = — %iOj2CCi , / = %2Oj2CiCi , 

g = — OJiX2CiC! , h = —x2Oj2C!C2 , / = ~CO1K2C1C2 . 

Das Glied — cpco2
2K1öco1C1 sin cDi<p bleibt übrig. 

i) ö * 0. Dann ist Cx = 0, C 4= 0. Daraus folgt b = c = / = g = h = / = 0. In 

allen Fällen a) ... d) muß dann auch a = d = e = 0 gelten. Diese drei Gleichungen 
haben die Lösung 

VK2Cü\ + £%i = 0 , Ci = C2 = 0 . 

Die Punkte, die eine ebene Trajektorie haben, liegen auf der Geraden mit den Glei­
chungen 

X2 = —VK2\K1 . Co\\co\ , KlXl — K2X3 = 0 . 

ii) S = tt^ + x2/l2 = 0. Man soll die Gleichungen (24) —(27) lösen. In allen Fällen 
muß / + g = l — h= 0 gelten. Diese zwei Gleichungen haben die Form CtC2 = 
= CiCi = 0. Wenn Cx = 0 gilt, erhält man den vorhergehenden Fall mit ö = 0. 
Also kann man Cx + 0 voraussetzen. Dann ist Cx = C2 = 0, so d a ß / = g = /i = 
= / = 0 gilt. Weiter gilt d = e = 0, so daß a = b = c = 0 d . h . 

C = 0 , VK1CO\ — IK2 — C(VK2CO\ + £%i) = 0 
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in allen Fällen a) . . . d) gelten muß. 
Nun unterscheiden wir zwei Fälle 

iia) C =f= 0. Gleichungen 

5 = vx1co\ — sx2 = vx2co\ + ext = 0 

geben uns v = ßx = //2 = 0. Der Punkt X ist der feste Mittelpunkt der Sphäre 
bei der sphärischen Bewegung. 

iiß) C = 0. Die Gleichungen ö = vx1co\ — ex2 = 0 geben uns 

fl2 = %i(//i + v^i) + v, X2(fi1 + vx?i) = v%i . 

Schießlich erhält man also die folgenden drei Fälle der helikoidalen Bewegung mit 
der ebenen Trajektorie: 

1) Ci = C! = C2 = 0 , vx2co\ + xxl = 0 . 

2 ) C = C = Ci = C2 = 0 , $ = vx1co\ — sx2 = 0 . 

3) Die sphärische Bewegung, C = Cx = C2 = v = fii = \x2 = 0. 

Betrachten wir weiter die Lage der Punkte X. X sind die Punkte, für welche Cx = 

(31) 

Diese Punkte haben die Koordinaten 

s xtß2 - x2fix x\q2 —n\k2d2 q2 - k2d2 
x? = 

co\ x\ + x\ x\ + x2k2 1 + k2 

_ m2 + v2 cotg a2 - cotg q2(v2 - m2 cotg q2) _ x t _ x2 _ 
— — TTĴI , — — — — K2 — coig a2 , 

1 + cotg2 a2 x3 xx 

wo wir die Gleichung (4) für die Gangpolfläche benützt haben. Aus diesen Bezie­

hungen sehen wir gleich, daß X die Punkte der Achse der Gangpolfläche sind. 

Beachten wir noch, daß 

^ 1 -2 .,2 2/-, . i2\ 2 
5 _ Xi/^i + x2/x2 _ x\(d2 + k2q2) 

>2 0)\ x\(l + k2) 

In folgendem finden wir die Gleichungen der zugehörigen ebenen Kurven. Zuerst 
müssen wir die Gleichung der Rastpolfläche finden, d. h. die Frenetsche Formeln 
(2) lösen. Der Vektorteil der Formeln (2) ist formal dem System (15) gleich, so daß 
die Lösung 

(33) e1 = — / i + — f2 cos cotcp + — / 3 sin cotcp , 
0>i COi coi 

e2 = — f2 s i n cüiCp + / 3 c o s coxcp , 

e3 = - L / j f2 cos coicp / 3 s n ö ^ 
COi COi cot 
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sein wird, wo {fufi>fz} eine feste orthonormierte Basis in dem Rastraum ist. 
Die Gleichung für dSjdcp bekommt die Form 

dSjdcp = ji2e1 -f p1e3 = co^1\öfl + ef2 cos cotcp + ef3 sin c^cp] 

so daß 

(34) S = A0 + co^fcOiO*^/! + e/2 sin coxcp — ef3 cos c^cp] . 

Die Trajektorie X(cp) des Punktes X, wenn wir Cx = C2 = 0 betrachten, wird in 
3 3 

dem Dreibein 0t0 = {A0,fuf2,f3} die Form X(cp) = S + X ~fef = Ao + Zy»/f 
i = i » = i 

haben, wo 

Xj = K2C — co2
2ScpK2 , x2 = co2

2e, x3 = %!C — co2
2ScpK1 , 

so daß 

j x - co^Cü" 2[cD2O> + (Cco2 - SCP)(K2K2 + % 2 ) ] , 

y2 — cOi2co22[{eco\ ~~ ecol) sin cotcp — CDY{CCO\ — 5<p) K1 cos c o ^ ] , 

y3 ~ of\co"l\—(eco\ — ecol) cos c o ^ — co1(Cco2 — 5<p) %x sin c o ^ ] . 

Betrachten wir nun einzelne Fälle: 

1) VK2CO\ + K±e = 0 . 

Setzen wir aus dieser Gleichung in yt ein, erhalten wir yt = Konst. Die Trajektorie 
ist wirklich eben und seine Ebene ist senkrecht zur Achse der Rastpolfläche. / x hat 
die Richtung der Achse der Rastpolfläche. Wenn 5 + 0 nun gilt, kann man den 
Parameter cp so ändern, daß die Gleichungen für y2 und y3 die Form 

y2 = M sin coxcp + Ncp cos coxcp , j 3 = — M cos c o ^ + Ncp sin cotcp 

haben, was die Darstellung der allgemeinen Evolvente ist. Für die Bewegung muß 
vi/sin a2 — v2 cos #/sin a1 = 0 gelten. 

Wenn 5 = 0 d. h. v2 = 0 ist, bekommen wir den Kreis vom Radius Q = 
= (d2 + (C2^i)/(ö>iß>2))

1/2, die Gangpolfläche ist das Rotationshyperboloid. 

2) 5 = 0 , VK1CO\ — K2e = 0 . 

Die Gangpolfläche ist ein Rotationshyperboloid und der Punkt, der eine ebene 
Trajektorie hat, ist sein Mittelpunkt. Dann eco\ — eco\ = 0, der Mittelpunkt der 
Gangpolfläche hat Trajektorie yt = co^Scp, y2 = y3 = 0, was eine Gerade ist — 
die Achse der Rastpolfläche. Für die Bewegung muß v2 = 0, mx = m2 d. h. d = 0 
gelten. 
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Satz 11. Die helikoidale Bewegung hat nur in folgenden drei Fallen eine ebene 
Trajektorie 

1) vx2oo2
2 + xxl — 0 . 

Allc Punkte, die auf der Achse der Gangpolfläche liegen, haben eine ebene Tra­
jektorie. Diese Trajektorie ist für 5 + 0 eine allgemeine Evolvente in der Ebene, 
die senkrecht auf die Achse der Rastpolfläche steht. Wenn 5 = 0, ist die Rastpolfläche 
ein Rotationshyperboloid und alle Punkte, die auf seiner Achse liegen, zeichnen 
den Kreis. 

2) vx^l — x2s = 0 , 5 = 0 . 

Die Gangpolfläche ist ein Rotationshyperboloid und die Polflächenachsen schneiden 
sich gemeinsam. Die Gangpolflächenmittelpunkt zeichnent die Achse der Rast­
polfläche als seine Trajektorie d. h. die Trajektorie ist eine Gerade. 

3) Der Mittelpunkt der Sphäre hat eine Punkttrajektorie bei der sphärischen Be­
wegung. 

Beachten wir noch den Fall l). Die ebenen Trajektorien werden genau dann in 
derselben Ebene liegen, wenn yx = COJ2

2(X2X2 + xf) = 0. Mit Rücksicht auf die 
Geltung der Gleichung co2O" — d(x2x2 + x\) = 0 muß ö = 0 sein. Wir bekommen 
also 

<3 = vx = 0 , x2\x1 . x2\x1 = k! . k2 = cotg ax . cotg a2 = — 1 . 

Satz 12. Die helikoidale Bewegung hat eine Gerade, die eine ebene Trajektorie 
zeichnet nur in dem Fall vx = 0, kxk2 = — V Die Rastpolfläche ist dann ein Ro­
tationshyperboloid, die Achse der Gangpolfläche liegt stets in einer Ebene, die 
senkrecht zu der Rastpolflächenachse steht. Die Achsen der Polflächen stehen senk­
recht aufeinander. 

Satz 13. Die helikoidale Bewegung hat nur in folgenden Fällen eine Ebene, die 
durch einen festen Punkt geht: 

1) vx2oo\ + xxs = 0 . 

Wenn kxk2 + — 1 ist, bilden diese Ebenen ein einparametriges System und stehen 
senkrecht zu der Achse der Gang polfläche. 

Wenn kxk2 — — 1 ist, ist diese Ebene einzig und sie hüllt eine Gerade ein. 
Die Gangpolfläche ist in diesem Fall das Rotationshyperboloid und die erwähnte 
Ebene steht senkrecht zu seiner Achse und geht durch seinen Mittelpunkt. 

2) ö = 0 , vXjOjj — x2s = 0 . 
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Die Rastpolfläche ist ein Rotationshyperboloid, die Achsen schneiden sich einander 
und jede, diese Achse der Rastpolfläche enthaltende, Ebene enthält auch diesen 
Schnittpunkt. 

3) Die Bewegung ist sphärisch. Jede durch den Mittelpunkt der Sphäre gehende 
Ebene enthält diesen Mittelpunkt. 

Der Satz 13 bestimmt gleichzeitig in den Fällen 2) und 3) alle helikoidale Bewegun­
gen, die die stets durch ein festen Punkt gehende Gerade haben. Im Fall 2) ist es die 
Achse der Gangpolfläche, 3) ist trivial. 

Satz 14. Helikoidale Bewegungen, bei welchen eine Ebene eine Gerade einhüllt, 
sind genau alle Bewegungen mit den Eingeschaften 

vx2co\ + xvz = 0 , ktk2 — — 1 (x2x2 + x\ = 0) . 

Die Gangpolfläche ist ein Rotationshyperboloid und die Ebene, die senkrecht auf 
seine Achse sieht und durch seinen Mittelpunkt geht, hüllt die Achse der Rast­
polfläche ein. 

Beweis für Sätze 13 und 14. Wenn g(cp) eine Bewegung ist, definiert man die 
inverse Bewegung gm(T) durch gm(T) = g_1( — <p). Für Invarianten der inversen 
Bewegung gilt dann 

v = v
in , xt = x? , fii = iil", x2 - -x2 , n2 = -fi2 , 

X2 = — X2 , fi2 = —-/L2 • 

Der beweis folgt nun aus den Sätzen 11 und 12. 

Betrachten wir noch den speziellen Fall der sphärischen Bewegung. Die Fälle 2) 
und 3) sind trivial. Für den Fall 1) ist die Gleichung immer erfüllt, d. h. jede zyklische 
sphärische Bewegung hat eine ebene Trajektorie und es ist die Trajektorie des Mittel­
punktes der Gangpolkurve. Ebene Trajektorien sind also zwei gegenüberliegende 
Krebse bzw. ein einziger Großkreis für kxk2 = —1 

Übergehen wir zu inversen Bewegungen, dann sehen wir, daß jede zyklische 
sphärische Bewegung genau zwei Kreise mit einer Punkthülle wenn kjk2 4= —1 und 
genau einen solchen Kreis für kxk2 = — 1 hat. 

Weiter werden wir helikoidale Bewegungen betrachten, welche die auf einer Kugel 
liegende Trajektorie haben. Den Fall der sphärischen Bewegung scheiden wir als 
trivial aus. 

Es sei also X bzw. X ein Punkt aus dem Rast- bzw. Gangraum, schreiben wir 
3 3 

X = S + Ysaie» X — S + Y^x^i. Der Punkt X hat eine sphärische Trajektorie 
i = i i = l 

genau dann, wenn ein Punkt X existiert so, daß (%, X — X) = 0, d. h. 

üv*l ~ al) ~ ^3v*2 - ^2) + ^2v*3 - 0 3 ) = ° 
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für die Geschwindigkeit vj- des Punktes X gilt. 

Satz 15. Punkt X aus dem Gangraum hat eine sphärische Trajektorie genau 
dann, wenn ein Punkt X aus dem Rastraum existiert so, daß 

(35) v(at - xt) - a2x3 + a3x2 = 0 

gilt. 

Nach der Einsetzung aus (18) und (28) erhält man die Gleichung 

(36) v(^?2C — (o1~
2Ö(px2 + KiCx cos (otcp — x2C + co2

2Bcpx2 — xxCx cos co2(p —• 

— xxC2 sin co2cp) + ( — cox
2s + co1C1 sin coxcp) . 

. (xtC — co2
2B(pxx — x2Ci cos co2c/> — x2C2 sin co2cp) + 

+ (x±C — co1~
2d(px1 — ^ C i cos co^). 

. (co2
 2e — co2Cx sin co2c/> + co2C2 cos co2(p) = 0 . 

Für die Koeffizienten der Gleichung (22) bekommt man 

a = Cco2
2(vx2co2

2 + exx) — Cco~\(vx2co\ + x^e) , 

b = C1co2
2(vx1co\ — £%2), c = c o ^ C C ! , 

d = CiCO2^ — va^co2 + ex2) + ^ c ^ C C ! , 

e = C2co1~
2{ — vx1co\ + a£2) — x1co2CC1 , / = ^ ^ C i C j , 

g =- —COi^C iC ! , h = — %2G)2^1^2 > ' = —C01Ä2C1C2 . 

Dann bleibt das Glied 

A = cp{co1"
2co2"

2[ — d(vx2co\ + xxe) + c5(vx2coJ + x^Jj — 

— co1co2"
2Orx1C1 sin c o ^ + co^co.-.&^C! sin co2cp — 

— CO^GY-.O^Qj cos co2cp} . 

In allen vier Fällen m u ß / + g = h ~ / = 0 gelten, d. h. 

C1C1(C02X2 — COxX2) = C1C2VG>2*:2 — ^ 1 ^ 2 ) = 0 • 

Dabei führt die Gleichung co2x2 — co1x2 = 0 zu der Beziehung x2 = x2, d j e m a n 

nicht erfüllen kann. Also gilt CiCi = CiC2 = 0 und daraus folgt h =- / = g ^ f = 

= 0. Es sei weiter b + d = c + / = 0. Unterscheiden wir zwei Fälle: 

a) Ci = 0. Dann b = c = 0 d. h. auch d = e = 0. 

j3) C! + 0. Dann Ct = C2 = 0 d. h. d = e = 0, so daß auch b = c ^ 0. Also 
muß a = b = c = d = e = 0 i n allen Fällen gelten. Im ganzen bekomme*1 Mr das 
System der Gleichungen 
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(37) 

C1C1 = C!C2 = CXC = 0 , $CX - ÖCt = ÖC2 = 0 , 

ö(vx2co\ + xxs) — S(vx2co\ + xxs) = 0 , 

Cco\(vx2co\ + xxs) — Cco\(vx2co\ + %xe) = 0 , 

C1(vx1co\ — x2e) = 0 , 

ü^-vx^ + x2e) + «-©Jo^CCa = 0 , (C\ + C2) C = 0 , 

C2(—vx1co\ + x2e) — ^jrD i^CC! = 0 , (C\ + C\)(—vx1co\ + x2e) = 

wo wir das Glied A mit der Hilfe der Gleichung (19) analog als oben analisierten. 
Eine nicht triviale Lösung des Systems (37) bekommt man nur im Fall C1 = Cx = 
= C2 = 0. Dann 

Cco\(vx2co\ + xxs) — Ca>2(v^2a>i + xxs) = 0 . 

Für die Bewegung muß ö(vx2co\ + xxs) — S(vx2co\ + jqe) = 0 gelten, d. h. v1(vk1 + 
+ m2) — v2(vk2 + mt) = 0, wenn wir (31) und (32) benützen. 

Satz 16. Eine helikoidale Bewegung, die nicht sphärisch ist, hat genau dann eine 
sphärische Trajektorie, wenn 

ö(vx2co\ + xts) — S(vx2co\ + xts) = 0 

für sie gilt. Die sphärische Trajektorie haben die Punkte auf der Achse der Gang­
polfläche und der Mittelpunkt der zugehörigen Sphäre liegt auf der Achse der 
Rast polfläche. 

Endlich werden wir uns der Trajektorie einer Gerade bei der helikoidalen Be­
wegung widmen. Es sei eine Gerade p in dem Rastraum gegeben und es seien pl9..., p6 

seine Plückersche Koordinaten in dem Frenetschen Dreibein £F = {S, el9 e2, e3} 
der Rastpolfläche. Wenn X ein Vektor aus g ist, welcher zu der Gerade p zufolge 
Satzes 1 zugehört, bekommen wir 

X = PlRt + p2Tt + p3Nx + pAR2 + p5T2 + p6N2 . 

Durch Differenzieren dieser Gleichung und durch Benutzung der Frenetschen For­
meln (1) erhalten wir ein System von Differentialgleichungen für pl9 ..., p6. 

Satz 17. Es seien g((p) eine Bewegung und pl9 ..., p6 die Plückersche Koordinaten 
einer Geraden p in dem Dreibein fF. Dann gehört p dem Rastraum genau dann 
wenn 

(38) p[ = x1p2 , p2 = -x1p1 + x2p3 , p3 = -x2p2 , 

P4 = ßlPl + *1P5 > Ps = - / J l P l + /*2P3 - ^1P4 + *2P6 > 

Vß = - ^ 2 P 2 ~ *2P5 

gilt. 
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Dass allgemeine Integral des Systems (38) in dem Fall der helikoidalen Bewegung 
schreiben wir in der Form 

(39) Pi = oj;_1(^2Di + KXD2 cos (o^ + xxD3 sin cot(p), 

P2 = —D2 sin cOiCl) + D3 cos cox(p , 

p3 = (Oil(xxDx — ^2^2 c o s wi<P ~ K2D3 sin co^), 

P4 = coi~
3£xlDl — x2D4 + cos co i(p( — cox

3£x2D2 + coi~
2öcpxlD3 — 

— ^ I ^ ) + sin co 1cp( — cox
3 sx2 D3 — co\~25cpxlD2 — %XD6) , 

p5 = cos (o1cp( — co1D6 — cox
löcpD2) + sin co1cp(co1D5 — co1"

1(5c/>D3), 

p6 = —cDi~
3£X2Dl — xxD4 + cos oj1c/>( — co1"

3ax1D2 ~ co\~2&cpx2D3 + 

+ ^2^5) + sin tOi(p( — co1~
3ex1D3 + co1~

2Scpx2D2 + x2D6), 

wobei DJ + D2 + D3 = 1, £ i D 4 + 1)2^5 + ^3^6 = 0. 

Zuerst untersuchen wir, wann die Trajektorie einer Geraden bei der helikoidalen 
Bewegung einem linearen Geradenkomplex gehört. Es seien p eine Gerade im Rast­
raum und q eine Gerade im Gangraum und qu ..., q6 die Plückersche Koordinaten 
der Geraden q im Frenetschen Dreibein 3F = {S, el9 e2, e3) der Gangpolfläche. 
Die Gerade q gehört genau dann zu dem linearen Geradenkomplex mit der Achse p 
und dem Parameter w, wenn 

(x; s) + (y; t) + t](x; y) = 0 

für ihre Plückersche Koordinaten p = (x, t), q = (y, s) gilt. 

Diese Beziehung gibt uns in Plückerschen Koordinaten 

(40) pxq4 + p2q5 + p3q6 + P4ql + P5q2 + P6q3 + */(Pl-Zl + P2q2 + 

+ PsQs) = 0 . 

Differenzieren gibt uns durch Benutzung (38): 

(41) p3q5 ~ P5q3 ~ P2q6 + P6q2 + (P3q2 ~ P2q3) (v + *]) = 0 . 

Nun finden wir alle Lösungen der Gleichungen (40) und (41). Die Darstellung für q 
können wir nach der Änderung des Parameters cp in der Form 

(42) qt = co2
1(x2El + ^1^2 c o s c ü 2 ( / 9 ) • 

q2 = — E2 sin (o2(p , 

q3 = co2
1(x1El — x2E cos (o2(p) , 

q4 = co2
3sx1Ei — x2K4 + COSC02(p( — (02

3£X2E2 — ^ £ 5 ) — 

— xxF6 sin co2(p — (o2
2ö(px1E2 sin a>2<p , 
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q5 = ~co2E6 cos co2cp + co2E5 sin co2cp — co2
 xöcpE2 cos co2cp , 

q6 = —co2~
3£x2Fi — %iE4 + cos co2cp( —CO2

3£xlE2 + Ä2F5) + 

+ x2E6 sin co2cp + co2
2öcpx2E2 sin co2c/> , 

schreiben, wobei F2 + E2 = 1, FrF4 + F2F5 = 0. 

Aus der Gleichung (41) schreiben wir zuerst die Glieder auf, aus welchen wir cp 
vorwerfen können. Wir erhalten die Gleichung 

0 = cOi ' ^ iD ! — x2D2 cos cOjc/> — x2D3 sin coxcp) . 

. co2
x(~SE2 cos co2cp) + co~1ö(D2 COS coxcp + D3 sin coxcp) . 

. co2
1(x1E1 — x2E2 cos co2cp) + <5%2cOi~2(—D3 cos coxcp + D2 sin C0i</>). 

. ( — F2 sin co2c/>) + (D2 sin co1cp — D3 cos coxcp) öx2co2
2E2 sin co2cp . 

Schreiben wir die Koeffizienten der Gleichung (19) mit dem Strich, bekommen wir 

a' — 0 , h' = co~1co2
1öxiEiD2 , c' = co^coj 1<5^iD3Fi , 

_i' = — coj^co^ 1Sx1DlE2 , c' = 0 , f' = D3F2(coi"2c5%2 — co2
2Sx2) , 

a' = co~1co2
1D3E2(öx2 — <5x2) , h! == co^co^1 D2E2(öx2 — <5x2), 

/' = D2E2(co225x2 - co~löx2) . 

Mit Rücksicht darauf, daß die Gleichung (40) symmetrisch hinsichtlich p und q 
ist, hat die Bewegung die gesuchte Eigenschaft zugleich mit der Bewegung, welche 
zu ihr invers ist. Es genügt also nur irgendwelche Fälle zu betrachten. Schreiben wir 
sie! 

1 [)D2 = D3 = E2 = 0 , Di = Fi = 1 , D4 = E4 = 0 , 

2) D2 = D3 = 0 , Di = 1 , D4 = 0 , F2 + 0 , 3 = 0 , 

3) co1 = co2 , <5 + <5 = 0 , 5 + 0 , x2 = 1/2 , x2 = —1/2 , v = —4xlfii , 

D3F! = DiF2 + D2Fi = 0 , D2
2 + D2 + 0 , E2 * 0 , 

4) coj = 2co2 , <5 + 25 = 0 , <5 * 0 , Fx = D3 = F5 = 0 , F2 = 1 , 

(3x2 + 1)D2 - KiD! = 0 , D2 + 0 , 

5) D2 + D3 * 0 , F2 + 0 , (5 = 5 = 0 . 

Durch die ausführliche Analyse bekommen wir weiter alle Lösungen der Gleichun­

gen (40) und (41). In der Praxis interesieren wir uns nur für zwei besondere Fälle: 

a) Die Trajektorie einer Geraden ist eine helikoidale Fläche, 

ß) Der erwähnte lineare Geradenkomplex ist speziell d. h. die Gerade p und q 
schneiden sich einander. 
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Soll eine Gerade als die Trajektorie eine helikoidale Fläche zeichnen, muß seine 
Richtung bei der zugeordneten sphärischen Bewegung den Kreis zeichnen. Es be­
deutet zufolge der Bemerkung zum Satz 14, daß es um den Fall 1) d. h. 

D2 = D3 = D4 = E2 = E4 = 0 , D! = Ei = 1 , 

geht. Die Gleichung (41) hat dann die Form 

E5 sin co2(p — E6 cos co2cp — D5 sin coicp + D6 cos cotcp = 0 

und diese Gleichung hat die Lösung 

F5 = E6 = D5 = D6 = 0 für coj 4= co2 , 

E5 = D5 , E6 = D6 für cox = co2 . 

Satz 18. Die Gerade q bei der helikoidalen Bewegung zeichnet nur in diesen 
Fällen eine helikoidale Fläche: 

1) coi 4= co2, q ist die Achse der Gangpolfläche, 

2) coi = co2, q ist eine parallele Gerade mit der Achse der Gangpolfläche. 

Weiter beachten wir den zweiten Fall, d. h. wir legen in den Gleichungen (40) und 
(41) n = 0. Gleichung (41) hat folgende Koeffizienten 

a = 0 , b = co2
i[co1xiD6E1 + co2XiD3F4 + D3El(vxi + co2

2ex2J\ , 

c = — co2 ^cOi^iDsFi + co2%iD2F4 + D2Fi(v%i + co2
2ex2j] , 

d = -cOi1co2x1D1E6 , 

e = co""1[co23iJiDiF5 + co1xlD4E2 + D1E2(vx1 + co^2£X2J] , 

/ = -%2C0i"1co2D2E5 - x2D5E2 - x2D3E6 + D2E2(-co^lvx2 + co^sx^ , 

g = x2cOi1co2D3E6 + x2col(02~
lD5E2 + x2D2E5 + D2E2(co2

 lvx2 - co^äx^ , 

h = %2co""1co2D2F6 - x2C0iC02~
1D6E2 - x2D3E5 + D3E2(-co2

1vx2 + c o ^ 3 ^ i ) , 

l = —x2co^xco2D3E5 — x2D6E2 + x2D2E6 + D3E2( — co^xvx2 + co^ex^ . 

Das konstante Glied der Gleichung (40) ist 

A — C0i1co2
1^Lx1D1E1(co2

2£ — C0i2e) — {x\ + x2x2)(D1E4co2 + D4FiC0i). 

Nun werden wir uns den einzelnen Fällen widmen. 

1) D 2 = D3 = E2 = D4 = F4 = 0 , Di = Ei = 1 . 

a) coi 4= co2 • D5 = D6 = E5 = E6 = 0, aus A = 0 folgt CO2
2E — co^2s = Od. h. 

m2 — mi = d = 0, d. h. die Achsen müssen einander schneiden. 
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b) o)1 = CD2 . D5 = F5 , D6 = F6, wieder gilt d = 0 . 

2) D2 = I>3 = D4 = 0 , D, = 1 , F2 4= 0 , 

Aus der Gleichung (41) folgt D5 = D6 = F6 = 0, v2 = 0, 

Fid sin oti — (1 + k!k2) F4 = 0 , (v + mikj) F2 + sin a2 . F5 = 0 . 

3) col = co2 , O" = —S , ö + 0 , x2 = 1/2 , x2 = — 1/2 , v = 4x1fi1 , 

D3F1 = DiF2 + D2Fj = 0 , D^ + D^ + 0 , F2 + 0 . 

a) D3 = 0, Fi = 0. Die Lösung ist v = ß1 = 0 und die Konstanten können wir 
in der Form 

Di = cos \j/ , D2 = sin i/f , D4 = — A sin i/J , D5 = A cos i/f , 

Fi = cos \j/ , F2 = — sin i/J , F4 = A sin i// , F5 = A cos y> , 

ö 6 = E6 

schreiben. Für die Bewegung gilt vt = — v2, kx = — k2, d = 0. 

b) Fi = 0. Dann ist auch Dx = 0, F2 = V Man erhält die Gleichungen D3F4 = 0„ 

D4 - D2F4 = 0. 

a) D3 = 0. Dann gilt D5 = F5 = 0, D6 = - F 6 , D4 = F4, D2 = F2 = 1. 

ß) D3 + 0, F4 = D4 = 0. Daraus folgt F5 = 0, D6 = - D2F6, D5 = D3F6, 

fi2 = 2fitxv 

4) o>i = 2cD2 , O* + 25 = 0 , S + 0 , x2 + - 1 / 3 , (3x2 + 1) D2 ~ ^iI^i = 0 „ 

Fi = D3 = F5 = 0 , F2 = 1 , D2 * 0 . 

Dann ist 

F4 = F6 = D6 = 0 . 

Die Bedingung der Lösbarkeit ist 

4(e - 21) \x\ - x2(3x2 + 1)] + 3xivco? = 0 . 

5) D2
2 + Dl + 0 , F2 + 0 , ö = ö =̂  0 . 

Dann gilt 

a>i"3exi — a>i"1vx2 = —co^v, co2
3£xl — co2

1vx2 = co^v. 

Wir müssen einzelne Fälle analisieren, d. h. die Gleichungen (24) —(27) nach 
einander lösen. 

a) F6 = 0. Für alle Fälle bekommen wir die sphärische Bewegung und die Lösungen 
sind Geraden, die durch den Mittelpunkt der Sphäre gehen. 

b) F6 + 0, W + 0. Die Gleichung (24) hat keine Lösung. 

c) W = 0. Die Gleichungen (25) —(27) haben immer eine Lösung. 

179 



Satz 19. Helikoidale Bewegungen, bei welchen eine Gerade q in dem Gangraum 
existiert, welche mit der Geraden p in dem Rastraum einen gemeinsamen Punkt 
hat, sind genau diese: 

vш 

ix 

x 

d =- 0, d. h. die Achsen schneiden sich einander und q = O2, p = ox. 

v2 = 0, d. h. die Gangpolfläche ist ein Rotationshyperboloid und px = ox. 

v = flx = \i2 = 0. Die Bewegung ist eine sphärische Bewegung und die Gera-
den gehen durch den Mittelpunkt der Sphäre. 

cox = OJ2, d = 0, d. h. die Achsen schneiden sich , 

ki + k2 = 0, ist parallel mit ox, q ist parallel mit o2. 

cox = O>2 , <5 + 5 = 0 , ki + k2 = 0 , v = /Li = 0 , vi + v2 = 0(D3 = 0 ) . 

cox = Q)2 , «5 + 5 = 0 , ki + k2 = 0 , vi + v2 = 0(Di = D3 = D5 = 

= D6 = 0, Fi = 0 ) . 

CÜJ = cO2, <5 + 5 = 0 , ki + k2 = 0 , vi + v2 = 0 , 

fi2 = 2xxlux(Dx = D4 = 0, Ei = E4 = E5 = 0 ) . 

cox = co2 , <5 = 5 = 0 , ki + k2 = 0 , vi = v2 = 0 . 

O>i = 2cO2 , <5 + 25 = 0 , 4(e - 2e) \x\ - x2(3x2 + 1)] + 3xxvco\ = 0 . 

cox = 2Oj2 , <5 = 5 = 0 , vi = v2 = 0 , 

und die zu diesen inverse Bewegungen. 

Endlich finden wir helikoidale Bewegungen, die eine Gerade besitzen, welche stets 
dem Nullystem gehört. Das Nullsystem hat die Gleichung v^i + q4 = 0 und daraus 
folgt 

vco2
1(x2Ex + xxE2 cos co2<p) + co2

 3lxxEx — x2E4 + 

+ cos O>2<^( —Oj2
 3£x2E2 — xxE5) — xxE6 sin co2cp — 

— co2
2Ö(pxxE2 sin Oj2<p = 0 . 

Satz 20. Eine helikoidale Bewegung hat eine Gerade, welche stets dem Nullsystem 

gehört, genau in diesen zwei Fällen: 

1) E2 = E4 = E5 = E6 = 0, vx2co\ + exx = 0, q ist die Achse der Gang polfläche. 

2) E6 = 0 , <5 = v2 = 0 , (O jJ^iv — OJ2~3£X2) E2 — %iF5 = 0 , 

(co2
xx2v — co2

3exx) Fi — x2E4 = 0 , 

sgn (xxvco\ — sx2). sgn (x2vco\ — exx) = sgn (x\ + x2x2). 

Geraden mit dieser Eigenschaft bilden eine Regelfläche. 
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S o u h r n 

GRUNDLAGEN DER RÁUMLICHEN K1NEMATISCHEN 
GEOMETRIE II 

ADOLF KARGER 

Článek je pokračováním práce [1] a je věnován analýze a některým otázkám 
syntézy helikoidálních pohybů. V prvé části jsou helikoidální pohyby charakterizo­
vány jako dvojšroubové pohyby speciálního typu a je nalezena souvislost mezi 
invarianty helikoidálního pohybu a invarianty jeho axoidů, které jsou tvořeny 
přímkovými šroubovými plochami. V druhé části jsou nalezeny ty helikoidální 
pohyby, které mají alespoň jednu rovinnou resp. přímkovou resp. sférickou trajektorii. 
Přímková trajektorie je explicitně popsána. Dále jsou nalezeny všechny helikoidální 
pohyby, které mají v hybné soustavě přímku, která stále protíná danou pevnou 
přímku pevné soustavy resp. ty, které mají v hybné soustavě rovinu stále procházející 
daným pevným bodem. 

Anschrift des Verfassers: RNDr. Adolf Karger, CSc, Matematicko-fyzikální fakulta UK, 
Sokolovská 83, 186 00 Praha 8. 
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