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SVAZEK 25 (1980) APLIKACE MATEMATIKY cisLo 3

GRUNDLAGEN DER RAUMLICHEN KINEMATISCHEN
GEOMETRIE 11

ADOLF KARGER

(Eingegangen 5. September 1974)

1. EINFUHRUNG

Der Artikel ist eine Fortsetzung des Artikels [1] und wird der Analyse und der
Synthese der helikoidalen Bewegungen gewidmet.

Im der Analyse der helikoidalen Bewegungen gewidmeten Teil werden die helikoi-
dalen Bewegungen als die Zweischraubenbewegungen charakterisiert und es sind
Invarianten der helikoidalen Bewegungen gefunden.

Weiter sind die Beziechungen zwischen den der Zweischraubenbewegung bestim-
menden GroBen und den Invarianten der Polflichen und den Invarianten der Be-
wegung gefunden.

Im der Synthese der helikoidalen Bewegungen gewidmeten Teil sind alle helikoida-
len Bewegungen, die eine ebene, gerade oder sphérische Trajektorie haben und heli-
koidale Bewegungen, die eine mit der festen Geraden bestéindig inzidierende Gerade
in dem Gangraum haben, gefunden.

2. ANALYSE DEN HELIKOIDALEN BEWEGUNGEN

Es sei g(¢) eine Bewegung mit dem Rastrichtkegel R(¢) und mit dem kanonischen
Parameter ¢. Dann kantd man die Frenetschen Formeln in der Form (siehe [1] mit
—p, fiir I‘Z)

(1) R =R, +vR,,
1 =Ty + 1Ty, R, =Ty,
T, = —»,R; + %,N; — u R, + p,N,, T, = —»;R, + 3,N,,
N = —x%,Ty — u;N,, N, = —x,T,,
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WO @, U, %y, %2, [y, Iy die Invarianten der Bewegung sind, schreiben. (Wir setzen
%, = 0 voraus.) Jeden Vektor X e g kénnen wir gemaB [1] in der Form (x, f), wo x
und ¢t Vektoren des dreidimensionalen Vektorraums V; sind, schreiben. Bezeichnen
wir (x; 1) das gewdhnliche Skalarurodukt in V5 und x x f das gewShnliche Vektor-
produkt in Vj (siehe [17).

Ist A ein Punkt in Es, ist seine Trajektorie A(p) = g(¢) 4. Der Tangentialvektor
dieser Trajektorie ist A’ = RA. Schreiben wir R = (x, t), gewinnen wir leicht, daf
dann A" = x x A + t, wo A der Radiusvektor des Punktes A bedeutet. Analog fiir
den Vektor v gilt Rv = x x v.

Wihlen wir einen beliebigen Vektor X € g, dann gibt es eine einzige einparametrige
Teilgruppe der Gruppe G mit dem Tangentialvektor X (es ist die Schraubenbewegung
g(¢) um die feste Gerade p und mit festem Parameter v). Finden wir p und v. Schrei-
ben wir X = (x, ) und es sei (x; x) = 1. Dann haben wir fiir die Punkte der Geraden
p=A=xXx1t+ ix

A =XA=xx(xxt+ix)+t=(x;t)x.

Satz 1. Es sei X = (x, t) e g, (x; x) = 1. Dann ist g(¢) = exp (¢X) die Schrauben-
bewegung um die Achse p = A = x X t + Ax mit dem Parameter v = (x;t) und
dem Drehungswinkel ¢.

Bemerkung. Das heiBit, daB (x, t) die Pliickersche Koordinaten von der Achse
der zugehérigen Schraubenbewegung sind (siehe [2]). Wenn also R = (x, t) der
Richtkegel der Bewegung ist, dann ist X(¢, 1) = x(¢) x #(¢) + A x(¢) die Gleichung
der Polfliche (siehe [1]).

Satz 2. Es sei g(¢) die Bewegung mit den Frenetschen Formeln (1). Bezeichnen
wir & = {8, ey, e,, e3} das Frenetsche Dreibein der Rastpolfiiche (siehe [2]), so
bestimmen die Vektoren R, Ty, N, die Geraden S + Ae;, S + Je,, S + Aes.

Bemerkung. S ist die Striktionslinie, e, ist der Vektor der erzeugenden Gerade,
e, ist der Vektor der Normale der Polfliche in dem Punkt der Striktionslinie.

Beweis. Wir fithren die direkte Ausrechnung mit der Benutzung des Satzes 1
durch.

Satz 3. Es sei & = {S, e,, e,, e;} das Frenetsche Dreibein der Rastpolfliche.
Dann gilt

)

d—qo = pae; + ez,

’ !’
€y = %185, € = —¥x1€; + ¥Kye3, €3 = —¥Ke,,

und wenn o der Bogen von dem sphdrischen Bild der Rastpolfidche ist, so ist
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—_ =%y, —

3) do g, Piog, Hal
de %y ' 13 ' L3

wo k die sphdrische Kriimmung, d der distributive Parameter und q die iibrige
Invariante der Rastpolfliche ist (siehe [2]).

Beweis. Wir beniitzen den Satz 2 und die Formeln (l); z. B. schreiben wir S’ =
=oae; + Pes, Ry.S=0d. h. Ri.S+R,.S =(,T; + 1;T5) S + Ry(aey +
+ Pes) = pse; + Pey x e3 =0 d. h. B = p,. Die iibrigen Bezichungen beweisen
wir analog (siehe auch [1]).

Satz 4. Es sei eine helikoidale Regelfliche mit der Achse o, der erzeugenden
Geraden p und dem Parameter v gegeben. Bezeichnen wir o den Winkel von der
Achse o und der Geraden p, m den Abstand der Geraden p und o — d. h. den Radius
der Fliche. Dann gilt fiir die Invarianten dieser Fldche

(4) k=cotga, d=v—mcotga, qg=m+ vcotga.
Beweis. Wir fithren die direkte Ausrechnung durch (siehe [2]).

Definition 1. Es seien p; = (x, 1), p, = (y,s) zwei verschiedene nicht parallele
Geraden, die durch die Pliickerschen Koordinaten gegeben sind. Bezeichnen wir

(x;y) =cos 8, (x;5)+ (y:1)=dsin8,
wo 9 ihr Winkel und d ihr Abstand ist. Es sei g,(¢,) bzw. g,(p,) die Schrauben-

bewegung um die Achse py bzw. p, mit dem Parameter v, bzw. v, und dem Winkel
der Drehung ¢, bzw. ¢,. Die Bewegung g(¢) = g,(¢;) . g2(¢2), wo ¢, = w40,
¢, = w0, w1 £ 0, w, £ 0, w,, w, konstant sind, nennen wir die helikoidale
Bewegung, die durch w,, w,, d, 3 bestimmt wird.

Finden wir die Richtkegel dieser Bewegung. Bezeichnen wir P, = (dg,/d¢,) g7!
P, = (dg,/dp,) g5 '. Dannist Py = (x, t + v;x), P, = (y, s + v,y). Weiter

R(p) = (9192) (9:192) * = 9197 + g1 .9597 " . 97" =

= ad g,(919; ' + 93297 ") = ad g,(w,P, + w,P,).

Also gilt
(5) R(Q’) = ad gl[wx(X, t+ le) + wz(Y> s+ 1’2}’)] >
(6) R(p) = ad g5 '[o,(x, t + v,x) + @y(y, s + v,¥)] .

Da ¢ der kanonische Parameter ist, mu3 {R(¢), R(¢)> = 1 gelten (siehe [1]), d. h.
(7) 0! + 0? + 2w,0,c0s9 = 1.
Weiter setzen wir voraus, daB (7) gilt. Wir kénnen auch w; > 0, @, > 0 ohne die

Allgemeinheit einzuschrianken voraussetzen.

163



Nun finden wir die Invarianten der helikoidalen Bewegung. Aus den Beziehungen
(5) und (6) sehen wir, daB die Polflichen die helikoidale Regelflachen sind, kdnnen
wir also ihre Invarianten zufolge des Satzes 4 finden.

Bezeichnen wir
Q0 = 0P, + 0P, = (0,x + 0,5, 01t + @35 + 0,0,X + 00,)) =
~ R(0) = R(0).
Fiir den Parameter v der helikoidalen Bewegung bekommen wir dann

v=(0;x + 0,y; Ot + 035 + Djw;X + V,0,)) =

= v,0] + 0,05 + w,w,[dsin$ + (v; + v,)cos 9] .

Wenn ¢ die erzeugende Gerade der Rastpolfliche und der Gangpolflache fiir ¢ = 0
ist, haben wir fiir ihre Pliickersche Koordinaten Q:

(N
0; = 0 — v(0, 0;x + wyy) = (0, x + Wy, Ot + W5 +
+ (v, — ) @yx + (v, — V) w,y).,
vy — v =(v; — v,) W(w, + w; cos §) — w,w,dsin Y,
v, — v =(v; — v;) wy(w; + w,cos9) — wyw,dsing.

Bezeichnen wir a; bzw. «, den Winkel von der Geraden g und p, bzw. p,, m,
bzw. m, den Abstand der Geraden q und p; bzw. g und p,. Dann gilt a; — a, = 9,
m; — m, = d. Weiter bekommen wir

(3) cosa; = (x; 0 x + w,y) = w, + w,cos I,

cosay = (y; wyx + w,y) = w, + w, cos I,

sino; = w,sind, sino, = —w,sin .
Weiter

mysino; = (x; @01 + @,5 + (0; — v) ©,x + (v, — v) W,x) +
+ (5 w1x + 0,y) =
= w, sin Y[dw,(w, + w; cos 3) + (v, — v,) ®w, sin 9],

) m; = doy(w, + o, cos 9) + (v; — v;) W@, sin Y,

m, = —do(w, + v, cos 9) + (v; — v,) W@, sin § .

Bezeichnen wir k,, d;, q, die Invarianten der Rastpolfliche, k,, d
rianten der Gangpolflaiche. Dann gilt

2> 92 die Inva-

(10) k; = cotga, = M , k,=cotga, =
W, sin §
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_ w, + w;cos 9
C wysind
dy = v, — mycotga; = vyw,(w, + @, cos §) + v,0,(w; + w, cos §) —
— dlw,w,sin § + cotg 9] = d,,
q, = my + v, cotga, = dw,(w, + @, cos 9) + (v; — v,) W,w, sin § +

4 (@ + w08 9)

k)

w, sin 3
g, = m, + vycotga, = —dw,(w, + w, cos 9) + (v, — v,) ©,w, sin § —
v,(w, + w, cos 9)

wy sin 3

Aus den Beziehungen (3) und der Gleichung k — k = %] ' bestimmen wir nun die
Invarianten der Bewegung.

Satz 5. Fiir die Invartanten der helikoidalen Bewegung gilt
(A1) %, = ww,sin Y, ¥, = 0} + 00,089, % = —wF — w,w,c08 9,
vo=0,w; + 0,05 + o,w,[dsind + (v, + v,)cos 9],

1y = 00,[v,0, sin Yo, + @, cos §) + v,0, sin Hw; + w, cos §) —

— dw;w, sin* § — d cos 9],

py = 0,03 sin Y d(w, + o, cos 9) + (v, — vy)sin 9] +
+ vy0,(w; + o, cos 9),
i, = olw, sin 9 —d(w; + o, cos §) + w,(v; — v,)sin §] —

— 00,(w, + w, cos 9).

Bemerkung. Beachten wir, daBl u, — j1, = v gilt. Endlich bemerken wir, da3 die
momentanen Bewegungen genau dann Rotationen sind, wenn

0,07 + 1,03 + ww,[dsin § + (v, + vy)cos 9] =0
d. h. wenn

m, + v, cotga, = m; + v, cotga, ist.

3. SYNTHESE DER HELIKOIDALEN BEWEGUNGEN

Wir werden uns weiter den speziellen Fragen der Synthese der helikoidalen Be-
wegungen widmen.
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Satz 6. Es sei F = {8, &, &,, &3} bzw. F = {S, ey, e,, e,} das Frenetsche Drei-
bein der Gangpolfidche bzw. der Rastpolfidche einer Bewegung g(¢). Dann gilt
9(0)7 (0) = # (o).

Beweis. Der Satz folgt aus der Gleichung ad g(¢) R(¢) = R(¢) und deren Ablei-
tungen (siche [1]).

Es sei nun 4 Punkt, der fest mit der Rastpolfliche verbunden wird. Dann werden
seine Koordinaten x,(¢), x,(¢), x3(¢) im Dreibein #(¢) durch die Bezichung

(12) A = S(o) +i§1x,-(qo) elp)
definiert. Durch Differenzieren der Gleichung (12) nach ¢ bekommen wir
0="5 + Zslx’lei + i{xie’i = (1 — %1%y + x1) ey + (64X, — xy%5 +
+ x3) ey + (1y + %,%, + x3) €3,

wo wir die Beziehungen (3) beniitzt haben.

In folgenden sagen wir, daB3 die mit der Rastpolflache fest verbundenen Punkte
Rastraum bilden und analog fiir den Gangraum.

Satz 7. Es sei A bzw. A ein Punkt des Rast- bzw. Gangraumes mit den Koordi-
naten x; bzw. X; hinsichtlich des Frenetschen Dreibeins & bzw. %. Dann gilt
(13) Xy = %X, — Hp, X3 = —H(X; + HaXy, X3 = —HXp— iy,
(14) Xy =%, — Hy, X3 = —% %y + HoXs, X3 = —HaX, — .

Satz 8. Es sei u bzw. u ein Vektor des Rast- bzw. Gangraumes. Bezeichnen wir u;
bzw. u; seine Koordinaten hinsichtlich des Dreibeins & bzw. &. Dann gilt

(15) Uy =y, Uy = —XUy + MUy, Uz = —X,U,,
(16) Uy = sily, Uy = —3ly + Hyihy, U3 = —iyii,.

Beweis. Wir beniitzen den Satz 7 fiir die sphérische Bewegung.

Satz 9. Der Punkt X aus dem Gangraum mit den Koordinaten X; in dem Dreibein
& hat genau dann eine ebene Trajektorie, wenn ein Vektor u + 0 aus dem Rastraum

mit den Koordinaten u; in dem Dreibein F existiert so, daB die Gleichungen (14)
und 15) erfiillt sind und es gilt

(17) VU — XaUp, + Xpuz =0.

Beweis. Soll die Trajektorie des Punktes X in einer Ebene liegen, muB ihr Tangen-
tialvektor wahrend der ganzen Bewegung senrecht zum festen Vektor sein. Der
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Tangentialvektor der Trajektorie des Punktes X hat die Koordinaten v, — X3, X,
hinsichtlich des Dreibeins #.

In folgendem beschrinken wir uns auf die helikoidalen Bewegungen, d. h. auf
Bewegungen mit konstanten Invarianten. In diesem Fall kénnen wir leicht das
allgemeine Integral der Gleichungssysteme (13)—(16) finden.

Satz 10. Das allgemeine Integral des Gleichungssystems (13) im Fall der heli-
koidalen Bewegung ist

(18) X; = —@7 %300 + %,C + 3%,C, cos 0,0 + %,C, sin 0,0,
x; = 07’ — 0,C, sinw,¢p + ©,C; cos w,@,
X3 = —w7 5,00 + %,C — %,C, cos 0,9 — %,C, sinw, ¢,

wo wi = 2%} + %3, 0 = nyfly + %ally, € = %yfly — %apty. C, Cy, C, sind Integration-
konstanten.

Nun miissen wir einige Vorbereitungsbetrachtungen durchfiithren. Es sei die Glei-
chung

(19) A+ Y [A4;cos 9;x + B;sin 9,x + x(C;cos $;x + D;sin 9x)} =0
i=1

gegeben, wo 9;, A;, B;, C;, D; reele Konstanten sind und 9; = O, ‘Sil + |9j|, i,j=
=1,..,n.

Wir beweisen, daB die Gleichungen (19) fiir alle x genau dann erfiillt ist, wenn
A= A; = B; = C; = D; =0 gilt. Setzen wir fiir x den Wert —x ein, erhalten wir
zwei Gleichungen

(20) A+ Y (A;cos §;x + xD;sin §;x) =0,
i=1

n

(21) 3 (B;sin 9;x + xC;cos 9x) = 0.

i=1

Durch Differenzieren (21) bekommen wir
Y [(8:B; + C;)cos 9,x — 3;xC;sin §,x] = 0.
i=1

Legen wir $;B; + C; = E;, 3;,C; = F; und nechmen wir die 2m-te Ableitung in dem
Punkt x = 0, erhalten wir

Y (ESI™ + 2mF 97" 1) =0.
i=1

Fir m =0,...,2n — 1 erhdlt man das System von 2n Gleichungen fiir die Un-
bekannten E;, F;. Wenn W = Ia,{l die Determinante von diesem Gleichungsystem ist,
ist af =82U7% fir 1sk<n 1£j=<2n und af =2(j — 1) %Y V7" n+

k—n >
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+1=<k<2n 1 =)= 2nund wir finden leicht, dal W + 0 gilt. Also bekommen
wirE; = F, =0,d.h.C; = B; =0.

Durch Differenzieren der Gleichung (20) erhalten wir

n

Y [(=%:A4; + D;)sin 9;x + x9,D; cos 3,x] = 0

i=1

und analog wie in (21) haben wir D; = 4; = 0 und aus (20) bekommen wir 4 = 0.
Betrachten wir nun die Gleichung

(22) a + bcosw;x + csinw;x + dcos w,x + esinw,x +
+ fcos wx sin w,x + g sin @;x Cos W,x +
+ h cos w;x cos w,x + I'sin w xsinw,x =0,
wo @, > 0, w, > 0 und untersuchen unter welchen Umstinden die Gleichung (22)
fiir alle x erfillt ist. Nach einer Umformung bekommen wir
(23) 2a + 2bcos wx + 2c¢sin w,;x + 2d cos w,Xx + 2e sin w,x +
+ (f + g)sinwsx — (f — g) sin wyx +
+ (h + I)cos wyx + (h — 1) cos wyx = 0,
WO W3 = W + W,, Wy = W; — W,.

Diese Gleichung (23) kann eine nichttriviale Losung nur in dem Fall haben, wenn
w; = towj, firirgendeine i, j = 1, ..., 4 gilt. Diese Bedingungen kann man nur fiir
w; = w, oder w,; = 2w, oder w, = 2w, erfiillen. Einzige Fille sind
a) W=+ 0. Dann ist w; # w, und 0, * 2w, und w, * 2w,. Es ist

(24) a=b=c=d=e=f=g=h=1=0.

b) w,; = w,. Dann gilt

(25) at+h=b+d=1l-h=c+e=f+¢g=0.
¢) w, = 2w,. Dann gilt

(26) a=d=e=b+h=c—g=1—h=f+¢g=0.
d) o, = 2w,. Dann gilt

(27) a=b=c=d+h=e—-f=1l—-h=f+g=0.

Nun kann man die Gleichung (17) 16sen. Fiir die Koordinaten %; (i = 1,2, 3)

3
des Punktes X = § + Y X.¢; des Gangraums erhilt man zufolge (18)
=

i

(28) — w5 %%,00 + #,C + %,C, cos wyp + %,C, sin 0,0,

=
Il

X, = w3 %8 — 0,C; sinw,p + ,C, cos w,¢,
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X3 = —3 2%,80 4+ %,C — 7%,C, cos w9 — %,C, sin 0,0,
wo
2 2, =23 - - _ _ = =
Wy =Ky + Ay, 0= xyfiy + Kofly, &= %yfl; — Hyy . C,Cyp, G
die Integrationskonstanten sind.

3
Die Koordinaten u;, i = 1,2, 3 des Vektors u = ) ue; des Rastsystems haben

i=1
wir fur eine zweckmaBige Wahl des Parameters ¢ in der Form
(29) u, = %,C + Cy%, cos w0,
u, = —w,Cysinw; ¢,
uy; = %,C — %,C, coswp .
Die Gleichung (17) wird die Form
(30) v(%,C + Cyy cos w,9) + (—w3 %8¢ + #,C — 7,C, cos w,p —
— #,C, sin 0,0) 0,C; sinw @ + (03 %8 — 0,C; sinw,yp +
+ ,C, cos w,9) (%,C — x,C, cos w;¢) = 0
haben. Fiir die Koeffizienten der Gleichung (19) analog zu (22) erhilt man die Dar-
stellung
a = Cwj; *(ve,03 + &x,), b= Cio; (vt,0;— &x,), ¢ =x0,C,C,
d = %,w,CCy, e= —%,0,CC;, f=x0,C,C,,
g=—wxCC,, h= —x%w0,C,.C,, |=-w%,CC,.
Das Glied —gw; *%,8w,C, sin w,¢ bleibt iibrig.
i) 6 # 0. Dann ist C; =0, C = 0.Darausfolgt b=c=f=g=h=1=0.In
allen Fillen a) ... d) muB dann auch a = d = e = 0 gelten. Diese drei Gleichungen
haben die Losung
v, + i, =0, C,=C,=0.
Die Punkte, die eine ebene Trajektorie haben, liegen auf der Geraden mit den Glei-
chungen
X, = —uyfny . 03], X — 7% = 0.
ii) & = s, + #,ji, = 0. Man soll die Gleichungen (24)—(27) I8sen. In allen Fillen
muBl f + g = | — h = 0 gelten. Diese zwei Gleichungen haben die Form C,C, =
= C,C, = 0. Wenn C, = 0 gilt, erhdlt man den vorhergehenden Fall mit 0 = 0.

Also kann man C; # 0 voraussetzen. Dannist C; = C, = 0,s0daB f =g = h =
=1 = 0gilt. Weiter giltd = e =0,s0dala=b=c=04d. h.

2

C=0, o) — ixy = Clow,03 + &;) =0
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in allen Fillen a) ... d) gelten muB.
Nun unterscheiden wir zwei Fille

i) C = 0. Gleichungen
8 = vx,03 — B, = vi,0% + &y =0

geben uns v = py = y, = 0. Der Punkt X ist der feste Mittelpunkt der Sphire
bei der sphérischen Bewegung.

iiB) C = 0. Die Gleichungen § = vu,w3 — &, = 0 geben uns
g = (g + vsy) + v, p(py + viey) = vy .

SchieBlich erhélt man also die folgenden drei Fille der helikoidalen Bewegung mit
der ebenen Trajektorie:

1)C;,=C;=C, =0, vx,05 +x,6=0.
2)C=C=C;=C, =0, §=uwvy05 —éx,=0.
3) Die sphérische Bewegung, C = C, = C, = v = py = pu, = 0.

Betrachten wir weiter die Lage der Punkte X. X sind die Punkte, fiir welche C; =
= C, = 0 ist.
Diese Punkte haben die Koordinaten

i - K1l — Haply _ "E‘Zz “”%kzdz _ 42 — kz‘h _

(31) X2 = 2 w? + 2 - 2 212 2
2 1 Ay Xy + xlkz 1 + k2
m v, cotg «, — cotg a,(v, — m, cotga ) X 73
_my + vycotga, 822(2 2 g2)=m2,—1=-—2=k2=cotga2,
1 + cotg” a, X3 %

wo wir die Gleichung (4) fiir die Gangpolfliche beniitzt haben. Aus diesen Bezie-
hungen sehen wir gleich, daB X die Punkte der Achse der Gangpolfliche sind.

Beachten wir noch, daB3

(32) _5_ _ %y + %[, _ ’f?(dz + kz‘]z) _
3 w3 %i(1 + k)

In folgendem finden wir die Gleichungen der zugehérigen ebenen Kurven. Zuerst
miissen wir die Gleichung der Rastpolfliche finden, d. h. die Frenetsche Formeln
(2) 16sen. Der Vektorteil der Formeln (2) ist formal dem System (15) gleich, so daB
die Losung

Xy Ay Ay .
(33) e, = 2f + —frcoswp + —fysinw,p,
Wy @Dy Wy
e, = —f,sinwy® + f3cos w0,
%y V7 Ho
ey = — 1—-/‘f2 COScol(p——fg,Sle(p
(Oh (05} Wy
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sein wird, wo {f1,f2, f3} eine feste orthonormierte Basis in dem Rastraum ist.
Die Gleichung fiir dS/d¢p bekommt die Form

dS/de = pae; + pyes = wy '[0f; + &f, cos W@ + &f5 sin w; 9]
so daB
(34) S = Ay + oy [w,80f; + &f, sinw;¢p — &f; cos 0] .

Die Trajektorie X(¢) des Punktes X, wenn wir C; = C, = 0 betrachten, wird in
3 3

dem Dreibein #o = {4y, fy, f2,f5} die Form X(¢p) =S + ¥ Xie; = Ay + Y. »if;
i=1 i=1

haben, wo
%, = #%,C — 03 %8¢%,, %, = 03%, %3 =1,C — w;*5¢x, ,

so daB

y; = 0] ‘07 [0}de + (Cwl — §¢) (%, + %1)],

y2 = 07 0; *[(ew] — i]) sinw,¢ — 0,(Cw) — 5¢) %, cos w,¢],
y3 = 0 {07 [ —(ew) — iw?) cos w19 — w,(Cow) — 3¢) %, sin w;¢] .

Betrachten wir nun einzelne Falle:

1) vs,05 + %8 =0.

Setzen wir aus dieser Gleichung in y, ein, erhalten wir y; = Konst. Die Trajektorie
ist wirklich eben und seine Ebene ist senkrecht zur Achse der Rastpolflache. f, hat
die Richtung der Achse der Rastpolfliche. Wenn & #+ 0 nun gilt, kann man den
Parameter ¢ so dndern, daB die Gleichungen fiir y, und y; die Form

Yy, =Msinw;p + Npcoswp, y3 = —Mcosw;¢ + N¢sinw,¢

haben, was die Darstellung der allgemeinen Evolvente ist. Fiir die Bewegung muf3
vy[sin @, — v, cos 9fsin a; = O gelten.

Wenn 6 =0 d.h. v, =0 ist, beckommen wir den Kreis vom Radius ¢ =
= (d* + (C*x})/(wiw3))*'?, die Gangpolfiache ist das Rotationshyperboloid.

2) 6 =0, vw; — #,E=0.

Die Gangpolfliche ist ein Rotationshyperboloid und der Punkt, der eine ebene
Trajektorie hat, ist sein Mittelpunkt. Dann ew? — éw? = 0, der Mittelpunkt der
Gangpolflache hat Trajektorie y, = w; 'd¢, y, = y; = 0, was eine Gerade ist —
die Achse der Rastpolflache. Fiir die Bewegung muB v, =0, m; = m, d. h.d =0
gelten.
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Satz 11. Die helikoidale Bewegung hat nur in folgenden drei Fallen eine ebene
Trajektorie

1) ve,05 + 2,8 = 0.

Alle Punkte, die auf der Achse der Gangpolfidche liegen, haben eine ebene Tra-
jektorie. Diese Trajektorie ist fiir & + O eine allgemeine Evolvente in der Ebene,
die senkrecht auf die Achse der Rastpolfiiiche steht. Wenn & = 0, ist die Rastpolfldche
ein Rotationshyperboloid und alle Punkte, die auf seiner Achse liegen, zeichnen
den Kreis.

2) v w; — i =0, §=0.

Die Gangpolfidche ist ein Rotationshyperboloid und die Polflidchenachsen schneiden
sich gemeinsam. Die Gangpolfldchenmittelpunkt zeichnent die Achse der Rast-
polfidche als seine Trajektorie d. h. die Trajektorie ist eine Gerade.

3) Der Mittelpunkt der Sphire hat eine Punkttrajektorie bei der sphdrischen Be-
wegung. :

Beachten wir noch den Fall 1). Die ebenen Trajektorien werden genau dann in
derselben Ebene liegen, wenn y, = Cwj(x,%, + xi) = 0. Mit Riicksicht auf die
Geltung der Gleichung w?é — 0,3, + xf) = 0 muB3 6 = 0 sein. Wir bekommen
also

8 =0, =0, x/x,.%,[% =k, .k, =cotga, .cotga, = —1.
Satz 12. Die helikoidale Bewegung hat eine Gerade, die eine ebene Trajektorie
zeichnet nur in dem Fall vy = 0, k{k, = —1. Die Rastpolfiiche ist dann ein Ro-
tationshyperboloid, die Achse der Gangpolfliche liegt stets in einer Ebene, die

senkrecht zu der Rastpolflidchenachse steht. Die Achsen der Polfldchen stehen senk-
recht aufeinander.

Satz 13. Die helikoidale Bewegung hat nur in folgenden Fdllen eine Ebene, die
durch einen festen Punkt geht:

1) vit,w] + %6 = 0.

Wenn ki k, = —1 ist, bilden diese Ebenen ein einparametriges System und stehen
senkrecht zu der Achse der Gangpolfldche.

Wenn k,k, = —1 ist, ist diese Ebene einzig und sie hiillt eine Gerade ein.
Die Gangpolfliche ist in diesem Fall das Rotationshyperboloid und die erwdhnte
Ebene steht senkrecht zu seiner Achse und geht durch seinen Mittelpunkt.

2) 6 =0, v — #e=0.
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Die Rastpolfldche ist ein Rotationshyperboloid, die Achsen schneiden sich einander
und jede, diese Achse der Rastpolfiiiche enthaliende, Ebene enthdlt auch diesen
Schnittpunkt.

3) Die Bewegung ist sphérisch. Jede durch den Mittelpunkt der Sphire gehende
Ebene enthdlt diesen Mittelpunkt.

Der Satz 13 bestimmt gleichzeitig in den Fillen 2) und 3) alle helikoidale Bewegun-
gen, die die stets durch ein festen Punkt gehende Gerade haben. Im Fall 2) ist es die
Achse der Gangpolflache, 3) ist trivial.

Satz 14. Helikoidale Bewegungen, bei welchen eine Ebene eine Gerade einhiillt,
sind genau alle Bewegungen mit den Eingeschaften

Vit + w6 =0, kiky, = —1(%,5%, + %] =0).

Die Gangpolfiiche ist ein Rotationshyperboloid und die Ebene, die senkrecht auf
seine Achse steht und durch seinen Mittelpunkt geht, hiillt die Achse der Rast-
polfidche ein.

Beweis fiir Sitze 13 und 14. Wenn g(¢) eine Bewegung ist, definiert man die
inverse Bewegung ¢™(r) durch g™(z) = g~ '(—¢). Fir Invarianten der inversen
Bewegung gilt dann

— gin __ ,,in _ ,,in _ Sin — =in
V=00, %y =Ky, MRy =Ry, Ky = My, Hp = My,

%y = —uy, = —py.
Der beweis folgt nun aus den Sétzen 11 und 12.

Betrachten wir noch den speziellen Fall der sphérischen Bewegung. Die Fille 2)
und 3) sind trivial. Fiir den Fall 1) ist die Gleichung immer erfiillt, d. h. jede zyklische
sphirische Bewegung hat eine ebene Trajektorie und es ist die Trajektorie des Mittel-
punktes der Gangpolkurve. Ebene Trajektorien sind also zwei gegeniiberliegende
Kreise bzw. ein einziger GroBkreis fiir k;k, = —1

Ubergehen wir zu inversen Bewegungen, dann sehen wir, daB jede zyklische
sphérische Bewegung genau zwei Kreise mit einer Punkthiille wenn k,k, + —1 und
genau einen solchen Kreis fiir k;k, = —1 hat.

Weiter werden wir helikoidale Bewegungen betrachten, welche die auf einer Kugel
liegende Trajektorie haben. Den Fall der spharischen Bewegung scheiden wir als
trivial aus.

w

Es sei also X bzw. X ein Punkt aus dem Rast- bzw. Gangraum, schreiben wir
S + Y x.&;. Der Punkt X hat eine spharische Trajektorie

3
X=S+Yae, X=

i=1 i

[
-t

genau dann, wenn ein Punkt X existiert so, daB (v, X — X) = 0, d. h.

o(X; — a,) — X3(X; — az) + %(X5 — a3) =0
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fiir die Geschwindigkeit v; des Punktes X gilt.

Satz 15. Punkt X aus dem Gangraum hat eine sphdrische Trajekiorie genau
dann, wenn ein Punkt X aus dem Rastraum existiert so, daff
(35) v(a; — %) — ay%; + asX, =0
gilt.
Nach der Einsetzung aus (18) und (28) erhilt man die Gleichung
(36)  v(3,C — @y *5¢x, + %,Cy cos w9 — %,C + w3 3¢, — %,Cy cos wyp —
— #,C, sin,9) + (—o7 % + 0,C; sin ,0).
(#,C — @3 %8¢%; — %,C, cos 0,9 — %,C, sin 0,¢) +
+ (%,C — @y *6¢xn; — %,C; cos @) .
(w3%E — 0,C, sin w0 + ©,C, cos w,9) = 0.
Fiir die Koeffizienten der Gleichung (22) bekommt man
a = Cojy (v,0} + &%) — Co™{(vk,0] + x,¢),
b = C,0;*(ve,05 — &x,), ¢ = w;%,CCy,
d = C,0}(—vw,0% + &7,) + %,0,CC, ,

_ . _ _
e = C,o7}(—vn,0] + &7y) — #,0,CCy, f = %,0,C,C,,

1

g =—w,;%C,C,, h= —%0,C;C,, |=—w,%C,C,.
Dann bleibt das Glied
A = p{o7?w; [~ 8(vm,05 + x,8) + S(vi,0] + x.6)] -
— 0,05%5%,C, sin 0,0 + o] *w,6%,C, sin 0,0 —
— w7 *w,6%;,C, cos w,¢} .
In allen vier Féallen muB f + g = h — I = 0 gelten, d. h.
C,Cy(wyx; — 0,%,) = C1Cowyx, — wy%,) = 0.

Dabei fiihrt die Gleichung w,%, — w,%, = 0 zu der Bezichung %, = %,, die man
nicht erfiillen kann. Also gilt C,C; = C,C, = O und daraus folgt h = | = g ~ f=
= 0. Es sei weiter b + d = ¢ + 1 = 0. Unterscheiden wir zwei Fille:

) C; =0.Dann b=c=0d. h.auchd =e=0.

B) C, 0. Dann C; =C, =0d. h. d=e =0, so daB auch b = ¢ =0, A5
muB a =b =c =d = e =0in allen Fillen gelten. Im ganzen bekommen Wi das
System der Gleichungen
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®)

c¢C =¢cC,=¢c,C=0, 6C,—-8C, =6C,=0,

S(vs,03 + 2,8) — S(vi,07 + x,6) =0,

Coi(vw,0; + #,8) — Cwd(vit,0] + %,6) = 0,

Cy(vx,03 — x,8) = 0,

Cy(—vx 0% + #8) + %0}w,CC, = 0, (Ct+C3)c=o0,

Co(—vx 0} + #26) — #0]w,CC; =0, - (C} + C3) (—vwyoF + #,8) =

wo wir das Glied A mit der Hilfe der Gleichung (19) analog als oben analisierten.

Eine nicht triviale Lésung des Systems (37) bekommt man nur im Fall C; = C, =
= C, = 0. Dann

Coi(vs,05 + %,8) — Caj(vi,o) + x,6) = 0.

Fiir die Bewegung muB &(vx,w5 + x,8) — d(vit,w] + %,¢) = 0 gelten, d. h. v, (vk, +
+ m,) — vy(vk, + my) = 0, wenn wir (31) und (32) beniitzen.

Satz 16. Eine helikoidale Bewegung, die nicht sphdrisch ist, hat genau dann eine
sphdrische Trajektorie, wenn

O(vx, 03 + x,8) — d(vit, 07 + x,6) = 0
fiir sie gilt. Die sphdrische Trajektorie haben die Punkte auf der Achse der Gang-
polfidche und der Mittelpunkt der zugehdrigen Sphdre liegt auf der Achse der
Rastpolfidche.

Endlich werden wir uns der Trajektorie einer Gerade bei der helikoidalen Be-
wegung widmen. Es sei eine Gerade p in dem Rastraum gegeben und es seien py, ..., P
seine Pliickersche Koordinaten in dem Frenetschen Dreibein & = {S, ey, ey, e3}
der Rastpolfliche. Wenn X ein Vektor aus g ist, welcher zu der Gerade p zufolge
Satzes 1 zugehért, bekommen wir

X = pyRy + p,Ty + psNy + paRs + psTy, + peN, -

Durch Differenzieren dieser Gleichung und durch Benutzung der Frenetschen For-
meln (1) erhalten wir ein System von Differentialgleichungen fiir py, ..., ps.

Satz 17. Es seien g((p) eine Bewegung und p,, ..., ps die Pliickersche Koordinaten
einer Geraden p in dem Dreibein . Dann gehort p dem Rastraum genau dann
wenn

(39) Pi = %Py, Py = =%y + %P3, Ps= —%Pa,
Py = WP2 + %3Ps, Ps = —pPy + HaP3 — %1Pa + %2Ps s
Ps = —HaP2 — %2Ds
gilt.
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Dass allgemeine Integral des Systems (38) in dem Fall der helikoidalen Bewegung
schreiben wir in der Form

(39) p1 = @7 '(¢,D; + %,D, cos w,¢ + x%,Dy sin w,¢),
P2 = —Dysinw,;¢ + D;cosw,¢,
Ps = w; (%, Dy — %,D; cos @@ — x,D3 sin w,0),

Pa = @y e, D; — %,D4 + cos 0, p(—w; >ex, Dy + w5 *5¢px, Dy —
— %, D5) + sin w,;p(— o7 *ex, Dy — w7 *8¢x, Dy — %, D),
ps = cos w,0(—w;Dg — w7 '5¢D,) + sin w,p(w,Ds — @y '6¢pDs),
pe = —w; 2ex;, Dy — 2Dy + cos w,0(— o] Yex; Dy — w7 23¢x,D; +
+ 5,D5) + sin w,o(— oy *ex, Dy + w7 *5¢x,D, + %,Dg),
wobei D} 4+ D3 + D3 =1, D,D, + D,D; + D3Dg = 0.

Zuerst untersuchen wir, wann die Trajektorie einer Geraden bei der helikoidalen
Bewegung einem linearen Geradenkomplex gehort. Es seien p eine Gerade im Rast-
raum und q eine Gerade im Gangraum und ¢, ..., g4, die Pliickersche Koordinaten
der Geraden g im Frenetschen Dreibein & = {S, e, e,, e;} der Gangpolfliche.
Die Gerade g gehort genau dann zu dem linearen Geradenkomplex mit der Achse p
und dem Parameter 7, wenn

(x3s) + (y:8) +n(x: ) =0
fiir ihre Pliickersche Koordinaten p = (x, t), g = (y, s) gilt.
Diese Beziehung gibt uns in Pliickerschen Koordinaten
(40)  pigs + P2gs + P3ds + DPady + Psds + Peds + 0(Piqy + prg, +
+ p3ds) = 0.
Differenzieren gibt uns durch Benutzung (38):
(41) P3ds = Psds = P2de + Ped2 + (P3dz — P245) (v + 1) = 0.

Nun finden wir alle Losungen der Gleichungen (40) und (41). Die Darstellung fiir ¢
kénnen wir nach der Anderung des Parameters ¢ in der Form

(42) 91

g, = —E;sinw,p,

Il

w3 '(%,E, + 3,E, cos w,0),

43 = wgl(”1E1 — #%,E cos ;) ,

gs = 03 %8, E; — #,E, + cos 0,0(— w3 *8%,E, — #,Es) —

I

" — %,Eg sin w,0 — @; 259, E, sin 0,0,
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gs = —,E¢ cos 0,0 + w,Essin w0 — 0 'S@E, cos 0,0,
g = —; 80,E; — %, E, + cos w,¢(—w; *éx,E; + #%,Es) +
+ #%,Eq sin 0,0 + @3 20¢#,E, sin 0,0 ,
schreiben, wobei EZ + E3 = |, E,E, + E,Es = 0.

Aus der Gleichung (41) schreiben wir zuerst die Glieder auf, aus welchen wir ¢
vorwerfen kénnen. Wir erhalten die Gleichung
0 = w;'(,D; — %,D; cos w,p — #,D5 sinw,¢) .
.03 '(=38E, cos w,0) + wy'5(D, cos w @ + D3 sinw, o).
3 (6, Ey — #,E; cos w,0) + Sx07 *(—Dj cos w @ + D, sinw, ).
A(=E;sinw,p) + (D, sinw @ — Dy cos w9) 5%,w5 °E, sin 0, .
Schreiben wir die Koeffizienten der Gleichung (19) mit dem Strich, bekommen wir

’

a =0, b =ow'nw;'9ED,, ¢ =o;'w;"6xDE,,
d = —w;'w; 0%, D,E,, ¢ =0, f' = DiE,(07%6%, — w;?5%,),
g’ = o7 03 'D1E,(0x, — 6%,), W = o7 'w; ' D,E,(5x, — 0%,),
I' = D,E,(w;*5%, — 0™ {5%,) .

Mit Riicksicht darauf, daB die Gleichung (40) symmetrisch hinsichtlich p und ¢
ist, hat die Bewegung die gesuchte Eigenschaft zugleich mit der Bewegung, welche
zu ihr invers ist. Es geniigt also nur irgendwelche Fille zu betrachten. Schreiben wir
sie!

1 D,=Dy=E, =0, Dy=E =1, Dy=E, =0,

2)D,=D;=0, D=1, D,=0, E, 0, §=0,

Vo, =w,y,, §4+5=0, 60, x,=1[2, % =—1/2, v
D;E, = D,E, + D,E, =0, D3+ D?+0, E,+0,

4) 0, =2w,, §+26=0, 60, E,=D3;=E;=0, E,=1,
(3%, + 1) D, — %, Dy =0, D, *0,

5D+ D40, E;#0, §=86=0.

—dse 1y,

Il

Durch die ausfiihrliche Analyse bekommen wir weiter alle Losungen der Gleichun-
gen (40) und (41). In der Praxis interesieren wir uns nur fiir zwei besondere Fille:

a) Die Trajektorie einer Geraden ist eine helikoidale Flache.

B) Der erwihnte lineare Geradenkomplex ist speziell d. h. die Gerade p und ¢
schneiden sich einander.
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Soll eine Gerade als die Trajektorie eine helikoidale Fliache zeichnen, muB seine
Richtung bei der zugeordneten spharischen Bewegung den Kreis zeichnen. Es be-
deutet zufolge der Bemerkung zum Satz 14, daB es um den Fall 1) d. h.

D,=Dy=D,=E,=E,=0, D/ =E =1,
geht. Die Gleichung (41) hat dann die Form
Essin w,p — Eg cos w,p — Dssinw;¢ + Dgcosw,;¢p =0

und diese Gleichung hat die Losung

Es=E;=Ds=Dy =0 fir o, + o,,

Es; = Ds, Eg= Dg fir o, = w,.

Satz 18. Die Gerade q bei der helikoidalen Bewegung zeichnet nur in diesen

Fallen eine helikoidale Fldche:
1) w; * w,, q ist die Achse der Gangpolfiiche,
2) @, = w,, q ist eine parallele Gerade mit der Achse der Gangpolfidche.

Weiter beachten wir den zweiten Fall, d. h. wir legen in den Gleichungen (40) und

(41) n = 0. Gleichung (41) hat folgende Koeffizienten
a=0, b=ow;"[wxDE, + wx,D:E, + D:E,(v%, + w;’E%,)],
¢ = —w; [, DsE; + wyx;D,E, + DyE (v, + wj %i%,)],
d = ~w;'w,%,D,Eg,

e = oy '[wy;D,Es + 0%, D4E; + DEy(vx; + o7 *ex,)]

f = —n,07'0,D,Es — %,DsE;, — #%,D3Eq + DyE,(—w; v, + o7 Yexy),
g = %07 '0,D3E¢ + #%,0,05 ' DsE, + #,D,E5 + D,Ey(w3 'vit, — w3 %xy),
h

- _ — _ -1 - —3-
= 5,07 ', D,Eq — #,0,05 ' DgE, — #,D3E5 + D3E,(—wj 'vit, + w; >ixy),

-
I

= —5,0; "0, D3Es — %,D6E, + #,D,E¢ + D3Ey(—wy v, + o) Yexy) .
Das konstante Glied der Gleichung (40) ist

A = o] o7 [#,D,E (w; %8 — o] %) — (3 + #,%,) (D1Esw, + D4E ).
Nun werden wir uns den einzelnen Fallen widmen.
)D,=Dy;=E,=D,=E,=0, D, =E =1.
a) , # w,.Ds = Dg = Es = Eg =0, aus A = 0 folgt w;’8 — w; % = 0d. h.

m, — m; = d = 0, d. h. die Achsen miissen einander schneiden.
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b) w; = w,.Ds = Es, D¢ = E,, wieder giltd = 0.
2)Dy=Dy=Dy=0, D, =1, E; 0,

Aus der Gleichung (41) folgt D5 = Dy = E, = 0, v, = 0,

Edsina;, — (1 + kiky) E, =0, (v+ mk)E, +sina,. Es=0.
3w, =w,, §=-35, %0, x2:1/2, 22=—~]/2, v =4y,

D;E, =D,E, + D,E, =0, D2+ D +0, E,+0.

a) Dy =0, E; = 0. Die Losung ist v = p; = 0 und die Konstanten kénnen wir
in der Form

D, =cosy, D,=siny, Dg= —Asinyy, Ds= Acosy,
E, =cosy, E,= —siny, E,=2siny, Es=2Acosy,
D¢ = Eg
schreiben. Fiir die Bewegung gilt v, = —v,, k; = —k,, d = 0.
b) E, = 0. Dann ist auch D, = 0, E, = 1. Man erhilt die Gleichungen D;E, = 0,
D, — D,E, = 0.
a) Dy = 0. Dann gilt Dy = E; =0, Dg = —E¢, D, = E;, D, = E, = L.
B) Dy + 0, E, = D, =0. Daraus folgt E5; =0, D, = —D,Es, D5 = D;Eg,
By = 2pq0¢,.
4) 0, =2w,, 6+20=0, 60, %, + —1/3, (3%, +1)D, —x,D; =0,
E,=D3;=E;=0, E, =1, D, 0.
Dann ist
E,=Es=Dg=0.
Die Bedingung der Lsbarkeit ist
4(e — 28) [ — (3%, + 1)] + 3,007 = 0.

5D +D;+0, E; 0, 6=5=0.
Dann gilt
o e — o] 've, = —o] v, ;%8 — 0; i, = w; .

Wir miissen einzelne Fille analisieren, d. h. die Gleichungen (24)—(27) nach
einander l6sen.

a) E¢ = 0. Fiir alle Fille bekommen wir die sphirische Bewegung und die Lc‘iéungen
sind Geraden, die durch den Mittelpunkt der Sphére gehen.

b) E¢ # 0, W # 0. Die Gleichung (24) hat keine Losung.
¢) W = 0. Die Gleichungen (25)—(27) haben immer eine Losung.
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Satz 19. Helikoidale Bewegungen, bei welchen eine Gerade q in dem Gangraum
existiert, welche mit der Geraden p in dem Rastraum einen gemeinsamen Punkt
hat, sind genau diese:

i) d = 0, d. h. die Achsen schneiden sich einander und q = 0,, p = o0;.
ii) v, = 0, d. h. die Gangpolfliche ist ein Rotationshyperboloid und p; = o,.
iii) v = py = p, = 0. Die Bewegung ist eine sphirische Bewegung und die Gera-
den gehen durch den Mittelpunkt der Sphdre.
iv) o, = w,, d = 0, d. h. die Achsen schneiden sich ,
ky + k, = 0, ist parallel mit o, q ist parallel mit o,.
Vo, =w,, §+35=0, k; +k, =0, v=pu =0, v, +0v,=0D; =0).
Vi) o, =w,, §+3=0, k, +k, =0, vl+02=0(D1=D3=D5=
=Dg=0,E =0).
vi) o; =w,, 64+8=0, ki +k, =0, v, +v,=0,
fi; = 2¢,u,(Dy, = D, =0, E, = E, = E5 = 0).
viil) o; = w,, 6=08=0, k;, +k, =0, v, =0,=0.
ix) 0, =2w,, 6+25=0, 4(e—28)[x% — %,(3%, + 1)] + 3x,p0} =0.
X) o, =20,, 6=0=0, v, =0v,=0,

und die zu diesen inverse Bewegungen.

Endlich finden wir helikoidale Bewegungen, die eine Gerade besitzen, welche stets
dem Nullystem gehort. Das Nullsystem hat die Gleichung vg; + g, = 0 und daraus
folgt

vw; ((#,E, + #,E, cos w,9) + w; e, E; — %,Eq +
+ cos w,p(— w5 *8%,E; — %,Es) — #,Eq sin w0 —
— w;*8¢u, E, sinw,p = 0.

Satz 20. Eine helikoidale Bewegung hat eine Gerade, welche stets dem Nullsystem
gehort, genau in diesen zwei Fdllen:

1) E; = E, = Es = Eg = 0, vit,05 + &%, = 0, q ist die Achse der Gangpolfiiche.
2) E¢ =0, 6=v,=0, (07'%,0— w;%#%)E, —%Es=0,

(w3 %0 — 03 %80,) E; — #,E4 =0,

sgn (%, v — &%y) . sgn (%pm3 — ;) = sgn (37 + 1,%,) .

Geraden mit dieser Eigenschaft bilden eine Regelfliche.

180



Literaturverzeichnis

[1] A. Karger: Grundlagen der rdumlichen kinematischen Geometrie I. Apl. mat. 14 (1969),
87—93.
[2] J. Favard: Cours de Géometrie différentielle locale. Moskau 1960 (russ. Ubers.).

Souhrn

GRUNDLAGEN DER RAUMLICHEN KINEMATISCHEN
GEOMETRIE 11

ApPOLF KARGER

Cldnek je pokralovdnim prdce [1] a je vénovdn analyze a nékterym otdzkdm
syntézy helikoiddlnich pohybl. V prvé ¢dsti jsou helikoiddlni pohyby charakterizo-
vdny jako dvojSroubové pohyby specidlniho typu a je nalezena souvislost mezi
invarianty helikoiddlniho pohybu a invarianty jeho axoidi, které jsou tvofeny
pfimkovymi Sroubovymi plochami. V druhé ¢dsti jsou nalezeny ty helikoidalni
pohyby, které maji alespoii jednu rovinnou resp. pfimkovou resp. sférickou trajektorii.
Primkova trajektorie je explicitné popsdna. Ddle jsou nalezeny vSechny helikoiddlni
pohyby, které maji v hybné soustavé pfimku, kterd stdle protind danou pevnou
pfimku pevné soustavy resp. ty, které maji v hybné soustavé rovinu stdle prochdzejici
danym pevnym bodem.

Anschrift des Verfassers: RNDr. Adolf Karger, CSc., Matematicko-fyzikdlni fakulta UK,
Sokolovska 83, 186 00 Praha 8.
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