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SVAZEK 26 (1981) A P L I K ACE M A T E M A T I KY ČÍSLO 3 

BEMERKUNGEN ZUM VERFAHREN 
DER KOORDINATENWEISEN SUCHE 

DIETER OELSCHLÄGEL und HERBERT SÜBE 

(Eingegangen 18. Mai 1979) 

1. EINLEITUNG 

In Anlehnung einer Arbeit von Donath G. und K.-H. Elster [3] soll im folgenden 
eine ,,Intervallversion" der koordinatenweisen Suche vorgestellt werden. Dabei sollen 
alle möglichen Fehler berücksichtigt werden, d. h. z. B. auch eingangsbedingte 
Fehler in der Zielfunktion, so daß man auf einer EDVA numerisch sichere Ergebnisse 
erhält. Weiterhin soll an Hand des Testbeispiels A aus [3] die „gewöhnliche" mit der 
,,Intervallversion" verglichen werden. 

2. BEZEICHNUNGEN UND DEFINITIONEN 

Mit A, B, . . . el(R) werden reelle, abgeschlossenen Intervalle bezeichnet, a, b, . . . 
... e R seien reelle Zahlen oder reelle Vektoren und [ x ] T = [_x, ~x] T = (Xl9X2, . . . 
...,Xn)e Vn(l(R)) bezeichne einen Intervallvektor sowie [A ] = [_A, ~Ä] = (A l 7) e 
eMmn(l(R)) eine Intervallmatrix. Der Durchmesser d([x]) = max d(Xt) sei 
mit d(Xi) = ~xt — _X;, Xt = [-x^, " x j erklärt. 

Weiterhin benötigen wir die Norm eines Intervallvektors ||[x]|] = sup ||x|| und 
die Norm einer Intervallmatrix | | [A] | | = sup ||A | |. xeM 

Ae[A] 

3. AUFGABENSTELLUNG 

Wir betrachten die gleiche Aufgabenstellung wie in [3]: 

(1) min {f(x)/x e G} , 

G : = {x e Rn\ai ^ xi9 i e I; Xj ^ b;, j e J ; 

I,J c= {1,2,...,«}; ahbjeR} #= 0 . 
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Da wir eingangsbedingte Fehler zulassen wollen, wird in der Zielfunktion f(x) 
ein Parametervektor a eingeführt, wobei alle Parameter völlig unabhängig voneinan
der in Intervallen variieren mögen. Aus der Aufgabenstellung (1) wird somit 

(2) min {f(x; a)jx e G}; a e [O] , 

Für a e [a\ gelte auf einer offenen, konvexen Menge X => G:f(x; a) sei stetig differen
zierbar nach x, stetig über X x [a] sowie streng konvex in x, 
Yx f(x; a) sei stetig über X x [a~\. 

Bemerkung . Die Voraussetzung der strengen Konvexität kann durch Kon
vexität oder Pseudokonvexität ersetzt werden, wenn man zusätzlich fordert, daß 
für a e [a] der entsprechende Minimalpunkt eindeutig ist. 

Im folgenden benötigen wir die zwei Mengen 

X := {x(a)/minf(x; a) = f(x, a), a e [a]} 
xeG 

Z : = { / ( * ( a ) , a ) / a e [ a ] } . 

Die numerische Aufgabenstellung soll darin bestehen: 

1. Berechnung eines Intervallvektors [x] e Vn(I(R)), der die Menge $ „möglichst gut" 
einschließt, d. h. [x] 3 X. 

2. Berechnung eines Intervalles Z el(R)y welches die Menge 2 ebenfalls „möglichst 
gut" einschließt, d. h. Z 12 Z. 

Sind diese beiden Aufgabenstellungen realisiert, dann betrachten wir (2) als gelöst. 

4. ALGORITHMUS UND ABSCHÄTZUNGEN 

Zunächst soll angegeben werden, unter welchen Voraussetzungen inf 2 und sup 2 
berechnet werden können. 

Satz 1. Ist f(x; a)für x e G entweder isoton oder antiton in a über [a] , dann gilt 
im Falle der Isotonie 

(3a) inf 2 = min {f(x; -a)jx e G} 

(3b) sup 2 = min {f(x; ~a)\x e G} 

und im Falle der Antitonie 

(4a) inf 2 = min {f(x; ~a)\x e G} 

(4b) sup 2 = min {f(x, _a)/x e G} . 

Beweis. Wir setzen Isotonie voraus und betrachten 

Zj = min {f(x; _a)/x e G} 

z2 = min {f(x; a)\x e G}, a e [a] 

z3 = min {f(x; ~a)jx e G} . 
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Aus f(x; _Ö) ^ f(x; a) g f(x; ~a)9 x e G, a e [O] folgt sofort z, <; z2 <; z3 und 
somit die Behauptung. 

Auf die Lösung von (3) bzw. (4) wird im folgenden noch eingegangen. 

Wir bilden Vrf(x; a) und bezeichnen fi(x;a):=df\dxi(x;a). Es wird die 
Existenz und Äquivalenz der beiden Systeme 

(5) 

fí(xux29...9xn; a) = 0 o x 1 = ft,(x2,x3, 

f2(xí9x29...9xn;a) = 0ox2 = / i2(x, ,x3 , 

fn(xl9x29...9x„;a) =0oxn = hn(xì9xl9 

xn; a) 

. xn; a) 

i',à) 

gefordert, wobei die ht i = 1, .. . , n ebenfalls in allen Variablen stetig sein sollen. 
Weiterhin mögen die stetigen Intervallenweiterungen (vgl. [5]) F zu f und Ht zu hh 

i = 1, . . . , n existieren. 
Um das Verfahren der koordinatenweisen Suche mittels (5) intervallarithmetisch 

durchführen zu können, müssen wir zunächst in (1) I = J = {1, 2, . . . , n) voraus
setzen, d. h. der zulässige Bereich G wird zu einem n-dimensionalen Quader oder 
Intervallvektor [x] . 

Satz 2. Mit [x]° = [x]1) gelten für das Iterationsverfahren 

yf+1 = Hi(x
kS\...,x\+lxUu-X;la]) 

-yfc+1 

(6) 

Y^1 nX' 
k+i 

xк,+1 = 
-X; 

falls 

falls 

falls 

7k+l ФØ 

-yк+1 > -A 

-Ук+1 < -xк 

i = 1(1) n 

fc = 0,1,2, ... 

die folgenden Beziehungen 

1. [xf^[xY^[xf^... 
2. X _= [x]k Vk 

3. Falls _y- + 1 < ~xk

i9 so istXi 

Falls yk + 1 < _x\, so ist xt 

xk Vx e X(*). 

xk Vx e ! ( * * ) . 

Tritt (*)für ein k, ein, so kann man X\ = "x*1 für / ^ k, + 1 setzen; tritt (**) 

für ein k2 ein, so kann man entsprechend X\ = _x*2für I ^ k2 + 1 setzen. 

Der Beweis wird in [6] für die Aufgabenstellung (l) und in [7] für den quadrati
schen Spezialfall von (2) geführt, so daß der Beweis für die Aufgabenstellung (2) 
leicht daraus folgt. 

') м° = (*?,*§,...,*?) 
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(6) stellt ein modifiziertes Einzelschrittverfahren mit komponentenweiser Durch
schnittsbildung dar. Für den quadratischen Spezialfall 

f(x; a) = ixTCx + PTx , C e [C] , pe[p], 

C — symmetrisch und streng positiv definit, soll die Iterationsvorschrift (6) noch 
einmal angegeben werden, da hier noch eine Konvergenzbeschleunigung im Sinne der 
Inklusion bei gleichem Aufwand wie in (6) erreicht werden kann, wenn man das 
symmetrische Einzelschrittverfahren (vgl. [2]) folgendermaßen modifiziert: 

Yk+i = -~(lcijx)^+ i C^J + P,) 
C f I j=l j=i+l . J = l 

Zk + i = Yk+i^Xk 

yk + Ą 

xk+i = 

(7) 

falls Z\+* * 0 

falls _y; + i > ~ 

falls _y*+" < _ 

I = 1(1) n 

C, 
zfc+1 

(_c ; ДГ ł + Ъchx
kГ + PÒ 

n K; + ł 

X + 1 = J c + ł 

_x ,fc + ł 

falls 

falls 

falls 

z*+1 +ø 

..*+ -
yí < 

и ( - l ) l 

fc = 0, 1,2, . . . 

Konvergenzbedingungen in dem Sinne, wann [x] f e + 1 c [x] fc oder lim d([x]fc) = 0 
fc-* 00 

gilt, werden in [6] und [7] angegeben. Das Iterationsverfahren (6) bzw. (7) wird auf 
einer EDVA mittels einer geeigneten Maschinenintervallarithmetik realisiert, dabei 
wird die Iteration abgebrochen, wenn [x] fc + 1 = [x] k = [x]* gilt, welches nach 
endlichen vielen Iterationen eintritt. 

Lassen wir unsere Voraussetzung I = J = {1, 2, ..., n} fallen, so besteht die 
Aufgabe darin, einen Anfangsintervallvektor [x]° mit [x]° .=_• X zu bestimmen, 
um das Iterationsverfahren (6) bzw. (7) durchführen zu können. Hier besteht ein 
wesentlicher Unterschied zum „gewöhnlichen" Verfahren der koordinatenweisen 
Suche, wo die Wahl des Startpunktes keine Schwierigkeiten bereitet. 

Um einen Startintervallvektor [x]° zu bestimmen, müssen wir f(x; a) als gleich
mäßig konvex in x über der Menge X voraussetzen, damit genügt Vvf(x; a) einer 
Monotoniebedingung 

(8) (x - y)T (Vxf(x; a) - Vxf(y; a)) = c(a) ||x - y||2 , x, y e X 

c(a) > 0. Es sei weiterhin M = inf c(a) > 0 und eT = (1, 1, . . . , 1). 
ae[a] 
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Satz 3. Es sei f(x; a) gleichmäßig konvex in x über X und ist x e Rn ein Funkt 
mit x e G, dann gilt die Abschätzung 

\\x - x\\ = Q = 1/M ||V- F(x; [O])|| , x e X . 

Weiterhin folgt mit 

[y] •= [x — ge, x + Oe] 

die Abschätzung [y] __ X und der Intervallvektor [x]° . = [y] n G ist ein geeigneter 
Startintervallvektor für das Iterationsverfahren (6) bzw. (7). 

Beweis. Offensichtlich gilt mit dem Optimalitätskriterium 

(x - x)T Vxf(x; tf) __ 0 Vx e G, a e [a] , x e i , 

die Beziehung 
(x - x)T Vxf(x; a) = 0 , a e [a] , x e l , 

so daß 

c(a) ||x - x||2 ^ (x - x)T(Vxf(x; a) - V,f(x; a)) = (x - x)T Vxf(x; a) 

und mit x 4= x die Beziehung 

l l * - * l -S -^-~ | |Vx/(x; a)|| , ae[a] 
c(a) 

folgt. Die Behauptungen sind somit sofort ersichtlich. 

I s t / (x ; a) quadratisch, so wird O zu 

Q = ^;\\{C]x + [p]\\ 
M 

und c(a) ist der kleinste Eigenwert von C. M kann dann entweder durch den Satz 
von Gerschgorin [8] oder durch folgende Beziehung 

M = LdH5 fal]s |[Ä-||| <!i) 

abgeschätzt werden, wobei Yeine Näherung zur Inversen von C e [C], [R] = E — 
— Y. [C] und F die Einheitsmatrix ist. 

0^ \\n-\\[c]x + [p-]\\ 

i - IM 
ist dann identisch mit einer von Krawczyk [4] angegebenen Fehlerabschätzung 
für lineare Intervallgleichungssysteme. 

*) ||.|| —Spaltensummennorm oder Euklidische Norm. 
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Das in der Aufgabenstellung aufgeführte Intervall Z mit Z ^ Z ergibt sich zu 

Z :-_=•([*]•, M ) . 

Ist die Voraussetzung von Satz 1 erfüllt, dann löse man z. B. (3a) und (3b) mit dem 
genannten Algorithmus getrennt, wobei \x]x den Minimalpunkt von (3a) und [ x ] 2 

den Minimalpunkt von (3b) einschließe. Wir berechnen Z{ : = F([x]i, ~a); 
Z2 := F([x]2, ~Ö), dann ist das Intervall ~Z = [inf Zl9 sup Z2] eine i. allg. 
schärfere Abschätzung von Z als Z. 

Abschließend sei noch einmal die intervallarithmetische Version der koordinaten
weisen Suche mit der „gewöhnlichen" verglichen. 

Der entscheidende Vorteil der intervallarithmetischen Version besteht darin, 
daß der Minimalpunkt sowie der optimale Zielfunktionswert in sichere Schranken 
eingeschlossen werden, dabei werden alle Fehlerarten erfaßt (z. B. Eingangsfehler, Ver
fahrensfehler, Rundungsfehler, Konvertierungsfehler usw.). Dafür müssen natürlich 
einige Nachteile in Kauf genommen werden: 

a) Falls der zulässige Bereich G kein n-dimensionaler Quader ist, bereitet die Bestim
mung eines Startintervallvektors gewisse Schwierigkeiten. 

b) Die Konvergenzvoraussetzungen bzw. die Voraussetzungen für die Durch
führbarkeit des Algorithmus überhaupt sind schärfer als im „gewöhnlichen" Fall. 

c) Der numerische Aufwand auf einer EDVA ist größer. 

5. NUMERISCHE BEISPIELE 

Die Beispiele wurden auf einer EDVA R 300 mit einer Mantissenlänge von 8 
Dezimalstellen am Rechenzentrum der TH Leuna-Merseburg gerechnet. Die Inter
vallarithmetik wurde durch Unterprogramme realisiert. 

Auf die Beispiele wurde ausschließlich das symmetrische modifizierte Einzel
schrittverfahren (7) angewendet. 

Beispiel 1. Dieses Beispiel und die jeweilige Lösung der „gewöhnlichen Version'" 
wurde aus [3] entnommen. 

z = jxTCx + pTx = min! 
bei x e [x]. 

Es sind 

C = 

PT = ( - 1 - 3 1 - 1 ) . 
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b) 

I [ X ]T = ([o-5, 1-5], [0-5, 1-5], [0-5, 1-5], [0-5, 1-5]) 

Die exakte Lösung ist xT = (0-75, 1-5, 0-5, 0-5) sowie z = -3-3125. 

,,Intervallversion" „gewöhnliche Version" 
Nach 3 Iterationen ergab sich: 

0-74999996; 0-75000004] 

1-5000000; 1-5000000 ] 

0-5000000; 0-50000000] 

0-50000000; 0-50000004] 

3-3125019; -3-3124980 ] 

[x] T = ( [ - 2 - 5 , 0 ] , [2-5,4-5], [ -3-5 , - 1 - 2 ] , [30,6-7]) 

Die exakte Lösung ist xT = (—1, 3, —3, 4) sowie z = —7-5 

„gewöhnliche Version" 

x, є 
X , Є 

X , Є 

X, Є 

x{ = 0-750064 

x
2
 = 1-49989 

x
3
 = 0-500107 

XĄ_ = 0-500107 

ž = -3-31215 

,,Intervallversion" 
Nach 27 Iterationen ergab sich: 

x, e [-10000021; -0-99999829] 
Ž2 e [ 2-9999999; 30000001 ] 
x3 e [-30000033; -2-9999972 ] 
x 4 _ [ 3-9999968; 4-0000037] 

z e [-7-5000541; -7-4999469] 

x{ = -1-00026 
x 2 = 3-00013 
jč3 = -300039 
x 4 = 400040 
z = -7-50000. 

Beispiel 2 Für das Optimierungsproblem 

z = jxTCx + pTx = min! , Ce [_C, ~C], pe[_p, ~p] 

bei x ^ 0 

sind Abschätzungen für X und Z anzugeben. Da diese Aufgabe mit der „gewöhnlichen 
Version" nicht lösbar ist, kann ein Vergleich nicht abgegeben werden. Der zulässige 
Bereich ist kein n-dimensionaler Quader. Es sind: 

*~29-99 3-991 2-98 1-998 0-999^ 
3-991 28-98 2-98 1-998 0-999 
2-98 2-98 27-999 1-998 0-999 
1-998 1-998 1-998 26-998 0-999 
0-999 0-999 0-999 0-999 25-998 

C = 

300001 4-002 3-001 2001 1-0001 

4-002 29-001 3001 2-001 10001 

3001 3-001 28-001 2001 10001 

2001 2001 2001 27-001 10001 

10001 10001 1-0001 10001 26002 
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pT = (-4-001 - 8 0 0 1 -12-001 5-996 - 2 0 0 3 ) 

- p T _ (-3-998 -7-998 -11-999 6002 -1-997) . 

Alle Matrizen C e [C] sind streng positiv definit. Wir benötigen einen Start-
intervallvektor [x]° mit [x]° ~2 X. Es ist somit 

M 

auszurechnen. Mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin folgt leicht M _ 18-9759, 
wobei die Spaltensummennorm verwendet wurde. Somit ist Q :g 1-686772. Damit 
haben wir einen geeigneten Startintervallvektor 

[x]° = [0,1-686772 e] 

gefunden. 

Nach 4 Iterationen ergab sich 

и* = 
[0061862171; 0062563393] 
[0-22434449; 0-22515746 ] 
[0-39586587; 0-39636182 ] 
[000000000; 000000000 ] 
[0050486228; 0050839112] 

Für Z wurde berechnet: 

Z = [-3-4692861; -3-4321028] . 

Da die Zielfunktion die Voraussetzung von Satz 1 bzg. der Isotonie erfüllt, wurden 
die Probleme 

z = ixT _Cx + _pTx — min! 

(3a) bei x = 0 

mit z e Z r = [-3-4533342, -3-4533277] 

= \xT~Cx + p x = min! 

(3b) zeZ2 = [-3-4480886; -3-4480779] 

getrennt gelöst. 

Als Einschließung der Menge _ kann nun das Intervall 

[ i n fZ! ; supZ 2 ] = [-3-4533342; -3-4480779] 

verwendet werden, welches 2 um 1-6 . 10"2 schärfer einschließt als das Intervall Z. 
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S o u h r n 

POZNÁMKY K METODĚ HLEDÁNÍ PO SOUŘADNICÍCH 

DlETER OELSCHLÁGEL, H E R B E R T S Ú B E 

V předložené práci je realizována metoda hledání po souřadnicích pomocí interva
lové aritmetiky. Tím je umožněno, že se zahrnou všechny typy chyb, které se vyskytují 
u speciálních nelineárních optimalizačních úloh včetně chyb podmíněných vstupem. 
Jsou uvedeny přednosti a nedostatky stejně jako testovací příklady. 
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