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SVAZEK 26 (1981) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 5 

BEITRAG ZUR ^-KINEMATIK DER EBENE: 
ÄQUIVALENZSATZ; ÄQUIFORME TROCHOIDEN 

KAREL DRÄBEK, ZDENEK PlRKQ 

(Eingegangen 5. November 1979) 

Herrn Prof. Dr. H. R. Müller zum siebzigsten Geburtstag. 

1. EINLEITUNG 

Der Grundsatz der ebene Kinematik des starren Gebildes (jf-Bewegung), nämlich 
die Äquivalenz dieser Bewegung mit dem Rollen (jf-Rollen), ist siehe Absatz 2) für 
die ebene Bewegung des ähnlich-veränderlichen Gebildes («^-Kinematik) formuliert. 
In der allgemeinen natürlichen Geometrie (Cesäro-Picksche Geometrie) trägt man 
den Rollenbegriff, wie man ihn aus der Gruppe der direkten Kongruenzen kennt, 
auf eine beliebige Gruppe der stetigen Transformationen, die allerdings gewisse 
Voraussetzungen erfüllt, über (siehe [7], [8], [9]). In der vergelegten Arbeit ist ein 
Verfahren, das nicht von der Gruppenauffassung abhängt, benutzt. Es zeigt sich, 
daß die sog. komplexe Legendresche Transformation, mit welcher man die Äqui­
valenz der JT-Bewegung mit dem Jf-Rollen (Cauchyscher Satz; siehe z. B. [6]) 
beweist, auch in der *f-Kinematik eine faktische Unterlage für den Beweis der 
<f-Analogie des Cauchyschen Satzes sein kann. In diesem Sinne kann man zum 
Jf - Rollen, als Abbildung einer festen Kurve (die Basis) und einer beweglichen Kurve 
(das Profil) auf sich durch die gleichen Elemente der euklidischen Bogen, analogisch 
den BegrifTdes «f-Rollens als Abbildung der Basis und des Profils auf sich durch die 
proportionellen Elemente der euklidischen Bogen (mit veränderlichem Proportio­
nalitätskoeffizient, sog. Modul des ^-Rollens) formulieren. 

So erhalten wir schon für den einfachsten Typ des $-Rollens (die Basis und das 
Profil sind die Polkurven der äquivalenten Bewegung) in dem euklidischen Model 
umfangreichere Ergebnisse; deren Reichtum wächst noch in jenem Typ des Rollens 
an, in welchem die Basis und das Profil, die von der äquivalenten Bewegung unab­
hängig sind, invariant gegeben sind und man disponiert mit dem Rollenmodul. 

Zu den angewandten Begriffen, ihrer Bedeutung und zur angeführten Symbolik 
verweisen wir z. B. auf die Arbeit [4]. 
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2. <f-ANALOGIE DER KOMPLEXEN LEGENDRESCHEN TRANSFORMATION; 
DIE ÄQUIVALENZ DER ^-BEWEGUNG MIT DEM GROLLEN 

In der <f-Bewegung, die analytisch durch die Gleichung 

(1) S(HS):z = m-^n(~z(t:0) 

repräsentiert wird und deren kinematischen Parameter m = m(t) (sog. Übetragung) 
und n — n(t) (sog. homothetische Drehung, kurz Drehung, n = / exp }&, l — l(t) > 0 
ist der Drehungsmodul, # — S(t) ist der Winkelparameter, bzw. das Zeitregime der 
Bewegung) im notwendigen Maß auf dem gemeinsamen Definitionsintervall I(t) 
regulär sind, ist die erste Rast-, bzw. Gangpolkurve durch die Gleichung 

(2X) *z = m-n(dm:dn)(=1z(t)e(S)), 

bzw. 

(22) K= -dm:dn(-K(t)e(Z)) 

gegeben. 
Die Radiuskomplexe *z, *£ sind auf I durch die Koinzidenzbeziehung (die Lage­

bedingung) 

(3) lz -m + xCn 

und die Tangentialkomplexe d1z, d*( durch die Beziehung (die Berührungsbedin­
gung) 

(4) dxz = n dK , 

in der reelen Form 
mod d1z = I mod d*£ , 

gebunden. 

Mit den euklidischen Bogen 1S, xo auf den Polkurven 1z, H erhalten wir aus der 
reelen Form der Bedingung (4) für den Drehungsmodul 

(4*) l = d 1 s : d V 

und zwar unabhängig von der Wahl der Systeme S, Z (lokale Berührungsinvariante). 
Vom formalen Standpunkt aus sind die beiden Gleichungen (2) 

(5) xz = m — n(dm : dn), *£ = —dm : dn 

und die Gleichungen (3), (4), die wir in der Form 

(6) m = lz - 1t{d1z : dxCj, n = dxz : dK 

schreiben, ihre gegenseitigen Lösungen: 

Aus den Gleichungen (50, (52) haben wir einesteils m = iz — x^n und nach dem 
Einsetzen für n nach (62) folgt (60, andernteils n = (* z — m) : *£ und nach dem 
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Einsetzen für xz — 777 nach (6X) folgt (62). Ähnlich, wenn wir aus den Gleichungen 
(6i)> (62) ausgehen. 

Die Systeme (5), (6) stellen die S-Analogie der komplexen Legendreschen 
Transformation dar, durch welche man am einfachsten den Satz über die Äqui­
valenz der Jf -Bewegung mit dem c€-Rollen (der Cauchysche Satz) beweist.1) 

Die Gleichungen (5) zusammen mit den Gleichungen (3), (4) geben die Basis und 
das Profil des äquivalenten Rollens ($- Rollen) zu der $ -Bewegung, die durch die 
Übertragung m(t) und die Drehung n(t) bestimmt ist, an. In dem momentanen 
Berührungspunkte t e I sind nach (4*) die Basis und das Profil auf sich durch pro-
portionelle Elemente der euklidischen Bogen abgebildet, d !s = ldlo(l = ^(nn), 
mit dem Proportionalitätskoefficienten, welcher dem augenblicklichen Wert der 
lokalen Berührungsinvariante (des S'-Rollenmoduls) gleich ist. Die parametrischen 
koordinatenabhängigen Gleichungen der Kurve (mit dem Parameter t), die während 
des ^-Rollens in der Basisebene durch den profilgebundenen Punkt (C) beschrieben 
wird, folgt aus den Gleichungen (1), (3), (4) in der Form 

(7) Z = 1z + ( C - 1 C ) d 1 z : d ' C ( = Z(t;C)) 

(C-Trochoide); im Hinblick zur Allgemeinheit der Wahl der Systeme S, I kann man 
das zweiparametrige System der C-Trochoiden (mit C als Parameter des Systems) 
durch „die Nulltrochoide" 

Z='z - ^ d ^ d ' C ^ Z O ) ) 
repräsentieren. 

Die Gleichungen (6) geben zu dem (f-Rollen, das durch die Basis 1z(t) und das 
Profil *C(0 (mit dem Rollenmodul l - ^(^z . d Jz) : (dxC . d JQ) bestimmt ist, die 
Übertragung und die Drehung der äquivalenten Bewegung an. Die parametrischen 
Gleichungen der Kurve, die in der Rastebene der Bewegung durch den festen Punkt 
(C) der Gangebene beschrieben wird, sind 

(8) Z - m + C" 

(die ^-Bahnkurve). Das zweiparametrige System der C-Bahnkurven (8) ist äquivalent 
mit dem zweiparametrigen System der C-Trochoiden (7). 

Dadurch wurde die ^-Äquivalenz des Cauchyschen Satzes über die (f-Bewegung 
(die S-Äquivalenz der ^-Bewegung mit dem (^-Rollen) gefunden. 

3. BASIS UND PROFIL SIND DIE POLKURVEN 
DER ÄQUIVALENTEN BEWEGUNG; TRIVIALER FALL 
UND <f-ANALOGIE DER ZYKLOIDALEN BEWEGUNG 

In dem einfachsten Fall des ^-Rollens sind die Basis und das Profil die Rast-, 
bzw. die Gangpolkurve der äquivalenten (^-Bewegung und die C-Trochoide ist ihre 
C-Bahnkurve. 

J) Zu der ursprünglichen Bedeutung in der Mechanik siehe z. B. [1], S. 54 n. 
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In dem trivialen Fall, in welchem die Basis und das Profil $ -Geraden (Kurven 
mit der äquiformen Krümmung, die gleich Null ist; euklidisch alle Kreise in der 
Ebene) sind, sind ihre parametrischen Gleichungen 

z = z0 - ]zx exp ]t, bzw. vz = xz0 - fzt exp ]t 

(z0, zx =t= 0, bzw. vz0, xzi 4= 0 Integrationskonstanten) als die Gleichungen der 
Polkurven, schon zu demselben Parmeter t bezogen. Nach dem Einsetzen in die 
Gleichung (7) (wo wir statt *z, bzw. *{ nur z, bzw. vz schreiben) erhalten wir 

Z = ( . V z 1 + ( C - % ) z , ) : ^ ; 

die Trochoide reduziert sich auf einen Punkt, die äquivalente Bewegung ist die Ruhe. 
In dem einfachsten nichttrivialen Fall, in welchem die Basis und das Profil $ -Kreise 

sind (Kurven mit der konstanten, von Null verschiedenen, äquiformen Krümmung; 
euklidisch alle logarithmischen Spiralen in der Ebene), sind ihre parametrischen 
Gleichungen 

z = z0 + (zt exp (O0 + j) t) : (O0 + j ) , bzw. 

xz = vz0 + ( X exp (vO0 + j) t) : (vO0 + j) 

(O0, bzw. vO0 die äquiforme Krümmung der Basis, bzw. des Profils; z0, zY 4= 0, bzw. 
vz0, vzx + 0 beliebige Intergrationskonstanten) und die Trochoidengleichung ist 

Z = z0- (z,(Q0 - vO0) exp (O0 + j) t) : (O0 + j) (vO0 + j) + 

+ ((C - Nz0) zx exp (O0 - vO0) t) : ^ . 

Mit Hilfe der (^-Transformation in dem Koordinatensystem der Basis und des 
Profils erreichen wir, daß z0 = vz0 = 0, zx = xzx = 1 ist; die Gleichung der {-Tro­
choide vereinfacht sich auf 

Z = - ( ( O 0 - vO0) exp (O0 + j) t) : (O0 + j) (vO0 + j) + { exp (O0 - vO0) t 

(euklidisch (komplexe) Kissoide der logarithmischen Spirale mit dem asymptoti­
schen Punkt in dem Nullpunkt des Koordinatensystems der Basis, und der Geraden, 
welche durch diesen Punkt geht). Die Gleichung der Nulltrochoide vereinfacht sich 
auf 

Z = - ( ( O 0 - vO0) exp (O0 + j) t) : (O0 + j) (vO0 + j) 

(euklidisch die logarithmische Spirale). 
Mit der Voraussetzung O0 4= 0 und für O0 + xO0 = 0 ist 

Z = - ( 2 O 0 exp (O0 + j) t) : (1 + Q2
0) + { exp ( - 2 O 0 t ) , 

bzw. 
Z = - ( 2 O 0 exp (O0 + j) t) : (1 + O0) 

(^-Analogie des spiralsymmetrischen Rollens). 
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Für Q0 = V.Q0 reduziert sich die Trochoide auf einen Punkt. 
Wenn Q0 = 0, KQ0 + 0 (die Basis ist die cf-Gerade, das Profil der c?-Kreis), bzw. 

v ß 0 = 0, Q0 + 0 (die Basis ist der <f-Kreis, das Profil die ^-Gerade) ist, finden wir 

Z = - ( j v ß 0 exp jt) : (vß0 + j) + C exp (-yQ0t), 
bzw. 

Z = (jß0 exp (Q0 + j) t) : (Q0 + j) + C exp Q0t ; 

für die Nulltrochoide 
Z = - ( j v ß 0 e x p j / ) : ( v ß 0 + j ) , 

(euklidisch der Kreis), bzw. 

Z = ()Q0 exp (Q0 +))t): (Q0 + j) 

(euklidisch die logarithmische Spirale). 
Damit sind auch die speziellen Fälle dieser ^-Analogie der zykloidalen Bewegung 

ausgeschöpft. 

4. BASIS UND PROFIL INVARIANT GEGEBEN; 
ÄQUIPARAMETRTSATIONSBEDINGUNG, PARAMETRISCHE GLEICHUNG 

DER ^-TROCHOIDE 

In dem allgemeinen Fall des ^-Rollens ist die Basis, bzw. das Profil durch ihre 
invariante Gleichungen 

Q = Q(OJ) , bzw. vß = xQ(yw) 

gegeben \^co und Q, bzw. yco und "Q ist der äquiforme Bogen (der Tangentenwinkel) 
und die äquiforme Krümmung der Basis, bzw. des Profils]. 

Zur Bestimmung der <f-Rollens, welches mit der S-Bewegung äquivalent ist, 
müssen wir zu dem Paar der reelen Funktionen :Q(co),v.Q(vco) als dritte reelle Funktion 
den Modul des <f-Rollens beifügen. Wir disponieren mit seiner Wahl. 

Der Gleichung (4*) wegen ist l = As : dvs, wo s, bzw. vs der euklidische Bogen der 
Basis, bzw. des Profils ist, wobei die euklidischen Integralinvarianten As, bzw. dvs 
mit den äquiformen Differentialinvarianten Q, bzw. vß durch die Gleichungen 

s" - QS> = 0 , bzw. VS" - vßvs' = 0 

verknüpft sind (die Striche bedeuten die Ableitungen nach dem zugehörigen äqui­
formen Bogen), ist vor allem 

As = 50Jdco, bzw. dvS = vs0
vJdvco 

(VS0 + 0, bzw. vs0 =t= 0 beliebige Konstanten), wobei der Kurzfassung wegen die 
„exponentielle Invariante" 

J = exp \Q dco( = J(co)), bzw. VJ = exp v í2dX = V(\o)) 
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eingeführt wurde, also 

(9) / = /0(J : VJ) (doo : dvco) (/0 = S0 : VS0 > 0 ) . 

Daraus folgt für die Struktur des Rollenmoduls 

(10) / = /0(f:vf)(dco:dvco), 

w o / = f(co) (>0) , v/ = y('co) (>0) beliebige Funktionen sind. 

Mit den Gleichungen (9), (10) erhalten wir als „die Aquiparameirisationshedin-
gung" die Gleichung 

(11) ( / : J ) - ( / : V ) = 0 . 

Für die gegebenen Invarianten J, VJ, d.h. für die invariant gegebene Basis, bzw. 
für das invariant gegebenen Profil, und für die gegebene Auswahl von/ , y, stellt (11) 
die Beziehung zwischen den Parametern co, xoo dar, welche, wenigstens allgemein, 
die Ausdrucksweise 

vco = ycß(co) , bzw. co = cx>(yco) 
erlaubt. 

Hinsichtlich der Gleichung 

(* ) CD - "co = S , 

welche auf I die äquiformen Bogen co, vco mit dem Bewegungsparameter S der äqui­
valenten Bewegung bindet, ist 

co = vco(co) + 9 , bzw. vco = co(vco) — 9 , 

und also, wieder wenigstens allgemein, 

oo = x co(9) , bzw. VOJ = *oo(9) ; 

co, vco sind als Funktionen desselben Parameters 9- ausgedrückt. 
Durch die Allgemeinheit ihrer Form, sowohl hinsichtlich zu J, VJ, wie zu / , xf, 

enthält die Bedingung (11) eine breite Klasse von (^-Trochoiden. Für die speziellen 
Fälle der Gleichung der Basis und des Profils (für die speziellen Wahlen von Q. XQ, 
bzw. J, VJ) und für die speziellen Wahlen der Funktionen/, v/, kann der Äquipara-
metrisationsprozess, oben nur allgemein beschrieben, noch wesentlich vereinfacht 
werden. 

Die parametrische (vom Koordinatensystem abhängige) Gleichung der Basis 
Q = ß(co), bzw. der Profils "Q = 'Q("oo) finden wir aus den Differentialgleichungen 

z" - (Q + j) z' = 0 , bzw. V - (vß + j) V = 0 

(die Striche bedeuten die Ableitungen nach dem zugehörigen äquiformen Bogen); 
es ist 

- г o + .-,|(jexpH*», Ьz„. W z 0 + 
(V exp jxco) dvco 
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(z0, zx =j= 0, bzw. vz0, vz2 =1= 0 sind Integrationskonstanten), und nach der ^-Trans­
formation in dem Koordinatensystem der Basis, bzw. des Profils, einfacher 

z = (Jexp jco) dco( = z(co)), bzw. vz = (vJ expjvco) dvco( = vz(vco)) . 

Wenn wir für die gegebenen Invarianten Q, "Q (oder J, VJ) und für die gegebene 
Wahl der Funktionen / , / aus der (S, vS)-invarianten Bedingung (11) z. B. die Be­
ziehung 'co = vco(co) bestimmt haben, können wir die Gleichung des Profils vz = 
= vz(vco) mit der Gleichung der Basis äquiparametrisieren, so daß vz = vz(vco(co)) = 
= xz(co) ist. Die Gleichung der (-Trochoide, als die (-Bahnkurve in der Bewegung 
mit den Polbahnkurven z(co), x z(cx>) hat also hinsichtlich zu (7) die Form 

(12) Z = z + (( - xz)dz: d x z( = Z(co; ()) ; 

die Gleichung der Nulltrochoide vereinfacht sich auf 

Z = z - x z ( d z : d x z ) ( = Z(co)). 

5. SPEZIELLE AUSWAHL VON Q, "Q UND f, xf 

5.1. Trivialer Fall 

Wenn die Basis, bzw. das Profil eine <#-Gerade ist, d. h. 

Q = 0<=> J = 1 , bzw. vß = 0 o VJ = 1 , 

folgt / = v/ aus der äquiparametrisierten Bedingung (11). Es ist also co = vco auf I 
und aus der Beziehung co — vco = 0 erhalten wir S = 0 auf I. 

Aus der Gleichung der Basis z" — ]z' = 0, bzw. des Profils V — j vz ' = 0 (die 
Striche bedeuten die Ableitungen nach demselben äquiformen Bogen co) folgt (nach 
der «^-Transformation in der Basis- bzw. Profilebene) 

z = —j cxp jco = vz ; 

die Gleichung der (-Trochoide ist 

Z = ( ; 

die Trochoide reduziert sich auf einen Punkt. 

5.2. Basis und Profil sind $ -Kreise; Spezialisierung der Funktionen / , v / 

In dem einfachsten nichttrivialen Fall, in welchem die Basis und das Profil $ -Kreise 
sind, d. h. 

Q = Qo^=0<=>J = exp .Q0co , bzw. XQ = yQ0 #= 0 <=> VJ = exp yQ0co , 
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gibt die Bedingung (11) die Beziehung 

(13) logf(co) - log y(vco) = O0co - vO0
vco . 

Die Äquiparametrisation ist leicht in den Fällen, in welchen die eine oder andere, 
bzw. beide beliebige Funktionen f, f in der Gleichung (13) von ihrem Argument 
unabhängig sind, also wenn entweder f = f0(>0) oder yf = y o (>0) , bzw. f = f 0 , 

y = yo(öfo=jo:y0>o)ist. 
Im ersten Fall finden wir 

co = (logf0 + yQ0co - log vf(co)) : O0 = co(xco), 
im zweiten 

'co = (log y 0 + Q0co - log f (CD)) : vO0 = yco(co) . 

Der erste Fall erlaubt die Spezialisation yQ0 = 0; ohne Einschränkung setzen wir 
f0 = 1 so, daß 

co= -(\ogyf(yco)):Q0 

ist. 
Der zweite Fall erlaubt die Spezialisation O0 = 0; mit der Wahl vf0 = 1 ist 

yco = - (logf(co)) : yQ0 . 

In dem dritten Fall setzen wir ohne Einschränkung g0 = 1, dann ist 

(14) Q0co - yQ0co = 0 . 

Hinsichtlich der Beziehung (*) und mit der Voraussetzung O0 4= yQ0 ( + 0) finden 
wir die Ausdrucksweise für co, yco mit dem Winkelparameter S: 

(15) co = -yQ0$ : (O0 - yQ0),
 yco = -Q0S : (O0 - yQ0). 

Für O0 - yQ0 ( + 0) folgt aus (14) die Beziehung co - yco = 0, d. h. & = 0. 
Wenn wir von der invariant ausgedrückten Basis und Profil zu ihren parametri­

schen Gleichungen übergehen, dann ist 

z = z0 + (zx exp (O0 + j) co) : (O0 + j ) , 
bzw. 

VZ = vz0 + (y
Zl exp (yQ0 + j) yco) : (yQ0 + j) 

(z0, Zj + 0, xz0, vZi =t= Osind die Integrationskonstanten), wo für die einfache Wahl 
/ — /o5 ' / = /o u n d °^as normierte Verhältnis g0 = f0 : yf0 = 1 (14) gilt. Nach dem 
Einführen des Winkelsparameters x9 gilt (15), was wir in der Form 

co = a£, oß = - v O 0 : (O0 - vO0) ; yco = ßS , ß = -Q0 : (O0 - vO0) 

schreiben. Daraus folgt die äquiparametrisierte Gleichung der Basis, bzw. des Profils 

z = z0 + (zx exp a(O0 + j) S) : (O0 + j ) , 
bzw. 

yz = yz0 + (yzt exp ß(yQ0 + j) 9) : (vO0 + j) 
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und für die C-Trochoidengleichung 

Z = z0 -{- (zx exp a(ß0 + j) S) : (ß 0 + j) + 

+ vß0Z! exp jS(C ~ ^o - 0*1 exp /?(vß0 + j) g) : (vß0 + j)) : Q0*zx . 

Nach der ^-Transformationen in dem Koordinatensystem der Basis und des 
Profils erhält man die etwas einfachare Form 

Z = (exp a(ß0 + j) 3) : (ß 0 + j) + 

+ v ß 0 exp jö(C - exp ß('Q0 + j) 5) : (vß0 + j)) : ß 0 . 

Die parametrische Gleichung der Nulltrochoide ist 

Z = ((ß0 : (ß 0 + j) - v ß 0 : (vß0 + j)) : ß 0) exp ( ~ ß 0 ( ß 0 + j) S : (ß 0 - vß0)) 

(euklidisch die logarithmische Spirale). In diesem (einfachsten!) Fall ist also das 
Resultat dasselbe wie in dem Fall, in welchem die Basis und das Profil Polkurven 
der äquivalenten Bewegung waren. 

5.3. Spezialisierung der Invarianten ß 0 , v ß 0 

Die Bedingung (13) kann in anderer Hinsicht spezialisiert werden. Sie behält 
nämlich die Bedeutung auch dann, wenn entweder ß 0 = 0 (vß0 + 0; die Basis ist 
die ^-Gerade) oder v ß 0 = 0 (ß 0 + 0; das Profil ist die ^-Gerade). Der Fall mit 
ß 0 = v ß 0 = 0 (die Basis als auch das Profil sind $ -Geraden) ist trivial. 

Im ersten Fall ist 

j = 7 : (exp (ß0 'o)) ( = </>(») 

und man kann, wenigstens allgemein, vco = vco(co) ausdrücken, wobei 

dvco : dco = ( / ' exp vß0
vco) : ( y - vß0

v /) 

ist (die Striche bedeuten die Ableitungen nach dem zugehörigen äquiformen Bogen). 

In der weiteren Spezialisation dieses Falles wählen wir v/ = v/0: 

/ = v/0 : (exp vß0
vco) ; vco = (log (v/0 : / ) ) : ß 0 = vco(co) ; 

durch die Wahl / = f0 ist aber schon v/ = f0 exp 'Q0co bestimmt. 
In dem zweiten Fall 

y = / : ( e x p ß 0 c o ) ( = vco(co)) 

kann man, wenigstens allgemein), co = co("co) ausdrücken, wobei 

dco : dvco = v/'(exp ß0co) : ( / ' — ß 0 / ) 

ist (die Striche bedeuten wieder die Ableitungen nach dem zugehörigen äquiformen 
Bogen). 
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In der weiteren Spezialisation für diesen Fall wählen wirf = f 0 : 

vf = fo • (exp Q0co), CD = (logfo : \f) : ß 0 = co("co) ; 

durch die Wahl y = y o ist schon f = y o exp Q0co bestimmt. 
Noch zu dem Fall, in welchem Q0 + yQ0 = 0 (Q0 + 0) ist, d. h. JVJ = 1 (^-Ana­

logie des symmetrischen Spiralrollens). 
Die Bedingung (13) hat die Form 

log (f(co) : y ( « ) ) = ß0(co - 'co), 

hinsichtlich zut Beziehung (*) ist 

log (f(co) : 70©)) = Q09 . 

In dem einfachsten Fall f = f0 ist 

log (fo : V0«>)) = ß09 , 

und also, wenigstens allgemein, sco = Nco(9), co = 9 + 'co(S). Ähnlich für den Fall 

y = y0. 
Im Falle / = f 0 , vf = x/0 ist 9 = 90 (trivial). 

Der Übergang von der invarianten Ausdrucksweise zu der parametrischen Glei­
chung gibt (nach den ^-Transformationen in dem Basis- und Profilsystem) im Falle 
Q0 = 0, yQ0 + 0 z = — j exp ja;, bzw. yz = (exp ("Q0 + j) yco) : ("Q0 + j ) , im Falle 
yQ0 = 0, Q0 4= 0 z = (exp (Q0 + j) co) : (£>0 + j), bzw. '"z = — j exp j'co. 

Die (-Trochoidengleichung, z. B. für die Wahl f = y o ( > 0 ) , wann 'co(co) = 
= log (y0 :f(co)) : "Q0 ist, oder f = f0 (>0) , wann co("co) = (log (f0 : V(xco)) : Q0 

ist, schreiben wir nicht mehr auf. 

6. SCHLUSSBEMERKUNGEN 

In den vorhergehenden Ausführungen haben wir uns nur auf die einfachsten Fälle 
der invarianten Basis- und Profilgleichungen beschränkt. Man kann aber weitere 
invariante Gleichungen angeben, die wenigstens als Polkurven des äquivalenten 
Rollens (also zu demselben Parameter bezogen) nur zu speziellen Ergebnissen 
führen, wenn sie auch an und für sich interessant sind. In dieser Richtung wollten 
wir nicht den Beitrag verbreitern. 

In der Literatur haben wir nur zwei Arbeiten gefunden, sie sich mit der Frage der 
äquiformen Trochoiden (und zwar nur in den einfachsten Fällen der Basis und des 
Profils) befassen. Es ist die Arbeit [3], S. 101 — 125; trotz der formalen Überein­
stimmung mit unseren Resultaten bleibt aber für uns diese Arbeit, die den euklidi­
schen Standpunkt mit dem äquiformen zusammenmischt, beiseite. Die erste, und 
soweit uns bekannt ist, die einzige Arbeit, die schon aus der Pickschen-Kowalew-
skischen Verallgemeinerung der Trochoidenbegriffes ausgeht, ist das kurzgefaßte 
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Beispiel, das in [7] eingeführt wird; die dort gefundenen Ergebnisse stimmen mit 
unseren überein. 

Die Arbeiten [2] und [11], welche die Picksche-Kowalewskische Methode auf 
die Trochoiden der äquiaffinen Gruppe anwenden, die Arbeit [12], die sich mit den 
speziellen Fällen der affinen Trochoiden befasst und die Arbeit [5], die zwar aus der 
vollen affinen Gruppe ausgeht, sich aber zuletzt auf ihre Untergruppen orientiert, 
ergänzen das uns bekannte Verzeichnis über die Gruppenverallgemeinerung des 
Rollenbegriffes. Die Arbeit [10] unabhängig von der Dissertation [2] befaßt sich 
mit dem Rollen auf der zentroaffinen Gruppe (im Kowalewskischen Sinne) und 
spezialisiert sich dann auf die äquizentroaffine Kinematik. Insbesondere die Arbeiten 
[2] und [11] zeigen aber, daß das von uns gewählte Verfahren auf in Kinematiken 
mit anderen Fundamentalgruppen als der Hauptgruppe, anwendbar wäre, wenigstens 
in solchen, in denen man den Satz über die Äquivalenz der Bewegung mit dem 
Gruppenrollen formLilieren könnte. Aber auch in dieser Richtung wollten wir unseren 
Beitrag nicht weiter ausdehnen. 
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S o u h r n 

PŘÍSPĚVEK K ef-KINEMATICE V ROVINĚ: 
EKVIVALENCE POHYBU S KOTÁLENÍM, EKV1FORMNÍ TROCHOIDY 

KAREL DRÁBEK, ZDENĚK PÍRKO 

V předložené práci je nalezena ekviformní analogie ke Cauchyově větě z klasické 
kinematiky (ekvivalence jT-pohybu s JT-kotálením). ď-kotálení je dáno jako zobra­
zení pevné čáry (baze) a pohyblivé čáry (profilu) na sebe úměrnými elementy euklidov­
ských oblouků. Výsledek byl především aplikován na případ dvojice polhodií, 
speciálně na ď-analogii cykloidálního pohybu. V případě (f-invariantně dané baze 
i profilu se disponuje výběrem modulu ^-kotálení. Po určení ekviformní trochoidy 
jsou uvedeny nejjednodušší případy pro danou bázi a profil při výběru modulu 
(f-kotálení. 

Anschrift der Verfasser: D o c Dr. Karel Drábek, CSc, Katedra matematiky a deskriptivní 
geometrie fakulty stavební ČVUT, Thákurova 7, 166 29 Praha 6; Prof. Dr. Zdeněk Pírko, DrSc, 
Katedra řídicí techniky fakulty elektrotechnické ČVUT, Karlovo nám. 13, 120 00 Praha 2. 
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