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SVAZEK 29 (1984) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 3 

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ В. С. ВЛАДИМИРОВА В ТЕОРИИ 

ПЕРЕНОСА ИЗЛУЧЕНИЯ 

А. Ш. Акишев 

(Поступило в редакцию 22/У1. 1982 г.) 

ВВЕДЕНИЕ 

В книге В. С Владимирова [2] стационарная система МСГ в Р2г+ 5 приближе

нии записана в симметризованной, т. е. симметричной и положительно опре

деленной форме: 

(I) ^оЧг+1 = $(Г)1>2г+1 + / 2 г + 1 , *2г+1 € - Э Д , 

где 5>,(г) — оператор ограниченный, положительный и самосопряженный в про

странстве вектор-функции ^2(^); оператор 1^0 — симетричный и положительно 

определенный на вектор-функциях из его области определения ^0(^). Причем 

запись получена в предположении, что индикатриса рассеяния и функция 

источников обладают свойством четности. 

В дальнейшем симметризация системы уравнений МСГ Р2г+^ приближений 

получила обобщение в работе В. В. Смелова [4], в которой ограничения на 

индикатрису и источники были СНЯТЫ. 

Насколько автору данной работы известно, в литературе отсутствует какая-

либо работа по приведению четного Р2г приближения к форме (1). Возможнсоть 

такого приведения должна быть связана с удачным выбором граничных условий 

на внешней границе для Р2г. Если удалось бы записать Р2г в форме (1), то 

практическая ценность очевидна, так как при большом г количество уравнений 

в системе катастрофически растет. 

Кроме того, в литературе отсутствует ответ на вопрос, поставленный 

академиком В. С. Владимировым: будут ли операторы Г (

0

Г ) _ 1 вполне непрерывны 

из Ь2(г) в ^2(^)? Где Г0

г ) — самосопряженное расширение оператора 1^г

0\ Ь 0

г ) ~ 1 

— его обратный (см. [2], с. 114). 

При положительном ответе на этот вопрос можно получить доказательство 

существования решения нестационарной задачи, симметризованной по про

странственным переменным. 
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Целью настоящей работы является получение с математической точки зрения 

единого органического ответа на эти вопросы для любого Рм приближения 

с произвольными входными данными. 

Поскольку в работах ряда авторов [1, 2], [4], [6 — 8] рассматривалась систе

ма в нечетном Рм приближении, то будем считать, что она имеет полноту 

исследования помимо выше перечисленных вопросов. В связи с этим, получен

ные утверждения в настоящей работе будут доказываться более подробно 

для четного Р2г приближения. 

1. ПОСТАНОВКА СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ СИСТЕМЫ МЕТОДА 
СФЕРИЧЕСКИХ ГАРМОНИК (МСГ) 

Рассмотрим нестационарное односкоростное кинетическое уравнение пе

реноса нейтронов в следующем виде [1 — 8] 

on X cu o\ 
(ì.D - + !»«—- + <ты = f 

Ot a = l ÓX„ 47C 

(ш, ш') ы(t, x, ш) dш + f, 

где и = ы(г, х, ш) функция распределения нейтронов, летящих в направлении 

ш = (сои со2, со3) = (81П 9 сов ф, 81п в $\п ф, со8 в) в точке х = (хг, х2, х3) трех

мерного евклидова пространства ^ 3 в момент времени 1 е [О, Г ] ; / = /(**, х, ш) — 

функция источников; ст(х), <т5(х) — сечения характеризующие свойства среды, 

причем 0 < <т° ^ (т(х) ^ а' < со, 0 ^ ст8(х) ^ а8 < со, сг°, о', в'& — константы; 

д = #(ш, ш') — индикатриса, рассеяния, она зависит от направлений ш, ш' 

лишь посредством //0 = \х\1 + у/(1— у2) л/(1 — /г'2) со&(ф — ф') косинуса угла 

между ними; /л = сов в; ^ — единичная сфера вектора направлений ш. 

Предположим, что область С, где происходит процесс переноса нейтронов 

выпукла и органичена кусочно-гладкой поверхностью Г. 

Для уравнения (1.1) в области ^ = [О, Т^\ х С х ^ поставим смешанную 

задачу Коши 

(1.2) у(0, х, ш) = Ф(Х, ш), 

(1.3) и(г, *,ю) = 0 , геГ, (ш, п) < 0 . 

Здесь п единичный вектор внешней нормали в точке г границы Г. 

Как известно, система уравнений метода сферических гармоник в Рм прибли

жении, соответствующая уравнению (1.1), представляется в виде [1—2], [4], 

[ 7 - 8 ] 

(1.4) В - + У^Аа~ + с^ВV = ^ ВО^ + В/, 
31 а=1 дха 2 

где V — неизвестная вектор-функция; В — положительно-определеная, Ои 
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Аа, (ос = 1, 2, 3) — симметрические квадратные матрицы с (IV + I) 2 х ^ + I ) 2 

элементами, тем самым система образует симметрическую гиперболическую 

систему но Фридрихсу. 

Для полной определенности системы (1.4) надо поставить начальное и гра

ничные условия в области 2 = [О, Т] х С х 0 . 

Начальные условия запишутся в виде 

(1.5) V(0,x) = ф), 

где ф = (р(х) — известная вектор-функция. 

Прежде, чем сформулировать граничные условия, приведем ряд лемм. 

Лемма 1.1. [7]. Существуют унитарные матрицы Ма, (а = 1, 2, 3) такие, что 

А(г) = М*АаМа, М*Ма=1, (а = 1 , 2 , 3 ) , 
з 

где А({) = ]Г паЛа — граничная матрица, ге Г, па — компонента единичного 
а = 1 

вектора внешней нормали п. 

Лемма 1.2. Корнями характеристического уравнения \А(%) — ХВ\ = О являются 

корни полинома 

PN+1(X) X 'dPŁ±Ш 
clÅ 

d2PN+i(X) 

ăX2 x ... x 
~ďPN+í(X) 

dXN 
= o , 

где РМ+1(Х) — полином Лежандра (N + \)-ой степени. 

Доказательство этих лемм можно найти соответственно в [7], [12]. Из 

утверждения последней леммы следует, что спектр собственных значений формы 

(А(%) V, V) = л(ВV, V) состоит из N(N + 1)/2 — положительных, N(N + 1)/2 — 

отрицательных, (IV + 1) — нулевых чисел. 

Лемма 1.3. Каждая система {С21((о), 821((о)}, {С2/+1(ш), З^л-^*0)} по отдель
ности образует полную ортогональную систему в 

Ь2((ш, п) ^ 0) , 

где ш = (р, ^/(1 — р2) &т ф, ^(\ — /г2) со$ ф) вектор направлений из еди

ничной сферы ^ = { — \^р^\,0<^ф<: 2тг}, т. е. ш е ^; п = (п1, п2, п3); С1(ы) = 

= Р1(р) соз ф, Б1((&) = Р1(р) 5Ц1 с\ф — сферические функции. 

Лемма 1.4. Система уравнений (1.4) равносильна одному интегродифферен-

циалъному уравнению [13]. 

дt 4n 1 = 0 JQ a=ì ÕXa 

= - ^ g{N)(џ0) vN(t, x, ш') dш' + fN(t, x, ш) 
4я J ß 

+ (УVN = 
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где 

VN(^, х, » ) - _ _ а?[СГ(в») О * , *) + 5 ™ Н С ( ' > * ) ] . 

/с = 0 ш = О 

(АГ), _ " 2/с + 1 га 2/с + 1 (/с - т ) ! 

_ = о 2 2тт(1 + дш) (/с + ту. 

-Мм.) = _ 7 " ^ ТТ^Т, №(^ с * > ' ) + 5 * » ^ ' Я > 
ш = о 1 + от (к + га)! 

-_*^(/, * ) , у_!_(*. х ) ~" компоненты вектора V. 

Лемма докказываетя с использованием аналогов формул Кристофелля-

Дарбу для сферических функций. 

Из (1.5) заметим, что линейная комбинация сферических функций определя-
з 

ющая граничную матрицу А(%) — _>] паАа имеет вид 

0-7) ^ І ( 2 l + 1 ) 
4тi Í = O 

Pliflo) i1®'* n) yjv(ř> Z, o ' ) d(0', Z G F , 

эту функцию также будем называть граничной. 

Далее функцию VN(^, г, о ) представим в виде суммы 

(1.8а) VN(x, г, о ) = К1г-Х(г, г, о ) + 2Я2г(г, г, о ) , N = 2г , 

(1.8Ь) %(Г, г, о) = # 2 г (*, г, о ) + _?2 г + 1(*, г, о ) , N = 2г + 1 , 

где 
г - 1 2/с+ 1 

К2г+.(/, г, _) = _ _ а „ + , [ С „ + . ( _ ) < 2 к + , ( . , г) + 5 „ + , ( _ ) < 2 , + х (., г)] , 
fc = 0 ж = 0 

r 2fc 

Я 2 г (., г, а») = _ _ а „ [ С „ ( ш ) «_;_(*, г ) + _ _ ( _ ) < 2 Ь ( . , г)] 
/с = 0 ш = 0 

и, учитывая ортогональность сферических функций различных порядков, 

имеем счедующие равенства: 

1 * Г 
(1.9а) — _>_ (11 + 1) Р.(/г0) (со', л) VN(^, г, ш') _ о ' = (о, л) /г2г__(*, г, о) + 

471 . = 0 _ ^ 

+ Е Е 2 а | / + 1 [ С _ г + 1 ( ш ) < 2 / + ] ( Г , г) + 551 + 1 ( © ) < 2 1 + 1 ( Г , .)] , N = 2г, 
/ = 0 д = 0 

1 * Г 
(1.9Ь) — __ ( 2 / + 0 | ^ о ) К , «) %(*, г, о ') _ о ' = (ш, л) Я2 г(*, г, ш) + 

4 л: 1 = о _(__ 

+ Е Е 2а 2 / [С 2 . (о) а_,21(*, г) + 5 2 / (о) о«21(*, г)] , N - 2г + 1 , 
_=0 _=0 
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гдe 

!<i 
*c,2l+ 1 =_ 1 

J (co,n)<0 

/• 
<l 
s,2l+ 1 = 

• (co,n)<0 

/» 
äî.2/ = ( 

J (co,nj<0 

/• 
«Ь. = 

* (co,n)<0 

Cq
2l+í(co)(co, n)R2r(t, z,co)dco, / = 0, . . . , r - l , g = 0, . . . , 2 / + l , 

S_/+_(<*>) (co, л) R2r(t, z, co) dш, / = 0, ..., r - 1, g = 1, ..., 2/+ 1, 

Cq

2l(<o) (ш, л) I 2 r + .(ř, z, ш) dш , / = 0, ..., r , q = 0, ..., 2/ , 

5|/(©)(©, л) jR 2 r + 1(t, z, ш)dш , / = 1, ..., r , g = 1, ..., 2/. 

Далее займемся вопросами вывода граничных условий из структуры гранич

ных функций (1.9а, 1.9Ь). Разберем сначала случай N = 2г. Заметим, что коли

чество коэффициентов линейной комбинации 

(1.10) _ _ -«i.+i[«г.2.+iC!.+1И + < 2 Í + 1 s*2.+.(«.)] 
J _ 0 g _ 0 

совпадает с количеством положительных собственных значений формы 

(А(г) I), г) = А(В(г, г?)) в рассматриваемом случае. 

Теперь воспользуемся утверждением леммы 1.3 и при фиксированном (г0, г0) е 

е [0, Г] х Г коэффициенты линейной комбинации (1.10) выберем так, чтобы 

(1.10) явился элементом наилучшего приближения функции (ш, л0) _^2г-1(^0- ~0> 

ш) в пространстве Ь2((со, л) < 0). Как известно, в гильбертовом пространстве 

элемент наилучшего приближения единственен и можно построить его из 

условия минимума интеграла 

г - 1 2 / + 1 

(1.1ГJ {(«>, и0) Ä2r_!(_) + 1 1 2a2 ,+ . [a c > 2 1 + 1C! ,+ 1(co) + 
i . , . ,xo i = 0 " = 0 

+ <2 í + l SI , + 1 И ] } 2 d ш , 

по коэффициентам {<4,21+и а1,21+\} линейной комбинации (1.10). 
Действительно, обозначив через $1,21+и Р1.21+1 коэффициенты Фурье, функции 

(со, л 0) 1\2,._-,(ш) по системе { С | / + 1 , 5 | / + 1 } , т. е. 

ßc,2l + 1 

ßí,2l+ì 

С2 1 + .(со)(со, я 0 ) 4 - 1 И ^ ю . != 0,.... г - 1, _•= 0.....2/ — 1, 
/ (о>,по)< О 

5ч

21+1((о)((о,п0)Я2г-г(оу)й(о, / = 0,..., г - 1,«2 = 1,...,2/+ 1, 

*/ (со,по) < О 

то, с учетом леммы 1.3. из (1.11), получим 

+ 1 2 _ 5 1 + 1 [ с « ^ 
= 0 д = 0 
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= | |(ш, Ио)Я2 Г -1Н| |_ 2 ((_,п„)<о, - ' Е I -«_. + .[(/>1.2.+ . ) 2 + № , 2 ( + . ) 2 ] + 

1 = 0 ^ = 0 

+ ' 1 I 2а ! , + 1 [ « 2 , + , + /??.2,+ , ) 2 + « 2 1 + 1 + /3?,_1+1)2] • 

/ = о ^ = о 
Следовательно, правая часмь последнего равенства принимает минимальное 

значение тогда и только тогда, когда 
«_,2.+ 1 + «.2. + 1 = 0 , / = 0 , ..., Г - 1 , 4 = 0 , . . . , 2 / + 1, 

«1.21+1+ «.21+1 = 0 , / = 0 , . . . , г - 1 , «2 = 1. .... 2/ — 1. 

Отсюда имеем граничные условия для системы (1.4) и/?и N = 2г 

(1.6a) 

(ш,n)<0 

J (ш,n)<0 

C\l+ .(ш) (ш, л) v^t, г , ш) d(ш) = 0 , / = 0, ..., r - 1 , 

q = 0, . . . , 2 / + 1, 

S 2 . + i W (<*>, я) %(ŕ, г, <o) dш = 0 , / = 0, ..., г - 1 , 

q = 1,2/+ 1 . 

Повторяя предыдущее рассуждение из (1.9Ъ), получим граничные условия 

В. С. Владимирова для (1.4) при N = 2г + 1, т.е. 

(1.6Ь) С 2 1 ( Ш ) ( Ш , л)%(. , ^,Ш)С!Ш = 0 , / = 0, ..., г , 4 = 0,..., 2/ 
^(ш,п)<о 

S|z(ш) (ш, л) vN(t, z, ш) dш = 0 , / = 0, ..., r , 4 = 1,..., 2/. 

(ш,n)<0 

Далее для простоты предположим, что область С состоит из двух сред. 

На границе раздела двух сред потребуем непрерывность граничной функции 

(1.7). 
Сначала разберем случай N = 2г. 

(1.12) (ю, и) [R 2 r _,(í, z+, ÖJ) - R2r_i(ř, z ,«>)] + 

+ ± ^ (4/ + 3) 
4л ) = o 

ř г i + i Ы («*•'» ") íR2r(t, z+, oj') - R2r(ř, Г , ©')] d o У = ° > 

где _^(., г , ш) — значение I?,- справа от границы; 

7?;(., г+, ш) — значение слева от границы. 

Чтобы получить необходимые граничные условия для системы (1.4) поступим 

следующим образом. Умножая (1.12) на С%а) (5?(ш)), проинтегрируем по 

единичной сфере О и воспользуемся следующими свойствами сферических 
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функций 

Cq

2l(co)P2l + l(џ0)áco = 

• • / . 
S I , И R 2 1 + i Ы d ю = 0, 

J 
J fì 

-iOo) ; ' C 2 ł + l W 
^ I i + i H 

dш = 
4л / C ! , + 1(ю') 

4 / + 3 \ S 2 ( + 1 ( » ' ) 

í (ю, и) R2r_ .(ř, -*, ю) / C ! , + l ( и ) > dш = 0 , 
Ч S I , + 1 ( ю ) / 

в результате имеем следующий комплект граничных условий на границе раздела 
двух сред: 

J. (ш, я) С1 ! + 1(ш) [Д2г(г, г + , ш) - К2г(1, Г, ш)] ёш = 0 , 

/ = 0,..., г - 1 , с? = О,..., 2 / + 1 , 

| К п) 811+1(со) [Д2г(Г, г + , ш) - Я2г(г, г", со)] дш = 0 , / = 0,..., г - 1 , 

с] = 1 , . . . ,2/ + 1 , 

<2/+1('>г + ) = ^,21 + Л О » / = ° > - - > Г ~ Ь <-" = 0 , . . . , 2 1 + 1, 

»121+1(<,г+) = <21 + 1(1,*~), / = 0 , . . . , г - 1 , <? = 1 , . . . ,2/+ 1. 

Заметим, что число граничных условий равно N(N + 1) — количеству отлич

ных от нуля собственных значений формы 

(А(г) V, V) = А(Вг, V) при N = 2г . 

Аналогичным образом получены граничные условия на разделе двух сред 

при N = 2г + 1, причем они совпадают с условиями, приведенными в работах 

[4, 6], поэтому их опускаем. 

Лемма 1.5. Для линейных комбинаций сферических функций VN((, г, ш), удо

влетворяющих условию (1.6а) и (1.6Ь) соответственно, справедливы следующие 

интегральные соотношения 

(1.13a) 

(1.13b) 

-J, 
(ш, n)R2

2r_{(t, z, (o)dco = 
J (co,n)<0 

(ш, n) R2r(t, z9 ш) R2r_ г(t, z, ш) dш , N = 2r . 
(co,n)<0 

(ш, n) R2

2r(t, z, co) dш = 
(co,n)<0 

(ш, n) R2r(t, z, ш) R2r+Í(t, z, ш) dш , N = 2r + 1 
(co,n)<0 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть N = 2г. Умножив первое равенство (1.6а) на 

2 а ^ + 1 С 2 / + 1 ( ш / ) , а второе — на 267^+ ̂ 1 ^ ! ^ ' ) и их сложим, после того, сумми

руя по /, ц, получим 

[с1,+1(ш')с2,+.(«) + 
r - 1 21+ 1 

Z I 2-S/+1 
1 = 0 q = 0 ( ю , n ) < 0 

+ S2 1 +,(«>') S 2 ( + 1 ( ш ) ] (co, л) C j v dto = 0 

Отсюда, используя теорему сложения для сферических функций и представле

ние (1.8а), имеем 

1 г~] Г 
т- 1 2 ( 4 / + 3 ) ( с о , я ) Р 2 , + 1( /х0)7?2 р_1(г,^ш)с1ш = 
+Я / - 0 Л (<о,п)<0 

1 г _ 1 Г 
- — I ( 4 / + 3 ) К п) Рц+Ы Я2г(1, г, со) а1 со 

4 71 _ - О _ /гл я . < о 

(1.14) 
4тx 

(co,.n)<0 

Имея в виду равенство 

R2r_,(ř,z,o.) = ~ Г X ( 4 l + 3) 
2TÍ / = O 

Рг. + ^ о ) ^ - ^ . ^ ® ' ) ^ ' 
(<о,п)< О 

справедливость которого следует из леммы 1.3, умножим (1.14) на Я2г-1(и г, ш) 

и проинтегрируем по „полусфере" (ш, л) < 0, в результате чего получим доказа

тельство леммы при N = 2г. Отметим, что следствием доказанного соотно

шения (1.13а) является дыссипативность граничных условий (1.6а). 

Аналогично доказывается случай для N = 2г + 1. 

2. ПРИВЕДЕНИЕ К СИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ МСГ 

В этом пункте рассмотрим систему уравнений МСГ в Р^ приближении (1.4) 

в стационарном случае, т. е. 

(2.1) X Аа — + аВю = Ъ. вб.г + В/, 

с граничными условиями (1.6): 

(2.2а) 

С2 | + 1(со)(со, л) 1>„(г, ю) с!со = 0 , / = 0,..., г - 1 , « =-0, . . . , 2 / + 1 ; 

^ (со,п)<о 

1 5 | z + -((o) (ш, IÏ) ^ ( z , co) dш = 0 , / = 0, ..., г - 1 , q = 1, ..., 2/ + 1 
I íco,n)<0 

пpи N = 2r, z є F. 
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(2.2b) I C2i(ш)(ш, n)vN(z, ш)dш = 0 , ł = 0, ..., r , q = 0, ..., 2 ł ; 
I (to,n)<0 

j 
J (cð,П)<( 

S2i(ш)(ш, л) t\(z, ш)dш = 0 , ł = 1, ..., r , D = 1, . . . , 2 ł 

при N = 2г + 1, г е Г. 

В случае N = 2г, используя представление (1.8а), из системы (2.1) получим 

систему из двух интегро-дифференциальных уравнений, равносильную (1.5) 

в стационарном случае 

(2.3a) T a>x ?Ь!=± + <jR2r = _ î 
A% a = l Oxa 

1 V (4/ + 3) 
4тг . = o 

= -^ 
4я 

G2r(џ0) R2r(x, ш ' ) d ш ' + F2r, 

' .1 , OR2r(x, ©') , 
J°2/+l(^o) I ^a — ~ d « + < ^ 2 r - l 

G2r-l(/'o)I?2r-l(*? < ) d « ' + Flr-l, 

гдe 
fV = Flr(x> Ш ) + * 2 г - l ( * э <*>) , g^X/^o) = G 2 r ( j И 0 ) + Glr-ÁЏo) • 

Аналогично, как для случая N = 2г + 1, система, с учетом (1.8Ь), записы

вается в следующем виде 

з 
(2.3Ъ) - Í (4/ + 1) 

47Г .' = 0 

P . ^ Ы E ^ ^ ^ - ^ + ^ r 
a=1 Oxa 

= -~ &2r(Џo) %2r(x, <*>') d ю ' + F2r , 
4^ Jß 

Д OR2r ~ ť7s 

v Ш a — ^ + O-я2r+1 - - 6 

Aҡ a=1 Ox^ 
б2r+i(/*o)ß2r-iv*><*>') d ( 0 ' + ^2r+i 9 

Л = Р2г + ^2г+1 , ^(Л)(/^о) = б2г(//0) + С2г+1(/.10) . 

Из первого уравнения системы (2.3а) после несложных выкладок имеем 

(2.4a) R2r(x, ш') = - y2r(x, џ'0) 
' я J. z a ^ . i ^ ю " ) 

- F2r(x, ш") 
Ox« 

dю", 

гдe 

УzÁx, џ'0) = -— Z Г Г Р2*(/*ć>) . 0-2* = <* - ff^гл/З > 0 , 
4я k = o <т2l(x) 

ЛÍ, = /<>" + V((l - M'2) (1 - Z'"2)) cos tø ' - f ) . 
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Далее, исключив Я2г(х, ш') с помощью (2.4а) из второго уравнения системы 

(2.3а) получим интегро-дифференциальное уравнение второго порядка относи

тельно Я2г_г(х, ш) 

(2.5а) - 1 Г ^ (4/ + 3) Г Р21+М I < / - Г у2г(х, /,0) х 
47С / = 0 ^ ^ 2 а=1 дх^п 

„ (ЗР2 г_!(х, ш") 1 x Z ^0/! ^ 2 ' 1 V *' W } d<»" dш' + — I G 2 r _ ^/io) R2r_ І(X, ш') dco' = F2r_ , 
ß=i ôxß 4тг J ß 

гдe 

С_г-1..<о) = Е(4/< + 3)(7 2 Л + 1 (ДС)Р 2 Л + 1 ( Г Х 0 ) , <*_.-.+1 = ° ~ ^ 0 2 . + I . 2 > О, 
/с = 0 

| г - 1 |» 3 ^ Г 

* 2 г - 1 = -?2г-1 - — Х . ( 4 / + 3 ) Р 2 / + 1 ( ^ о ) Е ^ а — " ?2г(*, Мо) ^2г(*> <*>") - < - " -<-'• 
4 т Г . = 0 ^ ^ ? а = 1 0Хл}а 

Для получения граничного условия для (2.5а) равенство (2.4а) запишем в точке 

геГ. 

R2r(z,ш') - - ľ2 
/ , ч [ \ ii \ ðÄ2г-l(г, ш") 

r(г, /^) (ш , и) — 2 - ^ L Ć./I 
- r2r(г, ш") dю" dш' 

Последнее, умножая на ( 4 / + 3) Р 2 г + 1 (^ 0 ) (ш', л), просуммируем по всем 

/ — 0, ..., г — 1 и после этого проинтегрируем по ш' е __ в результате чего 

имеем 

7" Е ( 4 / + 3 ) [ -°21 + 1(А*о) К > ") ^ 2 г ( г , <*>') о!ш' -
4тг ^ = о ^ ^ 2 

'Í. - E ( 4 / + 3 ) Ѓ 2 l + l Ы « ü ) >< 
4я / = o 

X У2r(z,Џ0) 
', „ ,aR 2 r _ 1 (z ,ш") __ " 
( Ш , n) ^ — - - - F2r(z, ш ) 

O/I 

dш" dш 

Отсюда, исключив К2г(т,, со'), с помощью граничных условий (2.2а) получим 

граничное условие для (2.5а) 

- Z (4/ + 3) P 2 I + 1 Ы 
471 . = 0 Ľ 

+ (ш', /l) 
, , ч f „ л ЭR 2 r_ 1(z, ш") „1 , 

ľ2r(^ A*o) ( ш > я ) — ^ — dco dco = 
7 ð/I J 

(©', л)| K2r-i(-Г, <o') + 

ф 2 r _ , ( _ . , < * ) ) 

гдe 

Ф2ř_.1(z, ш) = 1 X (4/ + 3) Г P2l+l(fi0) (ш', /i) Г ľ 2 r ( z , џ'0) F2r(z, ш") dш" dco' . 
4 7 Г

 Ï = О J ß JQ 
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Аналогичным приемом из системы (2.3Ь) и граничных условий (2.2Ь) в случае 

N = 2г + 1 имеем: 

(2.5Ь) 

- - I ( 4 / + О I* РгМ - < ~ \ ЪГ+ 1(х, „;,) X со; дМх>т') й(я» _„> + 
4Я 1 = 0 ^ «=1 О Х ^ д ,3=1 дХц 

02,С«о) ^2г(х, «') ёо>' = Р'2г, + 

(2.6b) 

471 

J - É ( 4 / + П 

471 ( = 0 

PЦІЏO) 

+ (» ' , и) ľ2,+1(«, І") («» , и) ^ '- dю" 

o>', n)j R2r(z, co') + 

dco' = $2r, 

гдe 
1 Л 4 k + 3 n , , ч . 

yir+iix.Vo) = — V T"P2fc+i(l<o)> c 2 *+i = <т - crsg2k + l 2 , 
4тт,to ^ + ] ( x ) 

F(x, со) = F2r(x, со) - i - £ (41 + 1) f P2/(^0) E coa — x 
4тг/ = o J ^ -=i 3xa 

x y 2 r + i (x,/z 0 )F 2 r + 1 (x, co")dco"dco', 

(2.4b) ív2r+1(x,co') ЪrЛ 
J ß 

i(x, џ'0) 
v ,, ôR2r(x, co ) 
2_ æß -

ß=í ÕXo 

F2r+1(д:5co") dco", 

Ф2r(z, co) = 1 t (4/ + 1) í P2l(џ0) (co', n) 
J ß 4я i = o 

ľ2r+ i(г, ró) ^2r+ i(г, co") dco" dco' ; 

Ö2rЫ = I ( 4 k + l)a 2 к (x)Р 2 ł Ы 

Исследование задачи (2.5 — 2.6) проведем по схеме работы [2]. Обозначим 

через Ь(/У) линейный нитегро-дифференциальный оператор, а через 5(Л° — 

линейный интегральный оператор в левой части (2.5). При этом уравнение 

(2.5) в операторной форме, например, в случае N = 2г, запишется в таком виде 

(ь<ло + $<»>) к_г__(Хг а,) _ Г2г_х{х, «,) 

с граничным условием (2.6а). 

Далее для удобства, используя известный прием [10], неоднородное гранич

ное условие (2.6а) сведем к однородным. Для этого вместо искомой функции 

К2г~\(х, со) вводим новую неизвестную функцию -#2г- ±(х, со) с помощью 

равенства 

Я(

2г1_(х, со) = Я2г-_(х, со) + <22г__(х, со), 
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где ^2^~\(x, ш) — некоторая функция, удовлетворяющая граничному условию 

(2.6а) из области определения оператора ^ Л ) . Тогда К{

2г\_(х, ш) удовлетворяет 

уравнению 

{1_щ + 5 «ю } Л ( . ) _ 1 ( Л > ю ) _ П г - 1 _ (Ь(Ю + 5<ю) ^ ^ 

и соотвесгвующему однородному граничному условию. 

В дальнейшем мы будем считать всюду, что такое преобразование задач 

уже сделано, т. е. искомая функция Я2г-г(х, ш) удовлетворяет однородному 

граничному условию. 

С учетом вышесказанного, исследуемые задачи (2.5 — 2.6) окончательно 

запишем в операторном виде 

(2.7a) (_."> + S(,v>) i_ ř_.(x, ю) = F__.(x, ш), ІV = 2 r , 

-L __(4/+3) P2 / + 1Oo) 
4я Í = O J n í | ( o \ II)I R2r_1(z,co') + 

(ш\ n) ? 2 r ( ^ Z'o) ( 0 > > W ) "~~ d ( 0 dю' = 0 

и 

(2.7b) 

(2.8b) 

(L(iV) + Ѕ<M) Ř 2 r ( д r ю ) = ľ^ ( j C j ю ) ; jү = 2r + 1 

- K 4 / + 0 pM 
4 J Î I = O 

|(ш', л)| R2r(z, ш') + 

+ (ш', n) 
/ .' \ / // \ oR2r(z, co ) ,, 

72r+ i(z, /-o) (® » /ř) " 4 d í 0 dш' = 0 . 

Введем пространство, которое состоит из множества линейных комбинаций 

сферических функций до порядка М, коэффициенты которого принадлежат 

пространству С ( 1 ) (6) и обозначим его через II^(О; С1 (С)). 

Предположим, что линейные комбинации сферических функций у2г(х, ^ 0 ) , 

у2г+1(х, г10) соответственно принадлежат пространству 

1±2

2

Г)(П\ С\С)) и ^г+1\а;СЩ). 

Пусть К ^ ) область определения оператора 11**\ тогда она состоит из мно

жества функций К2г-\(х, ш), К2г(х, ш) соответственно при N = 2г и N = 2г + 1 

удовлетворяющих следующим требованиям 

1) /? 2 Г_. е _.<_'"' >(_>; »_(_)) ; Я 2 г е 1<2

2'>(0; И_(0)) ; 

У2,(*, /.о) Ч — ^ ^ -ш' 6 _ _ " (О; И_(С)) ; а = 1, 2, 3 ; 
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2) Г ?2,-ы(^ Ы ^ ^ : ^ _ ^ с1ш' е / С , 2 ^ 1 ^ ; ИУ(С)), а = 1,2,3: 

3) функции К2г_х(х, ш), Л2 г(х, ш) соответственно удовлетворяют граничным 

условиям (2.8а) и (2.8Ь). 

При этом область определения О(Ы) оператора Ь°У) плотна в Ь2(С х __), 

Это следует из „теореми вложения" С. Л. Соболева. 

В дальнейшем понасобится одна важная лемма, связанная со сферическими 

функциями. 

Пусть ()2г-1, ()2г нижеследующие линейные комбинации сферических функций 

_22,-,(ю) = ' _ _ а ^ + ] [ С ' 2 " ь + 1 ( ш ) ^ 2 А + , + 5 ^ + 1 ( ю ) .™2_ + 1 ], 
/с = 0 т = 0 

е2,(ю) = _ _ - ^ [ с ? . » с".2, + 5__» ."2_] 
к = 0 т = 0 

с произвольными коэффициентами 

Г™ /с = 0 , . . . , г - 1; /с = 0 , . . . , г - 1 
_ 2 г - 1 ~~ \ Ъ с , 2 к + 1 ? Л _ , , Сэ5,2/.+ 1> , _ . 

[ га = 0, ...,2/с + 1; т = 1, ..., 2/с + 1 

_ ГГт Л = 0, ..., Г Г|_ /С = 1, ..., Г 
Ь2г ~ <Цс,2к> <м,2*> , - , 

( га = 0, ..., 2/с; га = 1, ..., 2/с 

тогда имеет место 

Лемма 2.1. Квадратичные формы 

\2 п2 /__Л Ам . I /_.._ с \ 2 г>2 (ю, š)2 Є2,- i И dю ; (ю, ą)2 e2,(ю) dш 
í_ J Q 

3 
Элл/ любых чисел с{, ^ 2, <̂ 3 с ]Г ^ 2 + 0 г/, соотвественно, для любого ненулевого 

а= \ 

вектора ^2#—1 и ?2г положительно-определенные, т. е. 

(2.9a) (юД) 2 Є 2 V,(ю)dшè 

Jo 

= "2,-, X L T Í(4C"2k+1)
2 + Y Z(«r.2_+iY]. x..-, > 0; 

fc=0w=0a=l m = 1 a = 1 

(2.9b) f (co, š ) 2 Q2
2
r(co) dco _ 

JÍ. 
r 2fc 3 2fc 3 

- . * - ' ! [ I _ (a™2*) 2 +_ i (a s
m

2 _) 2 ] , K 2 , > O , 
fc=0m=0a=l m = l a = l 

3 

*.0e ((O, £) = X C«oja. 
a = l 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Матрица, соответствующая квадратичной форме (2.9а), 
при N = 2г 

i(Ü) 

(ш,ą)2C'^+I(ш)C'2"fc,+ 1(ш)dш 

(m,$)2 SSk+1(n)c;l.+1(m)d«> 

(_,ąYCJk+1(©)_î„+1(ю)dai 

( - , Ç Y S ľ » + i ( - ) - . _ + i ( - ) - -

имеет порядок N(N + 1)/2. Заметим, что она отличается от матрицы, указанной 

в [2] стр. 115. 

Для доказательноства леммы нам достаточно установить, что определитель 

матрицы С2г- х(%) отличен от нуля. (1е1 (/2г_ г есть определитель Грамма системы 

функций 

{(_,*) СТк +.(со); ( ш , ^ 5 ' 2 \ + 1 ( ш ) } . 

Линейная независимость этой системы очевидным образом следует из линейной 

независимости системы {соа}, {Сп

2к+ х(ш), 5 2 к + ^ш)} по отдельности. Следователь

но, _е! (_2г_1(^) ф 0. Причем константа к 2 г _ 1 соответствует минимальному 

собственному значению матрицы 02 г_у(^). Утверждение леммы для N = 2г — 1 

показывается аналогичным путем. Лемма доказана. 

Далее используем следующее неравенство при N = 2г 

r - l 2k+\ 3 

I[_ I 
k = 0 m = 0 a = 1 

_ [ _ l f e c " . 2 t + 1 ) 2 + I E ( a r > 2 k + 1 ) 2 ] _ 
2řc+ 1 3 

I _ 
m = 1 a = 1 

471 

4 r - l 
EKaß2r-iИ] 2dш 

вытекающее из свойства ортогональности сферических функций. Аналогичное 

неравенство имеет место при N = 2г + 1. С учетом последнего, (2.9) перепи

шем в следующем виде 

(2.10а) 

(2.20b) 

J> ^ ) 2 o 2

2

r - i ( t o ) d a > ^ 
4n 

4 r - 1 
K 2 r - ] IҜ«Ô2,-1(-)]2da»; 

4п Г 3 

(ш, ţf ßL(ш) dш £ -^— x 2 r X _ « ß 2 , H ľ dш . 

Неравенства (2.10а), (2.10Ь) соответственно означают сильную эллиптичность 

систем (2.7а) и (2.7Ь) в смысле определения работы [11]. 

В самом деле, пусть Я2г_1(х> ш)> 0,2г-\{х> <*>) е -9(^0 в случае N = 2г. Соста
вим скалярное произведение 

ФЩ*2г-и Й2Г-0 = 7" Г ^ - ^ ®)Г1(4/ + 3) Г Р 2 1 + 1 Ы х 
4 7 О с * „ 1«о . ь 

V ' д Г / ^ ,, дд2г-1(*,«0 Л л ,л „ 
а = 1 ОХа)п 0=1 дХо 
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Отсюда на основании формулы Грина [2] и равенства 

] Г г - 1 

(2.11) R2r_ !(*,«>) = 
4я 

X (4/ + 3) P 2 I + , Ы R2r_ г(x, ©') dto', 
J f i 

получим 

( i , %-„e ! ,- 1 ) = 
/ ,\ v̂  t ,, dQlr_Ax, to') 3R,,_ ,(x, to") , , . , „ 

?2,(*.Aíi) I " > . ' — l d x d t o ' d t o " -
Čx„ Ox 

ß 2 г - i(z, ш) -Г Ï ( 4 / + 3) Í f 2 i + i Ы K * ) 
4?r/ = o J ß 

Г / /ч/ // л дЯ2г_1(г,<й") „ ,~] 
х У2г(^ /*о) (°> » Л) — ~ ^ ^ Ш °̂> <3г <3ш . 

Далее, в силу граничного условия (2.8а) и соотношения (2.11), имеем 

(2.12) ( L w K 2 l - l 5 ß 2 ř - i ) = 

/ ,ч v / / дQ2r-i(x, ш') дR2r^x(x,(o") , „ 
Уlr(X> ßo) L æaæß ^ ~ ~ ^ d x <*<*> ^ 0 * 

< О x О a,ß=l дx„ ÔXo 

+ j(ш, л)| ß 2 r _ i(z, ш) K2r_ г(z, ш) dz dш . 

+ 

Положим в этой формуле ^2^_1(x, ш) = Я2г-1(х, <*>) и явное выражение ядра 
у2г(х, ц'0). После этого, проводя элементарную оценку снизу, получим 

(2-13) 

(ь^к2г^,к2г^)жс0{ 1 I Е д?_ [УГ с?»(ш) I а» д**'-/х>ю) асо 
^с27^/с=ош=о |_Уя а =1 ахи 

+ %(«>)__>, 
ő Д 2 r _ ,(*,«>) 

а = l 

3 

ðX-
dш dд: + 

v. ^ f / v 5 R 2 r - , ( ^ , t o ) \ 2 . . 
ž C0 X »« —=- ' dx dto + 

J cxn \«= i ox„ J 

|(ш, л)| K2г- i(z> <*>) dz dш ^ 
Q 

|(ш, n)\ R2r-i(z> <*>) dz dш, 

гдe 
C0 = inf min (т2k(x) > 0 , 

xeG 0<кźr-l 

Далее, воспользуемся неравенством (2.10а), положив в нем 

£«Ô2 г - l ( * > <*>) = — ^ 2 r - l ( * > <*>) > 
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I ^а г ^ — - <*оэ ^ ~ - х2г__! I — ^ с1о> ; 
«=1 С3ха / 4Г - 1 ^ « « - Д д* а / 

теперь 

(2.14а) (_<*>_?_,_.,_«.,__) ^ -^Е-х^^Со Г I М ^ й -
4 г ~ ! .!СхП*=1 V Зх_ / 

Повторяя рассуждение для случая N = 2г + 1, имеем 

(2.14Ь) ^К2г, К2г) ?> -*И- к2гСх Г X № У < 1 * сдш , 
4 г + ! Л(_хо«--Лд* в / 

где 

Я2 г(лг, со) е К ^ У ) , Сл = шГ т т сг_Гк+1(л:) > 0 . 
хеО 0_§/с_|-

Неравенства (2.14) показывают сильную эллиптичность систем (2.7). 

Теперь отметим свойства оператора ЦИ) и 5(]У). 

Лемма 2.2. Оператор 8(М) ограниченный, самосопряженный и положительно 

определенный в ^2(0 х О), т. е. 

8ир уга! т а х о'2к+1(х) , N = 2г , 

| | 5 П < С 2 , 0 < С 2 = < те° 0 ^ = г " 1 

4 8ир уга. т а х о'2к(х) , N = 2г + 1 
хеС О :__ /с ^ г 

(5(л°е№, Г„) = (б*, 5(Л,>Г„), е„(х, ю), Т„(х, ©) 6 ^2(0 х О), 

( 5 ( л п е „ , е „ ) _ : С з | | ^ | | 1 2 ( О Х П ) , 

причем 

/^2,--_(*,<»), -V = 2 г 

ОЛх,ы) = < ; 
4 Д2г-_(*,«>), N = 2г + 1 

т Г ппп о-_Гк+1(х), N = 2г 
_ / . г е С 0 ^ | г - 1 

0 < С 3 = \ 

МпГ т т ^ ( х ) , N = 2г + 1 
хеС О^/с^г 

Доказательство подобной леммы имеется в [2]. 

Лемма 2.3. Оператор 1 ^ } симметричный и положительно определенный, т. е. 

(_<">&., г№) = [ е № - > ] , е № тК е вд, 
(Х^,й")^сГ\№412(0хП), 

причем 

_ / 4 - 1 ( - . - ) . ^ = 2г С (ю = / К ^-1^' ^ = 2 г 

" \ Я2г(х, ю) , N = 2г + 1 ' 4 " Х х 2 г / _ , ЛГ = 2г + I 
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Г47IK2,-! 
m m b — C 0 , X 2 . н 

min 
4TTҠ9 

, к 2 l 
4г - 1 } [4г + 1 

^ > 0 — некоторая константа, зависящая от диаметра области. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Симметричность следует из равенства (2.12). Для дока

зательства положительной определенности обратимся к неравенству (2.13) 

при N = 2г 

Г / 3 Я/? V2 

(2.15) (Ь ( ^2г-1,^2г-1) ^ С 0 Е ^ ^ А бхйт + 

+ (ш, л)2 7?2г- 1<Л о)) _г с!ш , т. к. |(ш, п)| ^ 1 . 
^ с х „ 

Заметим, что 

|(co, /i)|2 K2r_](^, co)dzdco ^ (ш, л)2 K2r_ t(z, ш) áz dш , 

т. к. |(со, л)| ^ 1 . 

Положим ^а = па, (а = 1,2, 3) и воспользуемся неравенством (2.10), в резуль
тате имеем 

|(ш, л) | 2 К2

2г_ г(%, ш) 6.7. сЗш :> х 2 г _! _ * _ г _ 1 ^ о>) с!г с!ш , 
^ ГхЯ 3 ГхП 

Тогда, принимая во внимание (2.14а) из (2.15) получим 

( 1 ! ^ 2 г - 1 ^ 2 г - 1 ) ^ ^ 2 г - 1 £ | _ _ _ i \ dx dra + I R2
2r_ ,(z, ra) d Û) 

Аналогичная оценка имеет место для случая N = 2г + I 

^К2г, К) __ Х_г Г Г Е ( ^ Т ^ ̂  + С *2,(*, ^ ^ ^ 

Сравнив последние с известным неравенством Фридрихса (см. [9], стр. 129, 

формула (14)), окончательно получим доказательство леммы 2.3. 

( ^ ^N> йю = С 4 | |6лп|_2(_ х„) • 

Введем обозначение 4 ю = Ь(л° + 5*(Л° 

Следствие 2.1. Оператор 1^Р симетричный и положительно определенный, 

обратный 1$Р вполне непрерывен из ^2(0 х ^) в ^2(0 х ^), причем 

(ÚPQN, TN) = [QN, TN] ; QN, TN e D(N). 

(2.16) [QNy ^ cíleni í .2(П;W 2 ҶG)) 
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(2.17) (L<PQN, Q») k C5 IQJV ||2 L2(G x Q) , C5 = Cf> + C3 , 

ÍQN, TS] = Í 7N{X, fi'0) Í <»>; ^N(^«;) ^ M d x d o y dfJJ- + 

+ 

1 

|(ш, л)| gN(z, ш) T^z, ш) dz dш + 

+ 
4тr 

гćte 

Сд(х, //0) ^N(x, со') Тл?(х, ш) с.х ёш дш г , 
^ с х ^ х ^ 

У*(*.Ло)--Н**/о)\ ]У = 2Г 

(Угг+Д*, /х0)э N - 2г + 1 

е'(х,ц0)-{е^1 ( х^о )' ^ 2 г 

[в2г(х, /г0) , N = 2г + 1 . 
Следуя работам [2], [9] на линейном множестве 1)(^), плотном в ^2(С х О) 

введем новое скалярное произведение, полагая 

Легко показать, что такое определение удовлетворяет всем требованиям 

скалярного произведения. Введя новое скалярное произведение, мы превратили 

^(N) в гильбертово пространство (вообще говоря, неполное). Норму в этом 

прострастве будем обозначать через [ .], так что 

При этом, в силу неравенства (2.17) 

(2.18) || е4! ^ - ^ - [ е * ] , е * е о д в 

Пополняя 1)(/к/) по норме [б^]* получили гильбертово пространство Н(Щ, 

которое называется энергетическим пространством. В пространстве Н(М) 

введем в рассмотрение следующий функционал 

(2Л9) 7(6*) = [ б * ] 2 - 2(<2„, ^ ) 

Для симметрического положительно-определенного оператора Ь(

5

]у) всегда 

можно построить самосопряженное расширение, при котором задача о мини

муме функционала 1(6^) имеет решение при любом Т^х, ш) е ^2(0 х О). 

Известно [9], что энергетическое пространство положительно-определенного 

оператора и его расширение по Фридрихсу совпадают, поэтому пространство 

Н(Щ будет пространством допустимых функций для функционала 1^^). 

Таким образом, в ^1(^ х О) существует обратный оператор 1 ^ ) - 1 , органи-

ченный по норме числом 1/С5. При помощи этого оператора решение уравне-
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ния 
^("}^N(x, ш) - Р„(х, <*>) Б Р И ^ ( л г , ш) е Ь2(С х О) 

может быть записано в виде 

Причем, \\й„(х,<о)1Ь2{СхП) й 1/С5 | |^(^-«))||ь2(схя)- Более того, из неравенства 

(2.16) следует, что оператор Ь (

5

] У ) _ 1 является вполне непрерывным из Ь 2 (С х ^) 

в Ь 2 (С х О), поэтому решение 6л(х> ш ) 6 -Х^О-

Итак, мы доказали следующие теоремы. 

Теорема 2.1. Если I) ук(х9 ш) е Ь2(-3; СХ(С)); 2) С^(х, /г0) е Ь 2 (С х О), то урав

нения (2.5) с граничными условиями (2.6) имеют единственное обобщенное ре

шение ^N(x, со) Е К(^) «/?« ЧРл(х9 ш) Е Ь 2 (С X (2). 

Теорема 2.2. Если 1) уЛ(л% /х0) Е Ь2(<1; С Х ( С ) ) ; 2) С^(х, /л0) Е Ь 2 (С Х Я); 3) Г в С2, 

то уравнения (2.5) с граничными условиями (2.6) имеют единственное обобщен

ное решение ^N(x, ш) Е Ь 2 ( 0 ; И^(<3)) и/?1/ \/17

]У(х, ш) Е Ь 2 (С X О). 

З а м е ч а н и е . Для доказательства теоремы 2.2 необходимо использовать 

второе основное иеравненство для элллиптическых операторов из работы [10]. 

В методе Ритца выбирается полная последовательность линейно независимых 

элементов {бл,«} в пространстве Н(Ы) и минимум функционала /(6л) ищется 

среди функций вида 

^N — 2^ ^к ^N,к 
к= 1 

Это приводит к системе линейных уравнений 

1С\:)^Л,0,^ = (Р{,^К^. * = 1,г. 
к~\ 

Так как оператор 155 * самосопряженный и положительно-определенный, то 

последовательность {б!\г)} приближенных решений по Ритцу вариационной 

задачи (2.19) сходится в пространстве Н(.М) к ее точному решению. 

Поскольку 

И б л ~" йъ!'\ь2(СхП) ~ ~~^~} \\^N ~~ ^N \\ь2{П;^2ЧО)) = ^~~~ 1-бл ~~ 6 л ] " * о 

с 4 с 5 

при г — со, приближенное решение, построенное по методы Ритца, сходится 

к точному и в пространствах Ь2(С х 0>),Ь2^; \У\ (С)). Отметим, что так как опера

тор Ь (^ } самосопряженный и положительно-определенный, поэтому метод 

Ритца и метод Галеркина, примененные к задаче (2.7) —(2.8), будут экви

валентны. 
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Рассмотрим задачу на собственные значения оператора 

Ь["^,(х,<й) = Щ,(х,<»), 

где X — некоторый вещественный параметр. 

Так как оператор Ё^]~х является самосопряженным, положительно-опре

деленным и вполне непрерывным в пространстве Н(Ы), то спектр дискретный, 

положительный и имеет точку сгущения на бесконечности. 

З а м е ч а н и е . Основное содержание данной работы депонировано в работе 

автора [14]. 
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S o u h r n 

O JEDNOM PROBLÉMU V. S. VLADIMÍROVA 
V TEORIÍ PŘENOSU ZÁŘENÍ 

A. S. AKIŠEV 

Článek je věnován metodě sférických harmonik (MSH), která je jednou z účin
ných metod přibližného řešení transportní rovnice. Na jednotném metodickém 
základě jsou formulovány okrajové podmínky na vnější i vnitřní hranici pro libovol
nou PiV-aproximaci MSH. Tyto podmínky jsou shodné s podmínkami Vladimírova 
(pro N = Ir + 1) a Rumjanceva (pro každé N). Je provedena symetrizace stacio
nárních rovnic MHS pro každou Pyy-aproximaci s libovolnou počáteční podmínkou, 
což zobecňuje výsledky Vladimírova a Smelova pro každou P^-aproximaci, resp. 
P2r-i--iproximaci. Je dokázána úplná spojitost resolventy symetrizované soustavy, 
a na tomto základě je nalezeno řešení symetrizované soustavy MSH a dokázána 
konvergence přibližných řešení v prostoru Wl{G). 

Adpec aemopa: ílpotj). A. III. AKUutee, MMHMCTCPCTBO Bbicniero M cpeAHero cneHMajibHoro 
o6pa30BaHHM Ka3axcKOň CCP, Ka3axcKníí Op/jeHa TpyAOBoro 3HaMeHH rocyAapCTBeHHbiií >HH-
BepCHTeT MM. C M . KMpOBa, MaTeMaTHMeCKHÍÍ (jmKyJíbTeT, Aj iMa-ATa 12, C C C P . 
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