Aplikace matematiky

Helmut Pottmann
Spezielle dquiforme Zwanglaufe

Aplikace matematiky, Vol. 29 (1984), No. 3, 225-232

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/104087

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1984

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/104087
http://dml.cz

SVAZEK 29 (1984) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

SPEZIELLE AQUIFORME ZWANGLAUFE

HELMUT POTTMANN

(Eingegangen am 8. August 1983)

1. Ein ebener dquiformer Zwanglauf 146t sich dadurch angeben, dal man fir
drei nicht kopunktale Geraden g; (i = 1, 2, 3) der dhnlich-verinderlichen Gangebe-
ne X2 die Hiitikurven k; in der Rastebene X, vorschreibt. Wihlt man als Fiihrungs-
kurven k; drei Kreise, so umhiillen nach H. Schaal [9] samtliche Geraden aus Z
Kreise oder laufen durch Stiitzpunkte; dies kann aus der Tatsache gefolgert werden,
daB das Gangsystem X bei Einschrankung der Bewegung Z/ZO auf die Geraden eines
Biischels von X auch starr denkbar ist und eine umgekehrte Ellipsenbewegung voll-
fihrt. Schrumpfen die drei Kreise k; auf Punkte, so gilt dies gleichzeitig fiir alle ande-
ren Geradenhiillbahnen (Burmester [3, S. 877]). In der vorliegenden Note werden
nun weitere Beispiele fiir ebene dquiforme Zwanglaufe mit ,,gleichartigen®* Geraden-
hiillbahnen angegeben. Das Hauptinteresse giltaber raumlichenVerallgemeinerungen.

2. Wir verwenden in X, ein kartesisches Koordinatensystem (0; x, y) und wihlen
den Drehwinkel u der Gangebene 2 gegeniiber der Rastebene 2, als Parameter. Die
Lagen der Geraden g; < 2 in X sind als

(1) g fiuy = xsin(u + u;) — ycos(u + u;) — hu +u;) =0,
u;=consteR (i =1,2,3), uelcR

anzusetzen; dabei sind die h(u) die Stiitzfunktionen der Fiihrungskurven k;. Die
Geraden g; und g; schlieBen den konstanten Winkel u; — u; ein. Sie reprisenticren
somit tatsdchlich die dhnlich-verdnderliche Gangebene, sofern sie fiir jedes uel
nicht kopunktal und auch nicht untereinander parallel vorausgesetzt werden, d.h.

(2) hy(u + uy)sin(uy — us) + hy(u + uy)sin (us — uy) +
+ hy(u + uz)sin(uy — uy) = 0.

Die Lagen jeder beliebigen Geraden g < X lassen sich nun durch

Mu

(3) g: Y 2 fiu) =0, (A, Ay A5) € B>~ {(0,0, 0)}
i<
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beschreiben (vgl. [8] und Abschnitt 4). Wegen der Voraussetzung (2) ist jedes g = X
gemiB (3) darstellbar. Aus (3) folgt als Stiitzfunktion der Hiillbahn k von g

(4) h(u) ! i]»illi(ll + u;) mit

Li=1

3
A=Y 27+ 224, c08 (uy — uy) + 244y cos (uy — uy) + 22,45 cos (uy — us),
i=1
sofern die Ausgangslage fiir die Messung des Winkels u fiir jedes g geeignet gewéhlt
wird.
Das eingangs erwéhnte, von H. Schaal genauer studierte Beispiel ergibt sich mit

(5) hiu) = a;sinu + b;cosu + ¢;, a;, b, ¢; =conste R,

woraus nach (4) die allgemeinen Geradenhiillbahnen unmittelbar als Kreise zu
erkennen sind. Die Geraden des durch die Bezichung Z,¢; + Z;¢, + 23¢5 =0
gekennzeichneten Biischels von X gleiten durch Punkte eines bestimmten Kreises [,
von X,. Schrumpfen die drei Fiihrungskreise k; auf Punkte (¢, = ¢, = ¢3 = 0),
so gilt dies offenbar auch fiir alle anderen Geradenhiillbahnen [3, S. 877].

3. Wir wihlen nun als Fithrungskurven k; zykloidale Kurven. Zu diesen zdhlen
die Epi-und Hypozykloiden, die Pseudozykloiden (Hyperzykloiden und Parazykloiden)
und die logarithmischen Spiralen. Zykloidale Kurven sind durch Stiitzfunktionen der
Bauart
(6) h(u) = dsinu + ecosu + g(u), d,e=conste R

zu kennzeichnen, wobei g(u) die Differentialgleichung

(7) Gu) + pg(u) =0

15st [4]. Die reelle Zahl p heiBit Modul der zykloidalen Kurve; mit g = OschlicBen
wir auch die Kreisevolventen ein.

Sind h; (i = 1, 2, 3) die Stiitzfunktionen dreier zykloidaler Kurven mit demselben
Modul p, so beschreibt infolge der Linearitdt von (7) auch jede Linearkombination
nach dem Muster (4) cine zykloidale Kurve mit dem Modul p:

Satz 1. Gleiten drei nicht kopunktale Geraden einer dhnlich-verdnderlichen
Ebene X auf drei zykloidalen Kurven mit demselben Modul p, so hiillt jede Gerade
aus X eine zykloidale Kurve mit dem Modul p ein.")

Mit ¢ = 0 gibt man als Fiithrungskurven drei Kreisevolventen vor und erhilt dann
als Geradenhiillbahnen i.a. wieder Kreisevolventen, fiir die Geraden eines bestimmten
Biischels von X hingegen bloB Kreise.

1y Fiir eine Gerade von X schrumpft die Hiillkurve auf einen Punkt; in Sonderfillen kann
auch ein ganzes Biischel solcher Ausnahmegeraden existieren.
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Weitere Beispiele fiir ebene dquiforme Zwanglaufe mit ,,gleichartigen* Geraden-
hilllbahnen hat der Verfasser in [8] angegeben.

4. Sei Z]ZO ein rdumlicher dquiformer Zwanglauf, bei welchem jede Ebene ¢
des ahnlich-verdnderlichen dreidimensionalen Gangraumes 2 ihre Neigung gegeniiber
ciner festen (waagrecht gedachten) Ebene w des Rastsystems 2, beibehilt. Im allge-
meinen verhdlt sich eine solche Bewegung liinsichtlich der Bahntangenten in jedem
Augenblick wie eine bestimmte Spiralung [12, S. 205 fI.] mit einem Zentrum P und
einer (lotrechten) Achse p L w; deren Richtung wollen wir als ,,Achsenrichtung*®
der Bewegung E/ZO bezeichnen. Das Hiillgebilde einer Ebene ¢ = X bei Z/ZO ist
demmnach fiir ¢ L w ein lotrechter Zylinder; bei ¢ || w entartet es in dic Ferngerade
von o, und ansonsten ergibt sich eine Bdschungstorse ¢. Die Bewegung X/X, kann
nun <o angegeben werden, dall man fiir vier nicht kopunktale, zur Achsenrichtung
schrige Ebeneng; = 2 (i = 1, ..., 4)die Hiilltorsen ¢; = X, (und die Ausgangslage
der Ebenen ¢;) vorschreibt?).

Zur analytischen Erfassung verwenden wir in X, ¢in kartesisches Koordinaten-
system (0; x, y, z) mit w als Ebene z = 0. Bezeichne u den Drehwinkel von X gegen X,
so lassen sich die Lagen der gegen @ unter dem Winkel f; gencigten Ebenc ¢, = Z
in Z, durch

(%) eir plu) = xsin(u + u;) — ycos(u + u;) + bz — bih{u + u)) =0,
B:e(0,nf2), b,=ctgf,, u;=conste R, uelc R (i=1,...,4)

ansetzen. Dic BoOschungstorse ¢; kann man sich dabei als Hiilltorse der Ebene ¢;
bei ciner ,,Umschwungbewegung‘ %, erzeugt denken. Diese Bewegung 4, setzt sich
aus einer Drehung eines starren Raumsystems um die z-Achse und einer Schwingung
langs dieser Achse zusammen, wobei /1,(u) die Abhidngigkeit der Schwingstrecke vom
Drehwinkel u angibt; b; h(u) 1Bt sich als Stiitzfunktion der Spurkurve von ¢;
in w deuten. Die konstant geboschten Ebenen ¢; und ¢; haben in @ Spuren mit dem
festen Schnittwinkel u; — u; und bilden demnach selbst cinen festen Winkel. Die ¢;
reprasentieren also tatsdchlich den dhnlich-verdnderlichen Gangraum Z. sofern sie
keinen gemeinsamen eigentlichen Punkt oder Fernpunkt besitzen, d. h.

sin(u + uy) cos(u 4+ uy) by byh(u+ uy)
9) : : : :

: : : : +0, Vuel
sin(u + uy) cos(u +uy) by byhy(u + uy)|

Die Lagen jeder beliecbigen Ebene ¢ — X konnen nun folgendermaBen beschrieben
werden:
4
(10) et Y Aipi(u) =0, (A ..., 2,)eR*\{(0.0,0.0)] .
i=1

“1 Hochstens drei der vier Ebenen ¢; kdnnte man normal zu  annehmen und lotrechte Hiill-
zylinder vorschreiben.
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Zum Beweis fassen wir die ¢; als Spuren von Hyperebenen H; des durch (x, y, z, t)
beschriebenen R* auf:

(11) Hi:q(u) = xsin(u + u;) — ycos(u + u;) +
+b(z+1t—hfu+u))=0.

Dic vier Hyperebenen H; schlieBen miteinander feste Winkei ein und reprisenticren
demnach im R* ein starres System 4, in welches auch die durch den Schnittpunkt S
der H; gehende Hyperebene H

4
(12) H: ZIZ,- q(u) =0

i=
paBt. Weiters sind die Winkel zwischen unserem dreidimensionalen Ausgangsraum
t = 0 und den H,; konstant. Fiir einen Beobachter im System A sind somit die ¢in-
zelnen Lagen von t = 0 untereinander parallel, so daB je zwei Lagen des Spursystems
{1y ..., £4. €} durch eine zentrische Ahnlichkeit zusammenhingen. Damit ist dic
Richtigkeit des Ansatzes (10) nachgewiescn.

Bei Vorgabe der Filihrungstorsen ¢; durch die Kennfunktionen h; kann alse dic

Hiilltorse ¢ ciner zur Achsenrichtung schrigen Ebene ¢ < X2, d. h.

4 4 4
(13) s=y Ab;+0 und (3 Z;sinu;, Y Z;cosu;) =+ (0,0),
- =1

i=1 i=1

durch eine Umschwungbewegung mit der Kennfunktion

(14) h(u) =

erzeugt werden.
Eine Ebene § = X mit s = 0 hiillt einen lotrechten Zylinder ¢ ein, dessen Basis-
kurve fin w bei gecigneter Ausgangslage der Winkelzihlung die Stiitzfunktion

Y dibih{u + u)

|
si=1

4
(15) R(u) :i S ibihi(u + )
i=1

mit 2% =

i

M+

27+ 202y cos (uy — uy) + oo+ 22345 cos (uy — uy)

it

1

besitzt. Bei Normalprojektion auf o bildet sich X/Z, auf emen ebenen dquiferrien
Zwanglauf X'[Zg ab, den wir als .,Grundrif** von X[, bezcichnen wollen; die Ge-
radenhiillbahnen des Grundrisses der Bewegung X/Z, sind genau die Basislinien f
der Hiillzylinder ¢ von lotrechten Ebenen & < X.

5. Wihlen wir als Fithrungstorsen vier Drehkegel ¢; mit lotrechten Achsen:
(16) hiu) = c;sinu + d;cosu + e;,” ¢, d;, e; =conste R,

so folgt aus (14) unmittelbar der
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Satz 2. Gleiten vier nicht kopunktale Ebenen eines dhnlich-verdnderlichen Raum-
systems X auf vier Drehkegeln mit parallelen Achsen, so hiillt jede zu den Achsen
schrdge Ebene des Systems X einen Drehkegel ein.

Es handelt sich also um eine dquiforme Mannheim-Bewegung, wo alle Ebcnen
durch Stiitzpunkte gleiten. Da hierbei jeder Punkt von X, als Stiitzpunkt auftritt,
besitzt die Umkehrbewegung durchwegs ebene Punktbahnen, welche sich als Keg:l-
schnitte erweisen (vgl. [5]) Grundril der Bewegung Z/ZO ist die Bewegung von
H. Schaal. Die Punktbahnen bei 2/Z, sind identisch mit jenen bei Mannheim-Bewe-
gungen starrer Systeme [2, S. 310 ﬂ'.], und zwar Raumkurven 4. Ordnung, dic als
Grundrisse Pascalschnecken besitzen, oder Ellipsen.

6. Als rdumliche Analoga zu den ebenen zykloidalen Kurven verwenden wir nun
als Fithrungstorsen ¢; die Tungentenflichen von Bischungslinien k; auf Drehquadri-
ken I'; mit lotrechter Achse [1.4]. Bei F. Fabricius-Bjerre [4] werden die Kurven k;
als ,,polyzykloidale Béschungslinien®* bezzichnet®). Es sind dies genau jene Bo-
schungslinien, die im Normalrif3 auf die Bezugsebene als zykloidale Kurven erschei-
nen. Die Basisspuren der Torsen ¢; sind demmach Evolventen zykloidaler Kurven;
dic Kennfunktionen l1i(u) konnen daher durch

(17) hiuy = c;sinu + d;cosu + gu), ¢;=d; =conste R
beschricben werden, wenn g(u) die Differentialgleichung

(18) G(u) + 1 glu) = 0

16st. Die reelle Zahl g nennen wir wieder den Modul von k;. Mit (14) und (15) gilt
dann der

Satz 3. Gleiten vier nicht kopunktale Ebenen eines dhnlich-verdnderlichen Raum-
systems X auf den Tungentenflichen von vier Boschungslinien k; auf Drehquadiiken
mit lotrechter Achse, wobei alle k; denselben Modul u besitzen, so umbhiillt jede
zur Achsenrichtung schrige Ebene aus X eine solche Torse oder einen Drehkegel.
Die Normalschnitte der von den achsenparallelen Ebenen eingehiillten Zylinder
sind Evolventen von zykloidalen Kurven mit dem Modul ji oder Kreise.

Im Fall p = 0 sind die Fihrungstorsen und die allgemeinen Ebenenhiilltorsen
Tangentenflidchen von Béschungslinien auf Drehparaboloiden, wihrend die Ebenen
eines bestimmten Biindels S von X Schraubtorsen (in Sonderfillen Drehkegel,
Drehzylinder oder Zylinder mit Kreisevolventenbasis) einhiillen. Achsenparallele
Ebenen $S hiillen lotrechte Zylinder ein, deren Normalschnitte Evolventen von
Kreisevolventen sind.

3) Die Boschungslinien k; heillen ,,polyzykloidal*, da sie bei Verebnung ihrer Verbindungs-
kegel Ok; mit den Punkten O der Drehachse von I'; in ebene zykloidale Kurven libergehen.
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Gibt man speziell vier achsenparallele Schraubtorsen ¢; vor, so sind auch die allge-
meinen Hiilltorsen Schraubtorsen, und die Ebenen durch einen Punkt S € X hiillen
Drehkegel oder Drehzylinder ein; die Normalschnitte der Hiillzylinder achsen-
paralleler Ebenen $S sind Kreisevolventen.

Ein weiterer einfacher Sonderfall stellt sich cin, wenn die ¢; Spiraltorsen [12,
S. 223] mit parallelen Achsen und gleichsinning kongruenten Gratliniengrundrissen
sind. Die allgemeinen Hiilltorsen sind dann ebenfalls solche Spiraltorsen.

7. In Satz 3 konnen hochstens drei der vier Fiihrungstorsen ¢, als lotrechte Zylin-
der angenommen werden, deren Normalschnitte Evolventen zykloidaler Kurven
oder zykloidale Kurven mit dem Modul u sind. Daher wollen wir die Torsen ¢;
speziell folgendermafBlen wihlen: ¢, sei Tangentenfliche einer polyzykloidalen Bo-
schungslinie, ¢, ihre rektifizierende Torse, das ist ein Zylinder mit einer zykloidalen
Kurve als Basis, ¢, ihre Polartorse und ¢, die rektifizierende Torse von ¢, das ist
wieder ein Zylinder mit einer zykloidalen Kurve als Normalschnitt. Die Boschungs-
torsen ¢, und ¢, sowie die Normalschnitte von ¢, und ¢, haben denselben Modul .
Aus Satz 3 folgt damit der

Satz 4. Durchlaufen ein Linienelement (P, ) und ein Punkt Q eines dhnlich-
verdnderlichen Raumsystems X eine polyzykloidale Boschungslinie k, mit dem
Modul juund deren Kriimmungskreismitten, so zwar, dafi t stets die Tangente und Q
die Kriimmungsmitte von k, in P ist, so hiillt jede zur Achsenrichtung der Bewegung
schrige Ebene aus X die Tangentenfliche einer polyzykloidalen Boschungslinie
mit dem Modul p oder einen Drehkegel ein. Achsenparallele Ebenen gleiten bei
% 0 entweder durch die Achse der Trigerquadrik von ky, oder sie hiillen Zylinder
ein, deren Normalschnitte konzentrische zykloidale Kurven vom Modul u sind®).

Ist die Triagerquadrik I'; von k, eine Mittelpunktsquadrik, so sind die Grundrisse
der Bahnkurven der Punkte X € X bei dieser Bewegung (als isoptische Linien konzen-
trischer zykloidaler Kurven mit demselben Modul) Trochoiden oder Pseudotrochoi-
den. Eine einfache Rechnung zeigt, daf die Bahnen der auf der Hauptnormalen PQ
von k, liegenden Punkte T auf koaxialen Drehquadriken eines Blischels verlaufen;
insbesondere gilt dies natiirlich tiir die Ortslinie k; der Kriimmungskreismitten
(vel. [1]).

Mit
(19) hi(u) =asinnu aeR~{0}, neR~\{0, +1}

ergibt sich fiir ¢, eine durch einen harmonischen Umschwung erzeugbare Um-
schwungtorse. Bei nl < 1 liegt ihre Gratlinie k, aufeinem Drehellipsoid I'y und deren
GrundriB kj ist eine Epizykloide; bei |ni > 1 ist I'; ein einschaliges Drehhyperboloid

#) Bei 4= 0 sind im Falle einer Boschungslinie k; auf einem Drehparaboloid die Normal-
schnitte der Hiillzylinder lotrechter Ebenen i.a. Evolventen von Kreisevolventen.
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und k} cine Hypozykloide [6]. Zur Illustration zeigt Abb. 1 fiir n = 2/3 cine Um-
schwungtorse samt Gratlinie k; und Ortslinie k; der Kriimmungskreismitten von k,.

Der ebene Grenzfall von Satz 4, betreffend die Bewegung der durch den Kriim-
mungsradius e'ner zykloidalen Kurve definierten dhnlich-verdnderlichen Ebene,
findet sich bei W. Wunderlich [10].

Abb. 1. Umschwungtorse samt Ortslinie k; der Kriimmungskreismitten ihrer Gratlinie &,

Es sei noch bemerkt, daB3 sich die in den Sétzen 3 und 4 enthaltenen Ergebnisse

iiber Umschwungtorsen unschwer auf jene Boschungstorsen iibertragen lassen, die
durch fortschreitende harmonische Umschwungbewegungen [7, ]3] oder geddmpfte
harmonische Umschwiinge [11] erzeugbar sind.
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Souhrn
SPECIALNI EKVIFORMNI VYNUCENE POHYBY
HELMUT POTTMANN
V roviné Ize urcit ekviformni pohyb tak, Ze kazdd pfimka pohyblivé roviny obsa-

huje v pevné roviné cykloiddlni ¢dru s tymZ modulem. Problém je pak feSen a zobec-
nén i v prostoru.
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