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33 (1988) APLIKACE MATEMATIKY No. 5, 374—388 

DIE PHASENBILDER DER GESCHWINDIGKEITEN FELDER 
DER LAGUERRESCHEN BEWEGUNGEN 

ZDENEK JANKOVSKY 

(Eingegangen am 26. Februar 1987) 

Zusammenfassung. Dieser Artikel befaßt sich mit einigen Fragen der kinematischen Geometrie 
auf der Laguerreschen Gruppe (Jöf-Gruppe). Die J^-Gruppe wird durch die Gruppe der direkten 
linearen gebrochenen Transformationen der erweiterten dualen Ebene (ein Modell der J^-Ebene) 
repräsentiert. Im Artikel werden die Begriffe der St?-Bewegung, der Geschwindigkeiten der «^-Be
wegung im gegeben Punkt (f) und in der gegebenen Phase t, der Vektorfelder der Geschwindig
keiten, der Momentanpole definiert und untersucht. Die Phasen der J£?-Bewegung werden klassi
fiziert und die Phasenbilder der Geschwindigkeitenfelder werden für die einzelnen Phasen fest
gelegt. 

Keywords: Die kinematische Geometrie auf der Laguerrschen Gruppe. 
AMS Classification: 53A17. 

1. EINLEITUNG 

Im vorliegenden Artikel wird die Laguerresche ebene Geometrie {££-Geometrie) 
als Geometrie angesichts der 6-parametrigen Gruppe A% der direkten linearen ge
brochenen Transformationen der erweiterten dualen Ebene (^-Gruppe) aufgefaßt. 
Die erweiterte duale Ebene Ä ist eine geeignete Repräsentation der Laguerreschen 
Ebene (^-Ebene), s. [8], bzw. [ l ] , [2], [3]. Auf der if-Gruppe als einer Bewegungs
gruppe kann man die kinematische Geometrie und die Kinematik zur klassischen 
kongruenten, bzw. projektiven kinematischen Geometrie und Kinematik, die auf der 
kongruenten, bzw. projektiven Gruppe aufgebaut werden, analogisch aufbauen, 
s. [4]. 

Dieser Artikel beschäftigt sich mit den Geschwindigkeitsfeldern in verschiedenen 
Phasen der ^-Bewegung; da wird die Klassifikation der Phasen der «^-Bewegung 
festgelegt. Die Untersuchung der Geschwindigkeitsfelder der if-Bewegung in einzelnen 
Phasen führt zur Lösung der Riccatischen Differentialgleichung mit konstanten 
Koeffizienten im dualen Gebiet. Diese Gleichung können wir auf lineare Differen
tialgleichungen mit konstanten Koeffizienten transformieren. Durch die Lösung 
dieser linearen Differentialgleichungen bekommen wir die gesuchten Phasenbilder 
der Geschwindigkeitsfelder der ^-Bewegung. 
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Die angewandten analytischen Mittel bilden die Algebrader dualen Zahlen(s. [1], 
LX1' [5], [6], [7], [8]) und die Grundzüge der Analysis der dualen Funktionen einer 
reelen Veränderlichen, s. [5], [6]. Mit den dualen Zahlen und ihren Anwendungen 
in der Geometrie und Mechanik beschäftigten sich schon W. Clifford, E. Study und 
A. P. Kotelnikov. 

2. GRUNDBEGRIFFE 

Es seien R der Körper der reellen Zahlen und A der Ring aller dualen Zahlen 

a = a1 + sa2 ; s2 = 0 ; a1, a2 e R ; 

ax = 01a, bzw. a2 = Q)a ist der reelle, bzw. der duale Teil der dualen Zahl a. 
Der Ring A besitzt eigene Nullteiler. Die Menge aller eigenen Teiler der Null ist 

9t = Rs = {XS\XER; S2 = 0} . 

Wir erweitern den Ring A (analogisch wie bei den komplexen Zahlen) auf die er
weiterte duale Ebene Ä: 

A = J z l z e A v z = - = oovz = c - = cco; c e K, c =f= 0; s2 = 0V . 
1 ' „0 £ j 

A ist ein Modell der 5£-Ebene, s. [8]. Die fundamentale Bewegungsgruppe, die auf 
diesem Modell der J5?-Ebene operiert, ist die Gruppe der direkten linearen gebro
chenen Transformationen im dualen Gebiet (der ^-Transformationen, s. [8]): 

= ad - ßy <£ 91 , 
УÍ + ô 

aß 
yô 

a, ß,y, ô є A; z, £ є A sind. 

Bemerkung 1. Die Gruppe (1) ist linear durch die spezielle lineare Gruppe SL(2, A) 

zu repräsentieren. 

Definition 1. Eine ^-Bewegung &(EJS) der if-Ebene A(l) in der Jäf-Ebene L(S) 
ist das Vparametrige System der «£?-Transformationen 

(2) z = ffi + ffi ; a(0 5(t) - 7(0 5(0 « » auf • , 
7(t) C + 5(0 

wo a, ß,y, 5 e Cn(J) ist der A-Modul aller rc-mal stetig differenzierbarer dualer 
Funktionen der reellen Veränderlichen t auf dem Intervall J c R; n = 0, 1, 2 , . . . ; 
C, z e ^3; -4(1), bzw. L(S) nennen wir die Gangebene, bzw. die Rastebene; (C), bzw. (z) 
sind die Punkte der Gang-, bzw. Rastebene. 

Die Transformation des Koordinatensystems S -> v5 wird durch die ^-Transfor
mation gegeben: 
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(з) cxz + c2 

z = ; 
cъz + c 4 

\<=\-= cгc4 - C ^ C з í ^ , 

ct- є A, Konst. 

3. GESCHWINDIGKEITSFELD DER ^-BEWEGUNG 

Es sei &(EjS) eine ^f-Bewegung (2) der Klasse Cn(<f), n = 1. 

Definition 2. Die erste Ableitung (2) nach t nennen wir die Geschwindigkeit der 

^-Bewegung J£(l\S) im gegebenen Punkt (£) und in der gegebenen Phase t. 

Bemerkung 2. Die Geschwindigkeit z = dz/dt kann man als den Berührungsvektor 
der Bahnkurve z(t) des Punktes (£) in der Rastebene in der Zeit t interpretieren. 

Die Geschwindigkeit z kann man in der Form 

(4) z = q0 + qxz + q2z 

wo 
_ ßd — aß ad — öd + yß — ßy 

ßy — aö ßy — aö 

öy — yS . 
^2 — lst? darstellen . 

ßy — a<5 

(4) ist eine Riccatische Gleichung im dualen Gebiet und sie bestimmt im durch 
z e A beschriebenen Teil der J£?-Ebene (als einer dualen differenzierbaren Mannig
faltigkeit) das Vektorfeld der Geschwindigkeiten der j£?-Bewegung 

(5) Z(t, z):J x A -+ A . 

Definition 3. Die Punkte (*z) e L(S), für welche 

Z(t0,
 lz) = 0 

gilt, nennen wir die Pole der Phase t0 der J^f-Bewegung Jz"(Z\S), kurz die Momentan

pole &(Z\S). 

Der Begriff des Momentanpoles ist invariant angesichts (3) und auch angesichts 
der Transformation des Zeitregimes. 

Bemerkung 3. Der Punkt (z0) = (oo), bzw. (z0) = (cco) ist dann und nur dann 
ein Momentanpol, wenn die Transformation des Koordinatensystems (3) existiert 
so, daß sz0 = J^(z0) e A der Momentanpol nach D2 ist. 

Fixieren wir die Phase t = t0 der J^f-Bewegung £?(Z\S), dann können wir zur 
Gleichung (4) die Riccatische Gleichung mit konstanten Koeffizienten 

(6) J p = q0(t0) + qx(t0) z(t) + q2(t0) z2(t) , 
at 
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wo t eine neue reelle Veränderliche — die Phasenzeit ist, adjungieren. (6) bestimmt 
das stationäre Vektorfeld der Geschwindigkeiten in der Phase t0: 

(7) Zt0(z): A - A ; Zta(z) = Z(t0, z) . 

(7) approximiert die J^f-Bewegung <£(IJS) in der ersten Ordnung in der Phase t0. 

4. EINE KLASSIFIKATION DER PHASEN DER ^-BEWEGUNG 

Die Riccatische Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten (6) ist äqui
valent den folgenden zwei Differentialgleichungen im reellen Gebiet: 

0lz = mq0 + (Mqx) (Mz) + (0lq2) (Mz)2 

®z = Q)q0 + ($)qx)(mz) + (Sfq2) (Mz)2 + 9z\ßqx + 2(0tq2) (®z)~\ 

(8j) ist für (&q2) + 0 eine Riccatische Gleichung im reellen Gebiet mit konstanten 
Koeffizienten. Diese Gleichung können wir auf eine lineare Differentialgleichung 
überführen und lösen. (82) ist eine lineare Differentialgleichung und wir können sie 
auch lösen. Die Parameter (q0, qu q2) = q transformieren sich bei der ^-Transfor
mation (3) zu folgenden: 

xgo = rz: (cigo ~ cxc2qx + c2
2q2) 

lCl 

(9) ^ i = jT-i (2CiC3g0 - (CICA, + c2c3) qx + 2c2c4g2 

(^3g0 ~ C3C4gl + clq2) 
|C| 

(9) ist eine lineare Transformation mit der Matrix NC; Det C = 1. 

Lemma 1. q e $l3 o xq e 9l3; sq = yCq. 

Beweis. 1) Ist q e 9t3 => e xq = "Csq = "Co = o=>yqe 9l3. 2) Ist vg e 9l3, ange
sichts der Regularität von XC folgt dann aus (9): q = X " 1 \ und aus 1) => q e SR3, 
qed. 

Wir können also die Phasen t0 der ^-Bewegung klassifizieren: 

I. Reguläre Phasen <=> q £$l3; q2 + 0 . 
II. Singulare Phasen <=> q e 9t3; Q)q2 =j= 0. 

III. Sublaguerresche Phasen o q2 = 0 ( o ( 2 ) kann man auf z = a(t) ( + ß(t) 
transformieren). 

Die Momentanpole in der Phase t0 werden durch die quadratische Gleichung 

(10) q0 + qxz + q2z
2 = 0 
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im dualen Gebiet gegeben (Die Lösung (10) vgl. z.B. in [6]; für III übergeht die 
Gleichung (10) in eine lineare Gleichung). 

I. Die regulären Phasen klassifizieren wir weiter aus dem Standpunkt der Menge 
der Momentanpole: 
1) hyperbolische Phase o 2 nichtparallele Momentanpole, 
2) parabolische Phase <=> eine Gerade einander parallelen Momentanpole, 
3) elliptische Phase <=> es gibt keine Momentanpole. 

Lemma 2. Die Diskriminanten D = q\ — 4q0q2 und Dx = &D = ( ^q i ) 2 — 
— 4(&q0) (^qi) sind ^-Invarianten. 

Beweis. D und D1 sind invariant angesichts (3), d.h. angesichts (9): &(D) = 
= Nq2 — 4 sq0

sq2 = durch direkte Berechnung mit Hilfe von (9) = q\ — 4q0q2 = 
= D; Se(Dx) = <£(m(D)) = St(D) = Du qed. 

Satz 1. Die regulären hyperbolischen, bzw. parabolischen, bzw. elliptischen 
Phasen werden durch q2 + 0 und Dt > 0, bzw. D± = D = 0, bzw. Dl < 0 oder 
Dt = 0 A D + 0 kennzeichnet. 

Beweis folgt aus der Lösung der Gleichung (10) für q£$l3, q2 + 0 und aus 
Lemma 2. 

II. Für die singulären Phasen haben die Gleichungen (8) die Form: 

m = 0 
(8') 

2>z = £)q0 + (@qi) (Mz) + (9q2) (01z)1 . 

(10') Also z = 0 <=> 9q0 + (^ax) (^z) + (3fq2) (&z)2 = 0 . 

Die singulären Phasen klassifizieren wir aus dem Standpunkt der Menge der Mo
mentanpole: 
1) hyperbolische singulare Phase <=> zwei verschiedene Geraden der parallelen 

Momentanpole, 
2) parabolische singulare Phase <=> eine Gerade einander parallelen Momentan

pole, 
3) elliptischen singulare Phase <=> es gibt keine Momentanpole. 

Satz 2. Die singulären hyperbolischen, bzw. parabolischen, bzw. elliptische 
Phasen werden durch Q)q2 + 0 und D2 > 0, bzw. D2 = 0, bzw. D2 < 0 kennzeich
net; D2 = (@qi)

2 - (9q0) (9q2). 

Beweis folgt aus der Lösung der Gleichung (10') für S)q2 =\= 0. 
III. Für q2 = 0 hat (10) die Form: 

(10") qo + qlZ = 0. 

Die sublaguerresche Phasen klassifizieren wir auf 
1) ^-Rotationen o ein einziger Momentanpol, 
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2) ^-Translationen <̂> kein Momentanpol, 
3) <£-Ruhe o alle Punkte sind die Momentanpole. 

Satz 3. Die sublaguerr sehen Phasen des Types ^-Rotationen, bzw. ^-Transla
tionen, bzw. S£-Ruhe werden durch q2 = 0 und «i + 0, bzw. qx = 0 A q0 + 0, 
bzw. (q0, gi, g2) = (0, 0, 0) kennzeichnet. 

Beweis folgt aus (10"). 

5. PHASENBILDER DER GESCHWINDIGKEITSFELDER 

Lösen wir die Riccatische Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 
im dualen Gebiet 

(6') z = q0 + qxz + q2z
2 

in den Fällen der einzelnen Typen der Phasen der <£-Bewegung. 
1,1) Reguläre hyperbolische Phase: Dx > 0; 0lq2 + 0. Wir können immer das 

Koordinatensystem so transformieren, daß ^ q 2 + 0 ist. (6') transformieren wir 
durch 

z = - - £ ; 3*91 
«2 3 

auf eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 
im dualen Gebiet: 

(11) 3 " ~ «i3* + go«23 = 0 . 

(11) ist äquivalent zu zwei linearen Differentialgleichungen im reellen Gebiet 

(3 = 3i + £32, 3* = 3i + £32 •••>) 

(12) 51- - (Mqx) 3; + (0tqo) (»q2) 3 l = 0 

32 - ( * « i ) 3 2 + (*«o ) ( « « 2 ) 32 = ( ® « i ) 3l - M31 , 

wo M = (Mq0) (2q2) + (®q0) (@q2) ist. 
Beide Gleichungen (12) haben die gemeinsame charakteristische Gleichung 

(13) X2 - (ätq±) X + (Stq0) (0lq2) = 0 

mit der Diskriminante Dx > 0; (13) hat zwei verschiedene reelle Wurzeln (Xx)x\ 
i = 1,2. 

Die Lösungen (12) sind 

3i = cx exp ((Xx)x t) + c2 exp ((Xx)2 t), 

32 = c3 exp ((Xx)x t) + c4 exp ((Xx)2 t) + 32 (0 , 

wo 32 (t) = Ät exp ((/li)i t) + Bt exp ((Xx)2 t); 

— H , + ^ ) - ^ — M+^y^} 
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Die allgemeine Lösung von (11) ist: 

3 = 3i + Hi = (ci + ec3 + -4*) exp ((__)_ t) + 

+ (c2 + ec4 + sBt) exp ((A_)2 f) = |C! = c_ + ec3; C2 = c2 + ec4| = 

C_(l + e — Mexp((A_)_ t) + C2(l + e— t J exp ((A_)2 t) = 

«•-»(_>«.--(£) 
= C, exp ([(A.), + e(A2)J «) + C2 exp ([(Ax)2 + e(A2)2] t) = 

= C! exp ((A). r) + C2 exp ((A)2 f), 

wo 

(A), = (Ai), + £(A2),. = i (^«i ± V->i) + -(-*«i ± _ =__^ ; * = 1, 2 , ist. 
4 v D! 

Also die Lösung von (6') in diesem Fall ist 

z = _ ____ Wi Ci exp ((A)_ r) + _p2 C2 exp ((A)2 Q 
q2 C_ exp ((A)_ f) + C2 exp ((X)2 t) 

Für C2/C_ = C bekommen wir die Darstellung der J_-Momentanbewegung in der 
gegebenen Phase: 

(14) _, - l (A)i exP (Mi _ ± ^W* exP ((A)2 0 
<_2 exp ((A)_ r) + C exp ((A)2 t) 

(i) Für (X)2 — (A)_ = (/l)2 — (X)i = Xe R kann man (14) in der Form 

(15) z = _ l _ _ _ _ _ _ _ _ _ ! 
W «2 1 + CeA( 

darstellen. (15) stellt die Bögen der isotropen Kreise (der Parabeln), bzw. zwei Gera
den der translativen Punkte, dar. Die Punkte ( — (A)_/q2), ( — (X)2jq2) sind die Mo
mentanpole und für die Bahnkurven der Momentanbewegung sind diese asympto
tische Punkte; aus dem Standpunkt der Stabilität sind sie Knotenpunkte (der erste 
Punkt unstabil und zweite Punkt stabil); das Phasenbild des Geschwindigkeitsfeldes 
im gegeben Fall wird durch hyperbolisches Büschel der isotropen Kreise (Parabeln) 
kennzeichnet, s. Abb. 1. 

(ii) Für (X)2 — (X)i = X = Xt + sX2 £ R(o X2 + 0) kann man (14) in der Form 

( _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

«2 1 + CeA"(l + &2t) 

darstellen. Transformieren wir das Koordinatensystem so, daß die Momentanpole 
symmetrisch zum Koordinatenursprung liegen werden. Dann ist At = 0 und (14') 
kann man in der Form 
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Abb. 1 

(150 
Д° (1 - Q - eЏ2t A° = (Я). = - (я ) 2 
g2(l + 0 + e£A2f ' 

schreiben. (15') stellt die Bögen der isotropen Kreise (der Parabeln) dar. Die Punkte 
v̂ AIiz)* (~^0/q2) smc~ die Momentanpole und die Situation ist analogisch wie im 
Fall (i); das Phasenbild des Geschwindigkeitsfeldes in diesem Fall s. Abb. 2. 

Abb. 2 
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Diese Situation ist invariant angesichts der Koordinatentransformation (die 
isotropen Kreise gehen in isotrope Kreise über). 

1,2) Reguläre parabolische Phase: Dt = D = 0; &q2 =¥ 0. (6') transformieren 
wir durch 

z = 
2q2 

auf 
ü + u2 = 0 

und diese Differentialgleichung transformieren wir durch 

« = - ; 3 ^ 
3 

auf die lineare Differentialgleichung 

3 " = 0 . 

Die Lösung von (6') in diesem Fall ist: 

1 1 
+ - 4 l J2 V A ' + C2 2 

Legen wir Ci/C2 = C; wn* bekommen die folgende Darstellung der Momentan
bewegung: 

(16) 

Abb. 3 
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(16) stellt die Bögen der isotropen Kreise (der Parabeln) dar. Der Punkt (~q i /2q 2 ) 
ist ein Momentanpol; 0tz = &( — qil2q2) ist die Gleichung einer Geraden der 
einander parallelen Momentanpole; für 0tq2 < 0 ist ( —qi/2q2) der stabile asympto
tische Punkt der Bahnkurven. Das Phasenbild des Geschwindigkeitsfeldes in diesem 
Fall wird durch ein parabolisches Büschel der isotropen Kreise kennzeichnet, 
s. Abb. 3. 

1,3) Reguläre elliptische Phase für Di < 0; 0tq2 + 0. (&) transformieren wir 
auf (11) und (12). Die gemeinsame charakteristische Gleichung (13) hat die Diskri-
minante Di < 0 und die Lösungen (12) sind 

3i = Ci exp (Xtt) cos X2t + c2 exp (Xxt) sin k2t 

32 = c3 exp (Axt) cos X2t + c4 exp (Axt) sin k2t + 32 ( t ) , 

wo 
32 (t) = At exp (Ait) cos X2t + Bt exp (Ax) sin X2t ; 

Wir können schreiben: 

3 = Ci(l + s — t ) exp (Ait) cos (A2t) + Bt ( 1 + e — t ) exp (Axt) sin (A2t), 

dc3 + sX2 — t\ + (cA - eA2 — t\ tg(A2t) 

und 

(17) 

( i + Б — í) + п i + є— í jtg(я2í) 

(i) Für A = B = 0 kann man (17) in folgenden Form schreiben: 

(is) Z = 9A±^L, t-tg^o-
1 + 1,1 

Das Phasenbild des Geschwindigkeitsfeldes in diesem Fall wird durch ein elliptisches 
Büschel der isotropen Kreise (der Parabeln) kennzeichnet, s. Abb. 4. 

(ii) Für (A, B) =t= (0, 0) kann man die Bahnkurven der Momentanbewegung z.B. 
in der Form 

y = dix + d2 + (d3x + dA) arctg 
c з i ~ c\\x 

c 2 i x c 4 i 

schreiben, wo z = x + sy und dh c^ einander zusammenhängen. 
1,4) Reguläre elliptische Phase für D1 = 0 A D =f= 0, 0tq2 4= 0. Wählen wir das 

Koordinatensystem so, daß aX = 0, Mq0 = 0. Wir bekommen (12) in der Form 

81' = 0 

32* = -8 i (»«o ) (««2 ) 
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Abb. 4 

und 

3i = cit + ^2 

32 = ctt + c2 + 3 2

A ( 0 ' 

wo 32

A(t) = At3 + Bt2; A = -icxG; B = ~ i c 2 G ; G = (^q 0 ) (^q 2 ) ist. 

Legen wir C = C1/C2? w ^ r bekommen in diesem Fall folgende Darstellung der 
Momentanbewegung: 

(19) 
1 Ҫ[l + в(l - Gt2)] - єGt 

q2 C[í + e(t - iGt3j] + 1 + 8(1 - iGř 2 ) 

Das Phasenbild des Geschwindigkeitsfeldes in diesem Fall für G + 0 hat eine Gerade 
der translativen Punkte; bei unserer Wahl des Koordinatensystems ist diese Gerade 
die duale Achse, s. Abb. 5. Für G = 0 wird das Phasenbild durch ein elliptisches 
Büschel der isotropen Kreise kennzeichnet; in diesem Fall vgl. (19) und (18). 

11,1) Singulare hyperbolische Phase: qe$l3, D2 > 0, Dx = 0, 2q2 + 0. (6') ist 
äquivalent mit den Gleichungen: 

stz = 0 

2z = Q)qQ + (3fqx) (0tz) + (®q2) (Mz)2 . 

Die Darstellung der Momentanbewegung in diesem Fall ist: 

(20) z = C + e[@q0 + Sqx^+ ^g 2 C 2 ] t. 

Die Bahnkurven sind die mit der dualen Achse parallelen Geraden; diese Phase hat 
zwei mit der dualen Achse parallelen Geraden 
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Abb. 5 

Pì = {щ2y 
i = 1,2, 

der Momentanpole; die Orientierung der Bahnkurven s. Abb. 6. 

11,2) Singulare parabolische Phase: qe9l3, D2 = 0, Dx = 0, 9)q2 =# 0. Die 

Momentanbewegung hat auch eine Darstellung der Form (20). Das Phasenbild: 

eine Gerade 

£>Z 

нi ł 4 4 Д 

ÕLz 
0 

І t t 

Abb. 6 Ъ Pl 
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p = 

der einander parallelen Momentanpole; die Bahnkurven sind die mit der dualen 
Achse parallelen Geraden. 

11,3) Singulare elliptische Phase: g e 9 l 3 , D2 < 0, Dt = 0, $)q2 4= 0. Die Mo
mentanbewegung hat auch eine Darstellung der Form (20). Das Phasenbild: kein 
Momentanpol; die Bahnkurven sind die mit der dualen Achse parallelen Geraden. 

111,1) Sublaguerresche Phase vom Typ einer ^-Rotation: q2 = 0 A qt 4= 0. 
(6') hat die Form 

z = go + giz 

Ihre Lösung ist 

z = - — + Cexp (<?!*) 
gi 

und die Momentanbewegung hat diese Darstellung: 

qo + Cexp(g !ř) 

Diese Phase hat einen einzigen Momentanpol ( —g0/gi) und eine Gerade 

qoN 

qi 

der translativen Punkte. Der Momentanpol ( — go/gi) ist der asymptotische Punkt 
der Bahnkurven; für 0 < Mqx < @qu s. Abb. 7. 

Abb. 7 
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111,2) Sublaguerresche Phase vom Typ einer ^-Translation: q2 = O A q1 = 
= O A q0 #= 0. (6') hat die folgende Form: 

ž = q0 

Ihre Lösung ist 

z = q0t + C , 

und die Momentanbewegung hat die Darstellung: 

z = q0t + C 

Diese Phase hat keinen Momentanpol; die Richtung der Translation wird durch 
den Vektor q0 gegeben. 

IH,3) Sublaguerresche Phase „<$f-Ruhe": q0 = qA = q2 = 0. Alle Punkte sind 
Momentanpole. 
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S o u h r n 

FÁZOVÉ PORTRÉTY POLÍ RYCHLOSTÍ LAGUERREOVÝCH POHYBŮ 

ZDENĚK JANKOVSKY 

Článek se zabývá některými otázkami kinematické geometrie vybudované na Laguerreově 
grupě (iř-grupě). iř-grupa je reprezentována grupou přímých lineárních lomených transformací 
rozšířené duální roviny; rozšířená duální rovina je jedním z modelů Jšf-roviny. V článku jsou 
definovány a zkoumány pojmy J^-pohybu, rychlostí JSf-pohybu, vektorových polí rychlostí 
a okamžitých pólů. Jsou klasifikovány fáze S£-pohybu a určeny jejich fázové portréty. 
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Р е з ю м е 

ФАЗОВЫЕ ПОРТРЕТЫ ПОЛЕЙ СКОРОСТЕЙ ДВИЖЕНИЙ ЛАГЕРА 

Х О Е ^ К ^АNКОV8КУ 

В статье изучаются некоторые вопросы кинематической геометрии построенной на пгрупе 
Лагера (^-группа), ^-группа представлена группой прямых дробно-линейных преобразова
ний дополненной дуальной плоскости; дополненная дуальная плоскость — это одна из 
моделей ^-плоскости. В статье определеляются и изучаются понятия ^-движения, скорости 
^-движения в данной точке и во фазе, векторных полей скоростей ^-движения и полюсов. 
Классифицируются также фазы ^-движения и определяются их фазовые портреты. 

Атскг'ф д.ез Уег/азхегз: Оос. К^Ог. Яйепёк ^апкоV8ку, С8с, ка1еа"га тагетаттку, Гакику 
еккгтотесптскё СЛШТ, 8испЪа^а^ОVа 2, 166 27 Ргапа 6. 
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