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DIE PHASENBILDER DER GESCHWINDIGKEITENFELDER
DER LAGUERRESCHEN BEWEGUNGEN

ZDENEK JANKOVSKY

(Eingegangen am 26. Februar 1987)

Zusammenfassung. Dieser Artikel befaBt sich mit einigen Fragen der kinematischen Geometrie
auf der Laguerreschen Gruppe (Z-Gruppe). Die .Z-Gruppe wird durch die Gruppe der direkten
linearen gebrochenen Transformationen der erweiterten dualen Ebene (ein Modell der .#-Ebene)
reprasentiert. Im Artikel werden die Begriffe der #-Bewegung, der Geschwindigkeiten der #-Be-
wegung im gegeben Punkt ({) und in der gegebenen Phase ¢, der Vektorfelder der Geschwindig-
keiten, der Momentanpole definiert und untersucht. Die Phasen der #-Bewegung werden klassi-
fiziert und die Phasenbilder der Geschwindigkeitenfelder werden fiir die einzelnen Phasen fest-
gelegt.

Keywords: Die kinematische Geometrie auf der Laguerrschen Gruppe.

AMS Classification: 53A17.

1. EINLEITUNG

Im vorliegenden Artikel wird die Laguerresche ebene Geometrie (£-Geometrie)
als Geometrie angesichts der 6-parametrigen Gruppe A¢ der direkten linearen ge-
brochenen Transformationen der erweiterten dualen Ebene ($-Gruppe) aufgefal3t.
Die erweiterte duale Ebene 4 ist eine geeignete Repriisentation der Laguerreschen
Ebene (£-Ebene), s. [8], bzw. [1], [2], [3]- Auf der #-Gruppe als einer Bewegungs-
gruppe kann man die kinematische Geometrie und die Kinematik zur klassischen
kongruenten, bzw. projektiven kinematischen Geometrie und Kinematik, die auf der
kongruenten, bzw. projektiven Gruppe aufgebaut werden, analogisch aufbauen,
s. [4].

Dieser Artikel beschiftigt sich mit den Geschwindigkeitsfeldern in verschiedenen
Phasen der #-Bewegung; da wird die Klassifikation der Phasen der #-Bewegung
festgelegt. Die Untersuchung der Geschwindigkeitsfelder der #-Bewegungin einzelnen
Phasen fiihrt zur Losung der Riccatischen Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten im dualen Gebiet. Diese Gleichung kénnen wir auf lineare Differen-
tialgleichungen mit konstanten Koeffizienten transformieren. Durch die Losung
dieser linearen Differentialgleichungen bekommen wir die gesuchten Phasenbilder
der Geschwindigkeitsfelder der #-Bewegung.
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Die angewandten analytischen Mittel bilden die Algebra der dualen Zahlen (s. [1],
[31. [5]. [6], [7], [8]) und die Grundziige der Analysis der dualen Funktionen einer
reelen Verdnderlichen, s. [5], [6]. Mit den dualen Zahlen und ihren Anwendungen
in der Geometrie und Mechanik beschiftigten sich schon W. Clifford, E. Study und
A. P. Kotélnikov.

2. GRUNDBEGRIFFE

Es seien R der Korper der reellen Zahlen und 4 der Ring aller dualen Zahlen
a=a; +ea,; ¢¢=0; a,a,eR;

a, = Aa, bzw. a, = Za ist der reelle, bzw. der duale Teil der dualen Zahl a.
Der Ring 4 besitzt eigene Nullteiler. Die Menge aller eigenen Teiler der Null ist

N = Re = {xe|xeR; & =0} .
Wir erweitern den Ring 4 (analogisch wie bei den komplexen Zahlen) auf die er-
weiterte duale Ebene 4:
]h‘

Z:{zlzesz: 5 :oovz=c1=cw; ceR, ¢ % 0 82=0}.
2 8

4 ist ein Modell der #-Ebene, s. [8]. Die fundamentale Bewegungsgruppe, die auf
diesem Modell der #-Ebene operiert, ist die Gruppe der direkten linearen gebro-
chenen Transformationen im dualen Gebiet (der &-Transformationen, s. [8]):

_ . _+ B,
0 20 =2 =" = [

wo o, B,7,0€4d; z,{ e 4 sind.

—aé—ﬁyﬂl,

Bemerkung 1. Die Gruppe (1) ist linear durch die spezielle lineare Gruppe SL(2, 4)
zu reprasentieren.

Definition 1. Eine .#-Bewegung £(2/S) der #-Ebene A(Z) in der #-Ebene L(S)
ist das l-parametrige System der &-Transformationen

@) 2= MOEHBO ey s — o) o(t) ¢ R auf
#(t) ¢+ 9(1)

wo a, f,7,6€ C'(F) ist der A-Modul aller n-mal stetig differenzierbarer dualer
Funktionen der reellen Verdnderlichen ¢ auf dem Intervall # <« R; n =0,1,2,...;
{, z € 4; A(Z), bzw. L(S) nennen wir die Gangebene, bzw. die Rastebene; ({), bzw. (z)
sind die Punkte der Gang-, bzw. Rastebene.

Die Transformation des Koordinatensystems S — 'S wird durch die #-Transfor-
mation gegeben:
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(3) ‘z=m; [C| = cyeq — cre3¢ M,

c3Z + ¢y
c; € 4, Konst.

3. GESCHWINDIGKEITSFELD DER .Z-BEWEGUNG

Es sei Z(Z]S) eine #-Bewegung (2) der Klasse C'(#), n = 1.
Definition 2. Die erste Ableitung (2) nach ¢ nennen wir die Geschwindigkeit der

P-Bewegung Z(Z|S) im gegebenen Punkt ({) und in der gegebenen Phase 1.

Bemerkung 2. Die Geschwindigkeit z = dz/dt kann man als den Beriihrungsvektor
der Bahnkurve z(7) des Punktes ({) in der Rastebene in der Zeit ¢ interpretieren.
Die Geschwindigkeit Z kann man in der Form

4) Z=q0+ 017 + 427",
wo
q_M.q_aé—édnLyB—ﬂi’. '
R Py — ad
, = év_—)’é ist, darstellen .
By — ao

(4) ist eine Riccatische Gleichung im dualen Gebiet und sie bestimmt im durch
z € 4 beschriebenen Teil der #-Ebene (als einer dualen differenzierbaren Mannig-
faltigkeit) das Vektorfeld der Geschwindigkeiten der #-Bewegung

(5) Z(t,z): S x A > 4.
Definition 3. Die Punkte (*z) e L(S), fiir welche
Z(to, 12) =0

gilt, nennen wir die Pole der Phase t, der £-Bewegung #(2/S), kurz die Momentan-
pole L(Z]S).

Der Begriff des Momentanpoles ist invariant angesichts (3) und auch angesichts
der Transformation des Zeitregimes.

Bemerkung 3. Der Punkt (z,) = (o), bzw. (z,) = (cw) ist dann und nur dann
ein Momentanpol, wenn die Transformation des Koordinatensystems (3) existiert
so, daB ‘zy = &(z,) € 4 der Momentanpol nach D2 ist.

Fixieren wir die Phase t = t, der #-Bewegung #(2/S), dann kénnen wir zur
Gleichung (4) die Riccatische Gleichung mit konstanten Koeffizienten

© &)

o qo(to) + a1(t0) 2(2) + 42(to) 2%(2) ,
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wo t eine neue reelle Verdnderliche — die Phasenzeit ist, adjungieren. (6) bestimmt
das stationédre Vektorfeld der Geschwindigkeiten in der Phase t,:

(7) Z,(2):4->4; Z,(z)= Z(1y, z).
(7) approximiert die #-Bewegung #(Z/S) in der ersten Ordnung in der Phase t,.

4. EINE KLASSIFIKATION DER PHASEN DER Z-BEWEGUNG

Die Riccatische Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten (6) ist dqui-
valent den folgenden zwei Differentialgleichungen im reellen Gebiet:

R: = Rqo + (29,) (#2) + (#4,) (%2)°
Di = 9q0 + (24,) (Rz) + (2q,) (Rz)* + Dz[Rq, + 2(Rq,) (%z)]

(®)

(8,) ist fiir (%4,) = 0 eine Riccatische Gleichung im reellen Gebiet mit konstanten
Koeffizienten. Diese Gleichung kénnen wir auf eine lineare Differentialgleichung
tiberfithren und l6sen. (8,) ist eine lineare Differentialgleichung und wir kdnnen sie
auch losen. Die Parameter (qo, dq, qz) = q transformieren sich bei der #-Transfor-
mation (3) zu folgenden:

. 1
do = '—C'i (Cf% — ¢yC3q, + C%QZ)
. 1
9) 4 = I-EI (2¢1¢3q0 — (c1¢a + €3¢3) gy + 2¢5¢495

. 1

q, = l_El (c3d0 — c3caqy + €345)

(9) ist eine lineare Transformation mit der Matrix ‘C; Det 'C = 1.

Lemma 1. g e N3 < ‘geN?; ¢ = 'Cq.

Beweis. 1) Ist ge N = ¢'q = ‘Ceqg = 'Co = 0 = ‘g e N>. 2) Ist ‘g e N, ange-
sichts der Regularitat von ‘C folgt dann aus (9): ¢ = 'C™ ' ‘q und aus 1) = g e N3,
qed.

Wir kénnen also die Phasen ¢, der #-Bewegung klassifizieren:

I. Reguliire Phasen < q ¢ N3; g, + 0.

II. Singulire Phasen < q e N>; 9q, + 0.
II. Sublaguerresche Phasen <> g, = 0 (< (2) kann man auf z = oft) { + B(t)

transformieren).
Die Momentanpole in der Phase t, werden durch die quadratische Gleichung

(10) do + 41z + 4,2 =0
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im dualen Gebiet gegeben (Die Losung (10) vel. z.B. in [6]; fiir III iibergeht die
Gleichung (10) in eine lineare Gleichung).

I. Die reguldren Phasen klassifizieren wir weiter aus dem Standpunkt der Menge
der Momentanpole:
1) hyperbolische Phase <> 2 nichtparallele Momentanpole,
2) parabolische Phase < eine Gerade einander parallelen Momentanpole,
3) elliptische Phase <> es gibt keine Momentanpole.

Lemma 2. Die Diskriminanten D = q} — 4qoq, und D, = D = (#q,)* —
— 4Rqo) (#q2) sind L-Invarianten.

Beweis. D und D, sind invariant angesichts (3), d.h. angesichts (9): #(D) =
= ‘g% — 4'qy"q, = durch direkte Berechnung mit Hilfe von (9) = gi — 4404, =
= D; #(D,) = L(#(D)) = #(D) = D,, ged.

Satz 1. Die reguldren hyperbolischen, bzw. parabolischen, bzw. elliptischen
Phasen werden durch q, + 0 und D, > 0, bzw. D, = D = 0, bzw. D; < 0 oder
D, =0 A D % 0 kennzeichnet.

Beweis folgt aus der Losung der Gleichung (10) fiir g ¢ 0%, g, + G und aus

Lemma 2.
II. Fiir die singuldren Phasen haben die Gleichungen (8) die Form:

®) o
Pz = 944 + (2q,) (Rz) + (2q,) (%#2)* .
(10) Also z =0<9q, + (2q,)(%z) + (2q,) (%#2)* = 0.

Die singuldren Phasen klassifizieren wir aus dem Standpunkt der Menge der Mo-

mentanpole:
1) hyperbolische singuldre Phase <> zwei verschiedene Geraden der parallelen

Momentanpole,
2) parabolische singulire Phase <> eine Gerade einander parallelen Momentan-

pole,
3) elliptischen singulire Phase <> es gibt keine Momentanpole.

Satz 2. Die singuldren hyperbolischen, bzw. parabolischen, bzw. elliptische
Phasen werden durch 2q, + 0 und D, > 0, bzw. D, = 0, bzw. D, < 0 kennzeich-

net; D, = (2q,)* — (24,) (24,).

Beweis folgt aus der Lésung der Gleichung (10") fiir 2¢, + 0.
III. Fiir g, = 0 hat (10) die Form:

(10) do + q:12=0.
Die sublaguerresche Phasen klassifizieren wir auf

1) Z-Rotationen <> ein einziger Momentanpol,

378



2) P-Translationen < kein Momentanpol,
3) Z-Ruhe <> alle Punkte sind die Momentanpole.

Satz 3. Die sublaguerrschen Phasen des Types #-Rotationen, bzw. £-Transla-
tionen, bzw. ¥-Ruhe werden durch q, = 0 und q; + 0, bzw. g, =0 A g4 *+ 0,
bzw. (40, 41, 42) = (0, 0, 0) kennzeichnet.

Beweis folgt aus (10”).

5. PHASENBILDER DER GESCHWINDIGKEITSFELDER

Losen wir die Riccatische Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
im dualen Gebiet
(6) Z=qo+ 42 + q,2°

in den Fillen der einzelnen Typen der Phasen der £-Bewegung.
L1) Reguldire hyperbolische Phase: Dy > 0; #q, + 0. Wir kénnen immer das
Koordinatensystem so transformieren, daBl Zq, = O ist. (6’) transformieren wir

durch
c= -1 gem
q: 3

auf eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
im dualen Gebiet:

(11) 3" — 413" + 40423 = 0.
(11) ist dquivalent zu zwei linearen Differentialgleichungen im reellen Gebiet
(3 =31 + 8323 =31 +e32...)
(12) 37— (9?511) 31+ (ﬂqo) ('@42) 31 =0
32 — (‘@‘II) 32 + (*@‘Io) (QQZ) 32 = (941) 31 — M3y,

wo M = (24,) (24,) + (29,) (#q,) ist.

Beide Gleichungen (12) haben die gemeinsame charakteristische Gleichung
(13) 2% — (%‘11) A+ ('%‘10) (@‘12) =0
mit der Diskriminante D; > 0; (13) hat zwei verschiedene reelle Wurzeln (4,);;
i=1,2.

Die Losungen (12) sind

31 = €y €Xp ((’11)1 t) + ¢y exp ((/11)2 t),
32 = czexp ()1 1) + caexp (A1), 1) + 35(1),
wo 35(1) = Atexp (A1), t) + Btexp (A1), 1);

R M R
A=c1|:@q1(1+~—ql>— :I; B=cz[@q1<1+ q1>+ M]
VD) D, VD) D
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Die allgemeine Lésung von (1 1) ist:
3=231 + &, = (c; + ecs + edt)exp ((A1); 1) +

+ (c; + ecq + eBt)exp ()2 1) = |Cy = ¢; + ec3; C, = ¢; + ecy| =

= C, (1 + aéi z> exp (2:)1 1) + C, (1 + e—g— t) exp (24)2 1) =

1 2

(A2)1 = 2 (é); (a), = 2 <-lez>

Cyexp ([(A)1 + e(A2)i] 1) + Coexp ([(Ar)2 + e(42)2] 1) =
Cyexp((A), 1) + Cyexp ((A)2 1),

Il

I

wo

1 D .

(A)i = (44); + &(4,); = HZq; + Dy) + &(2q, £ Z%(D) ; i=1,2, ist.
VDy,

Also die Losung von (6') in diesem Fall ist
L@ Coew () + (0 Crop ()
q, Coexp((4); 1) + Coexp((4)2 1)

Fiir CZ/C1 = { bekommen wir die Darstellung der #-Momentanbewegung in der
gegebenen Phase: ‘

(14) z= —

z =

1 (A)rexp((A)i 1) + {(2), exp (1) 1)
g exp (A1) + Coxp ((4): 1)

(i) Fiir (1), — (A); = (4), — (2); = A€ R kann man (14) in der Form

At
(15 (Dt (ate
q» 1 + Ceﬂ.t

darstellen. (15) stellt die Bdgen der isotropen Kreise (der Parabeln), bzw. zwei Gera-
den der translativen Punkte, dar. Die Punkte (—(2);/q,), (—(4)/q,) sind die Mo-
mentanpole und fiir die Bahnkurven der Momentanbewegung sind diese asympto-
tische Punkte; aus dem Standpunkt der Stabilitit sind sie Knotenpunkte (der erste
Punkt unstabil und zweite Punkt stabil); das Phasenbild des Geschwindigkeitsfeldes
im gegeben Fall wird durch hyperbolisches Biischel der isotropen Kreise (Parabeln)
kennzeichnet, s. Abb. 1.

(ii) Fir (A1), — (A); = 2 = 4, + &k, ¢ R(<> 1, =+ 0) kann man (14) in der Form
1 (A)s + LA (1 + edyt)
a1+ LML+ EA,t)

(14’) zZ = —
darstellen. Transformieren wir das Koordinatensystem so, dafl die Momentanpole
symmetrisch zum Koordinatenursprung liegen werden. Dann ist 4, = 0 und (14)

kann man in der Form
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Abb. 1

22(1 =) — elhyt
‘(15') 7= — (___i)__cé_l ;A0 = (,1)1 = __(,1)2 ,

g, (1 + ) + ela,t
schreiben. (15) stellt die Bogen der isotropen Kreise (der Parabeln) dar. Die Punkte
(A°/az), (—2°/g,) sind die Momentanpole und die Situation ist analogisch wie im
Fall (i); das Phasenbild des Geschwindigkeitsfeldes in diesem Fall s. Abb. 2.

Az

\i /s

Abb. 2
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Diese Situation ist invariant angesichts der Koordinatentransformation (die
isotropen Kreise gehen in isotrope Kreise iiber).

I,2) Regulire parabolische Phase: D, = D = 0; #q, + 0. (6') transformieren
wir durch

sty 4
q2 2q,
auf
i+ ut=0
und diese Differentialgleichung transformieren wir durch
=3 3¢m
3

auf die lineare Differentialgleichung
3°=0.

Die Lésung von (6') in diesem Fall ist:

1 C, 1
z=——\|\—"7—7—7+-4q
g, \Cit +C, 2
Legen wir C, /C2 = {; wir bekommen die folgende Darstellung der Momentan-
bewegung:

(16) z=_i<ﬁ~ +1q1>

q, Ct-i—i 2

2z
\ |
. () ———
Y. Rz

Abb. 3
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(16) stellt die Bogen der isotropen Kreise (der Parabeln) dar. Der Punkt (—q,/29,)
ist ein Momentanpol; %2z = %(—q,[/2q,) ist die Gleichung einer Geraden der
einander parallelen Momentanpole; fiir Zq, < 0 ist (—q,/2q,) der stabile asympto-
tische Punkt der Bahnkurven. Das Phasenbild des Geschwindigkeitsfeldes in diesem
Fall wird durch ein parabolisches Biischel der isotropen Kreise kennzeichnet,
s. Abb. 3.

L,3) Reguldre elliptische Phase fir D; < 0; %q, # 0. (6') transformieren wir
auf (11) und (12). Die gemeinsame charakteristische Gleichung (13) hat die Diskri-
minante D; < 0 und die Lésungen (12) sind

31 = ¢y exp (A;1) cos Aot + ¢, exp (A1) sin A,t

32 = ¢z exp (A1) cos A, + ¢4 exp (A1) sin At + 35 (1),
wo
35 (1) = At exp (2,t) cos A,t + Bt exp (1) sin 4,t ;

Wir koénnen schreiben:

3=0C, (1 +ée Ci t) exp (44t) cos (4,t) + Bt (1 + ECE t> exp (4,1) sin (4,1),
2

1

und

{<C3 + &, B t) + <C4 — &l 4 t) tg (A,1)
1 C, C,
(17) zZ = - —
q, A B
(1 +e—t)+ (1 +e—t)tg(Ay)
Cl CZ
(i) Fiir 4 = B = 0 kann man (17) in folgenden Form schreiben:
_ Gl + Cyr

(18) z —1—+—CT ;T =1g (lzf) .

Das Phasenbild des Geschwindigkeitsfeldes in diesem Fall wird durch ein elliptisches
Biischel der isotropen Kreise (der Parabeln) kennzeichnet, s. Abb. 4.
(ii) Fiir (4, B) # (0, 0) kann man die Bahnkurven der Momentanbewegung z.B.
in der Form
y=dx + dy + (dsx + d) arctgw
Cr1X — €4y
schreiben, wo z = x + &y und d,, ¢;; einander zusammenhéngen.
I,4) Reguldre elliptische Phase fiir D; = 0 A D # 0, q, + 0. Wihlen wir das
Koordinatensystem so, daB q; = 0, 2q, = 0. Wir bekommen (12) in der Form

37 =0
_31(9410) (%42)

Il

.
32
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e

und
31 =t + ¢

32 = et + ¢ +35(1)

wo 35(t) = Ar® + B>; A = —1¢,G; B = —3¢,G; G = (24,) (#q,) ist.
Legen wir { = C,/C,; wir bekommen in diesem Fall folgende Darstellung der
Momentanbewegung:

1 {1+ &1 — G?)] — &Gt
4y ([t + e(t — 1G)] + 1 + (1 — 1Gt?)
Das Phasenbild des Geschwindigkeitsfeldes in diesem Fall fiir G & 0 hat eine Gerade
der translativen Punkte; bei unserer Wahl des Koordinatensystems ist diese Gerade
die duale Achse, s. Abb. 5. Fiir G = 0 wird das Phasenbild durch ein elliptisches
Biischel der isotropen Kreise kennzeichnet; in diesem Fall vgl. (19) und (18).

I,1) Singuldre hyperbolische Phase: g e ®*, D, > 0, D, = 0, g, + 0. (6") ist
dquivalent mit den Gleichungen:

(19) z = —

Rz =0

9z = 9490 + (24,) (%2) + (24,) (#2)* .
Die Darstellung der Momentanbewegung in diesem Fall ist:
(20) z =0+ ¢e[2q90 + 99,0+ 29,0%] 1.

Die Bahnkurven sind die mit der dualen Achse parallelen Geraden; diese Phase hat
zwei mit der dualen Achse parallelen Geraden
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JI\
K75

pl_zg}gzz—_g_ql_i_\/_%; i=12,

(24,)*
der Momentanpole; die Orientierung der Bahnkurven s. Abb. 6.
I1,2) Singuldre parabolische Phase: e, D, =0, D, =0, 9q, £ 0. Die
Momentanbewegung hat auch eine Darstellung der Form (20). Das Phasenbild:
eine Gerade

Dz

AA &AM 4 A4

Rz

Abb. 6 Pl Pl

385



p=Rz=— —

der einander parallelen Momentanpole; die Bahnkurven sind die mit der dualen
Achse parallelen Geraden.

11,3) Singuldre elliptische Phase: g e W*, D, <0, D, = 0, 24, + 0. Die Mo-
mentanbewegung hat auch eine Darstellung der Form (20). Das Phasenbild: kein
Momentanpol; die Bahnkurven sind die mit der dualen Achse parallelen Geraden.

I1L,1) Sublaguerresche Phase vom Typ einer &-Rotation: q, =0 A q, + 0.
(6') hat die Form

Z=qo + 42
Ihre Losung ist
z=-q0 4 Cexp (q,1)
q4
und die Momentanbewegung hat diese Darstellung:
z=—99 4 texp(qy1)
q:

Diese Phase hat einen einzigen Momentanpol (—q,/q,) und eine Gerade

Rz = 92(— i"»)
q1

der translativen Punkte. Der Momentanpol (—¢o/q;) ist der asymptotische Punkt
der Bahnkurven; fiir 0 < #q, < 2q,, s. Abb. 7.

9z

\\\

Abb. 7
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111,2) Sublaguerresche Phase vom Typ einer Z-Translation: q, = 0 A q; =
=0 A go # 0. (6') hat die folgende Form:

Z=(g
Thre Losung ist
z=gqet + C,

und die Momentanbewegung hat die Darstellung:
z = qot + ¢

Diese Phase hat keinen Momentanpol; die Richtung der Translation wird durch
den Vektor g, gegeben.

111,3) Sublaguerresche Phase ,,%-Ruhe‘: qq = q; = q, = 0. Alle Punkte sind
Momentanpole.
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Souhrn
FAZOVE PORTRETY POLI RYCHLOSTi LAGUERREOVYCH POHYBU
ZDENEK JANKOVSKY

Clanek se zabyva nékterymi otdzkami kinematické geometrie vybudované na Laguerreové
grupé (ZL-grupd). £-grupa je reprezentovana grupou primych linedrnich lomenych transformaci
roz§ifené dualni roviny; rozSifena dualni rovina je jednim z modeld Z-roviny. V ¢lanku jsou
definovdny a zkoumdny pojmy #-pohybu, rychlosti #-pohybu, vektorovych poli rychlosti
a okamzitych poli. Jsou klasifikovany faze #-pohybu a uréeny jejich fazové portréty.

387



Pesrome
®A30BBIE ITOPTPETHI ITOJIEML CKOPOCTEN OBMXEHUN JIATEPA
ZDENEK JANKOVSKY

B cTaThe M3y4aroTCsl HEKOTOPHIE BONIPOCHI KAHEMATHYECKOM r€OMETPHH IIOCTPOEHHON Ha NIrpymne
Jlarepa (Z-rpynma). £-rpynma npeacraBieHa TPYINoi NpsMBIX IPOOHO-IMHEHHBIX Npeobpa3oBa-
HHUH [ONONIHEHHONH yanbHOM IUTOCKOCTH; [IONOJIHEHHAs IyalbHas IUIOCKOCTh — 3TO OOHA W3
Mozesiel £ -TUTI0CKOCTH. B cTaThe OnpeneneNsioTcs M U3y4aroTcs NOHATHS £ -IBMKEHNS, CKOPOCTH
Z-NBUOKEHNs] B TAHHOM TOYKe M BO (ha3e, BEKTOPHBIX IOJIEH CKOPOCTEH -#-IABIKCHAS W IOJIOCOB.
Knaccndummpyrotest Taxke das3pl -£-IBHKSHHS M ONPEAENAIOTCS WX (ha30Bbie IIOPTPETHI.

Anschrift des Verfassers: Doc. RNDr. Zdenék Jankovsky, CSc., katedra matematiky, fakulty
elektrotechnické CVUT, Suchbatarova 2, 166 27 Praha 6.
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