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EINE BEMERKUNG ÜBER KARDINALPOTENZEN 
L A D I S L A V S K U L A , B R N O 

(Eingegangen am 16. Februar 1965) 

Definition. Es sei M eine teilweise geordnete Menge, x e M, y e M. 
Unter der Menge Z(x, y) verstehen wir die Menge aller Elemente z e M, 
welche folgende Bedingungen erfüllen: 

1. z ^ x,z ;> y, 
2. z' ^ x, z' ;> y => z' < z. 

Ein Element a von Jf wird ein z-Element der Menge M genannt, 
wenn es nicht minimal ist und wenn aus x < a, y < a die Beziehung 
a $ Z(x, y) folgt. 

In den Hilfssätzen 1—3 werden mit K, G nicht leere teilweise ge
ordnete Mengen bezeichnet; K hat ein kleinstes Element —-oo und 
genügt der Minimalbedingung. Die Menge aller z-Elemente der Menge K 
wird mit Z und die Menge aller z-Elemente der Menge K° mit Z' be
zeichnet. Wir werden die Menge aller Anfänge der Menge G mit 2l(G)T 
bezeichnen. Wir setzen I(K, G) = {xa>E \oceL, £ e (M(G) —{0}), wo 
L = K — {—oo} und xatB e KG durch 

| a f ür t e E 
x^{t)^\-oofurteG-E 

definiert ist. 

Hillssatz 1. Es sei f € Z'. Dann gilt f e I(K, G). 
- Beweis . Ist card/1(ö) — 1, so gilt / == Zfi(G)tG e1(K, G). 

Wir nehmen an, dass card/1(öf) > 1 ist. 
I. Wir zeigen, dass —oo eP(G) gilt. 
a) Wir nehmen an, dass f*(G) gerade ein minimales Element o hat. 

o ist das kleinste Element in der Menge fx(G) (K genügt der Minimal
bedingung). Ist o 7- —oo, so setzen wir 

Es ist (p e K°, f e K°, <p < / , ip < f, sup {<p, tp) = / , also fe Z(<p, y), 
was ein Widerspruch ist. 

b) Wir nehmen an, dass/1(Ö) wenigstens zwei verschiedene minimale 
Elemente ot, o2 enthält. 
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Wir setzen 
,,, _J-oofürť e /-Ҷo/) 

Vi W) «'r ř є G —f-l(ot), i = 1, 2. 

Es ist <PieKG, cpi < f für * -.= 1,2 und sup{^1 , 99J = / , was ein 
Widerspruch ist. 

II . Wir zeigen, dass card/1(ö) =-= 2. 
Wir setzen voraus, dass card/*(6r) _; 3 ist. Dann ist card {/*(#)— 

- { - 0 0 } } _ 2. 
a) Wir nehmen an, dass die Menge/Mß) —{—00} ein kleinstes Ele

ment 0 hat. 
Wir setzen 

f — 00 für * e/-^—00) U/-i(o) 
y U \/(0 für*6Ö-/-1(-oo)u/-1(o), 

m_/-cofiir<6/"1(-00) 
W ~ \ o farí60-/-i(-co). 

. Es ist <p e KG, ye KG, <p < f ip < f, f -= sup {<p, \p}, was ein Wider
spruch ist. 

b) Wir nehmen an, dass es in der Menge fl(G) — {—00} zwei ver
schiedene minimale Elemente ox, o2 gibt. 

Wir setzen 

я>m 
í —00 für t є/-Ҷ—00) U/-Ҷoť) 
\/(<) für t є G — /-Ҷ—00) U/-Ҷoť), i = 1,2. 

Es ist cpiSK0, cpi <f für i == 1,2 und s u p ^ , <p2} = /, was ein 
Widerspruch ist. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Ferner werden wir die Menge aller nicht leeren nach oben gerichteten 
Anfänge der Menge G mit in [1] wie D(ö) bezeichnen. 

Hilfssatz 2. Es sei xatE e Z'. Dann gilt oceZ, E e $(Ö). 
Beweis. I. Wir zeigen, dass oceZ gilt. 
Wir nehmen an, dass a £ Z gilt: Weil oc =£ —00 ist, gibt es Elemente 

6X G K, 62 e K, so dass ox < oc, b2 < oc, oc e Z(bx, b2) ist. 
Wir setzen 

(f)=fbi KrteE 
VA) \—00 für teG — E,i = 1,2. 

Es gilt (p4eKG, <pi < xatB für i = 1,2. Weil ^ e Z ' ist, gilt 
^WB $ %(<Pi> 92)' Ako gi°^ e s e m Element geKG, so" dass g ̂  cpt, 
g <z <pt, g < xatE ist. Für Je ö — K gilt g(t) = —00. Es gibt also ein 



?.(«) = { _ 
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Element *0 e K, so dass g(t0) < xatE(t0) = a ist. Es gilt 6f = <pf(t0) <; g(t0) 
für i = 1,2, was ein Widerspruch ist. 

IL Wir zeigen, dass E e T)(G) gilt. 
Wir nehmen an, dass E $ D(C7) gilt. Weil E ^ 0 ist, gibt es Elemente 

tx e E, t2e E, so dass für jedes Element t e E nicht gleichzeitig t <s tx, 
t <; t2 g--t-

Wir setzen 
für t e G — At 

-co für te A{, i = 1,2, 
wo A. = {t |* e £, t S K) U (G — E) ist. Es ist <p( e KG, <p. < xaiE für 
i = 1,2, m#{<px, <p%} = xaE, was ein Widerspruch ist. 

Hillssatz 3. Es sei oceZ, E e D(ö). Da?m *s£ #a>B e Z'. 
Beweis . xaE ist kein minimales Element. Wir nehmen an, dass 

xa,E $ z'*s^ -Dann gibt es solche Elemente <p e K°, tp e K°, dass <p < xaE, 
V>'< xa,E, xa,EeZ(% w)- F ü r teG — E gilt <p(t) = xp(t) = —oo. Wir 
setzen (p-^oc) = M9, ipty-^oc) = My,. Es ist M^ ^ E -̂  Jfv und es gilt 
-M^ U -M"^V -®. Wenn es nämlich if,, U if^ = E wäre, dann gäbe es 
Elemente t9 e E — M^, t^e E — Mv und £* e K, so dass t* <; £9, 
<* ;_ ^ ist. Das ist ein Widerspruch, weil die Mengen Mv und M¥ die 
Anfänge der Menge G sind.1) 

Es gibt wenigstens ein Element t0 e E — M^ U M,tß, so dass <p(t0) ^ 
^ tp(t0). Wenn es nämlich <p(t) = ip(t) für jedes Element teE— 
— M9 U M,p wäre, dann setzen wir 

I a für teMyV Miff 

<p(t) für teE — M9 KJM^ 
—co für teG — E. 

Es ist feKG,f< xa%E, f _: <p, f _; y, also a:atB £ Z(<p, xp), was ein 
Widerspruch ist. 

Es gilt <p(t0) < oc, \p(t0) < oc. Weil oc e Z, gibt es ß e K, so dass 
ß §- P(U, £ _: v(t0), £ < a. 

Wir setzen 
r (% f ür t e E — M0 

ß fürte M0 

—co für teG — E, 
/w = 

*) Professor M. Novotny hat in seinem nicht publizierten Vortrag folgenden 
Satz bewiesen: „Es sei G eine teilweise geordnete Menge. Dann %(G) ist die Menge 
aller vereinigungsirreduziblen Elemente in <ä{G).ii Die Behauptung M9KJ My # E 
folgt aus diesem Satz. Weil der Vortrag des Professors Novotn^ nicht publiziert 
wurde, habe ich den Beweis der Behauptung M<p\j My, ^ E laut diesem Vortrag 
geschrieben. 
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wo M0 = # \teE, tS Q ist. Es ist feKQ,f^<p,f^y>,f< xa,E> 

was ein Widerspruch ist. 

Satz 1. Es sei K eine teilweise geordnete Menge mit einein kleinsten 
Ehment, wehhe der Minimalbedingung genügt. Es sei Z die Menge aller 
z-Ehmente der Menge K und G eine teilweise geordnete Menge. 

Dann ist die Menge alhr z-Ehmente der Menge KG zu der Menge 
Z . T>(G) isomorph. 

Beweis. Nach den Hilfssätzen 1—3 ist die Menge aller z-Elemente 
der Monge K° die Menge aller xatE, wo a e Z, E e T)(Ö) ist. 

Satz 2. Es sei K eine teilweise geordnete Menge mit einem khinsten 
Element, welche der Minimalbedingung genügt. Es sei Z die Menge alhr 
z-Elemente der Menge K; wir nehmen an, dass man immer durch den 
Typus der Menge Z bei der Kardinalmultiplikation kürzen kann. Es 
seien G, Gx teilweise geordnete Mengen und KQ ^ KGi. 

Dann gilt G ~ Gx. 
Beweis . Ist KQ £ KQi, so ist nach dem Satz 1 Z . D(Ö) ~ Z . $(Öi), 

also ist T>(Ö) £ T)(GX) und nach [1] 2 auch G ~ Öx. 

Satz 3. Es seien K, G, Gx nicht leere endliche teilweise geordnete Mengen^ 
card K > 1, wir nehmen an, dass K ein kleinstes Element hat. Es sei 
Kö~ Köi. 

Dann gilt G ~ Gx. 
Beweis . Die Behauptung folgt aus dem Satz 1, aus [1] 2 und daraus, 

dass man bei der Kardinalmultiplikation von endlichen Typen durch 
jeden nicht leeren endlichen Typus kürzen darf ([2]4.6). 
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