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DIE ANWENDUNG DER QUASILINEARISATION
AUF GEWISSE PROBLEME
AUS DER THEORIE DERGEWOHNLICHEN
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 3. ORDNUNG

M. GrEaUS, Bratislava

Eingegangen am 17. 5. 1965

In der vorliegenden Arbeit wird die Quasilinearisation [1] auf ein
gewisses Anfangs — und Randproblem dritter Ordnung angewendet.
Dabei kommen Ergebnisse der Theorie der linearen Differentialgleichung
dritter Ordnung [2] zur Geltung. '

1. z sei ein Punkt des Euklidischen Raumes R,. Wir betrachten
eine nichtlineare Differentialgleichung von der Form

(1) E(u) = f(x,u), zed;

E ist ein linearer (bei n = 1 ein gevénlicher, bei n > 1 ein partieller)
Differentialoperator, f(x, ) eine im Bezug auf % nichtlineare Funktion -
und A4 ein beschrianktes Gebiet von R,. ~

Die Frage ist, ob eine die Randbedingungen

2) L(uy=0, zedd,

erfilllende Losung u(z) der Differentialgleichung (1) existiert, wobei -
L ein Linearoperator und 94 die Grenze des Gebietes 4 ist:

4 =AUy oA.

Mit dieser Fragestellung im Zusammenhang mit der Quasilinearisation
des Problems (1), (2) befatensich R.Bellmanund R. Kalaba. Die auf
diesem Gebiete erzielten Ergebnisse waren das Thema der von A. Ghi-
zetti [1] in der Sommerschule ,,Centro Internazionale Matematico
Estivo' in Perugia im Jahre 1964 gehaltenen Vortrige. .

In [1] wurde bewiesen:

Es seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

I. Das Problem

3) B) = g@), zed; Le)=0, zeod,

wobei g(x) eine stetige Funktion fir z €4 ist, hat eine einzige fiir:
z € A stetige Losung v(z), welche in der Form

@ fm=fmmmm
- 4
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ausgedriickt werden kann; G(z, s) stellt eine Greensche Funktion des
Problems (3) dar.
Dabei ist
¢ =1l [ 16 s)dsll, = konst.
n X .

|| p() || ist die folgendermaBen
Il p() || = max |y(z)|

z€A
definierte Norm der Funktion y(z); z € 4.

" IL f(x, %) und ihre Ableitungen f,(z, u), f,.(®, u) > 0 seien stetige
Funktionen fir xe Dund | | £ B, # > 0 und es sei

'f(x’ u)l =M,
”E;ﬁa'fTSﬂ | ful, w) | = M;y;
) ' Suu® u) = M,.

D ist ein das Gebiet 4 enthaltendes Gebiet von R,: 4 < D.

IIL. Es gelte
O(M + 26M,) < B.

- IV. 2(x) sei eine fiir z € A definierte stetige Funktion, so beschaffen,
dag | 2(z) | < B ist.

Wenn die Funktion ¢(x) die Bedingungen
E(p) = f, [z, 2(2)] p(x), vred; L(p)=0, zedd

erfiillt, dann sei @(x) = 0 (p(x) £ 0) x € 4; ferner sei p(x) = 0 dann
und nur dann, wenn E (@) = f,[z, 2(r)] ¢(r), xe A ist. Dann gilt:

Satz A. Es existiert eine einzige Losung u(x) des Problems (1), (2),
welche durch die Formel

u(z) = g}:}x o[z, 2(z)]
(u(z) = min w[ 2(z)]im Falle p(x) £ 0) gegeben is;t, wobet w[z, z(x)] die
Losung. des linearen Problems .
(5) E(w) = f(z, 2) + (0 —2) f (,2), zed;
Liw) =0, zedd
~ mit der parametrischen Funktion z(x) darstellt.
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Satz B. 2(x) sei eine feste parametrische Funktion und die Folge {w,(x)}
set durch die Formeln

(6) E(w,) = flx, 2) + (w0, —2) f (x,2), ze€d; Lw)=0, z€dd

M B =@ 0,) + (@4 —o,)fzo0,), zc4;
Llw,+) =0, zed4d
definiert.

Dann ist a) die Folge {w,(x)} in jedem Punkte x € A monoton, nicht-
abnehmend (nichtwachsend, wenn in der Voraussetzung IV. p(x) £ 0 gilt.)

b) die Folge {w,(x)} konvergiert gleichmdifig zu der Losung u(x) des
Problems (1), (2).

2. Satz 1. f(x, ), f (2, u) = O, f,.(x,u) > O seien stetige Funktionen
von z € {0, «) und es se1 | u | £ . Dann existiert eine einzige Losung des
Problems
(8) u” = f(x,u), u(0) =u'(0) =u"(0)=0, 0Lz = a,

0<atsa,
fiir welche die Behauptung des Satzes -A und B besteht.

Beweis. Der Satz 1 wird bewiesen sein, wenn wir zeigen kénnen, da8

die Voraussetzungen I., IL., IIL. und IV. aus Nr 1 erfiillt sind.

I. g(z) sei eine stetlge Funktlon fir 0 £ # £ a. Durch Variation der
Konstanten stellen wir leicht fest, dal die L('Ssung des Problems »” = g(z),

v(0) = v'(0) = v"(0) = 0

fiir 2 > 0 durch die Formel

z
Wiz, t)
v(x) = W) g(t) dt
0
gegeben ist, wobei
1 22z, 1
W) =|2t1,0 = —2, W, t)=| &t 1|= __(x___t)z“
2,0,0 2t,1,0

bedeutet und 22, «, 1 ein Fundamentalsystem von Losungen der Glel-
chung v” = 0 ist. Wir haben also :

v(z) = % f (x —t)2 g(t) dt.
0
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Es ist
"-— f (a:—-t)’dtj = max — (ac-——t)*dt
nggu
max —1—[-——-——————1:_”3]"—— max l(~— (x__a)s + xS) L
_Oszga 2 3 0 _ngSa 2 3 3 6 °

II. Diese Voraussetzung ist offenbar erfiillt.

III. Wenn wir die Bezeichnung von Nr 1 belbehalben, so bekommen
wir fiir @, d.h. fiir die Léinge des Intervalls, in welchem die Behauptung
des Satzes 1 gilt, die folgende Abschitzung

. oo+ 260y 5 B,
d.h. :

3 — - 6 ﬂ —
©) s e

IV. z(z) sei eine stetige Funktion von z € 0, ) und es sei | 2(2) | £ B.
Wir wollen zeigen, da8 die Dosung o) <0 fir 0 Sz < a des
Problems
P"(@) 2 f[%, 2(2)] plx), 0= < a; w(O) = ¢'(0) = ¢"(0) =0
-existiert.
Dieses Problem kann in der Form

(10) . @"(@) —f.[=, 2(2)] plx) = h(zx) 2 0, ¢(o) = ¢’(0) = ¢"(0) =0
geschrieben werden, wo k() eine stetige Funktion von « € <0, a) ist.
Die Losung des Problems (10) ist durch die Formel

(48 \ o) = [ W(z, t) h(t) dt
.mit ’
#1(@), Palx), @5()
Wz, t) = | gilt), @slt), @s(t)
P10, 7a(t), @s(d)
gégeben, P P20 Ps ist ein Fundamentalsystem von Ldsungen der
Gleichung ¢" — fu(@,2) ¢ = 0, mit der Wronskischen Determinante

W(py, @2, @g) = L.
Die Formel (11) erhilt man leicht durch Variation der Konstanten.

Aus (11) ist Folgendes ersichtlich: Im Falle A(f) = 0, fiir 0 < z S a,
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ist @(x) = 0; umgekehrt, aus g(z) < 0 folgb h(z) S 0, da W(z,¢t) bei
festem ¢ eine Losung der homogenen Dlﬁ'erentmlglelchung ist, und diese
Losung im Punkte ¢ eine doppelte Nullstelle hat. Es ist bekannt [2],
daB W(z,t) > O firr ¢ < z; daraus folgt @(z) = 0 fiir x = 0. Damit ist
der Satz bewiesen.

Folgerung 1. Die rechte Seite von (9) stellt eine wachsende Funktion

von 3 dar.
Deshalb ist

maxa. < hmV : ?.V—3— .
M+2ﬂM‘ M,

Folgerung 2. Es set f(x, 0) > 0. Dann hat die Losung des Problems (8)
im Intervall 0, a) keine weitere Nullstelle. Der Beweis wird durch Varia-
tion der Konstanten durchgefiihrt, wenn wir in die Beziehung (6) z(z) =
einsetzen.

Satz 2. Die Voraussetzungen des Satzes 1 seien erfiillt. Dann existiert
eine einzige nichttriviale Losung des Problems

(12) u” =f($1 u), u(o) = u’(o) = u(a) =0, 0<a S

fiir welche die Behauptungen der Sitze A und B gelten.
Beweis. Der Satz 2 ist richtig, wenn die Voraussetzungen I., IL, III.,
IV. von Nr 1 erfiillt sind.
I. g(x) sei eine stetige Funktion fiir 0 £ x < a. Das Problem
(13) " = g(#), v(0) = v'(0) = v(a) = 0
hat die einzige Losung

o(x) = f 6z, £ g(&) at,

wo G(x, £) eine Greensche Funktion des homogenen Problems (13) ist.
In der Tat, fiir das Fundamentalsystem von Losungen a%, z, 1 der

Gleichung v” = 0, dessen Wronskische Determinante W = —2 ist,

haben wir » .

G(Z £)= {a1x2+a‘2x+‘aa» O§x§£
’ b2* +-bx + by, 0<E<z=<a
Im Punkte & gilt
C,82+ 0t +Cy=0
20,£ + C, =0 A
20, =1, C;=b—a, i=1,23, v

1
woraus O, = L Co=—% Cy= -% &
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Aus der Bedingung, dass G(z, ) die Randbedingungen erfiillen soll,
erhalten wir

a3=0
a, =20
blaz—l—bga,—l—bs:()’
E e 1 g 1
also G=——— 3 bl__————éu—z-}_.‘.l., b, = —&, b=—.§£3.

Wir haben also
._-—(l———) 22, 0<x<§§

-5-(1——2;)902——£x+—2—52,0§ t<z<a

a

Gz, &) =

Wir wollen nun C = || f | G(z, &) | d& || berechnen. Es ist leicht ein-
zusehen, dal bei festem zfir0s é<a: G’(x, £) < 0 ist. Folglich gilt

f | 6z, &) dE = f Oz, &) 4 = 2 (a—a)

max — (@ — ) 2
—_ =—0qa3
ngsa 6 81

und es kommt

heraus.

Die Voraussetzung II. ist offembar erfullt

III. Belassen wird dieselbe Bezelchnung wie in Nr 1, so erhalten wir
fiir a, d.h. fir die Linge des Intervalls, in dem die Behauptung des
Satzes 2 gilt, die folgende Abschétzung:

2 @M + 26M,) S §,
also

835 B
(14) @ s 3V‘§m

IV. z(z) sei eine stetige Funktion fiir 0 £ < @ und es sei | 2(z) | £ B.
Wir wollen die Existenz einer Losung ¢(x) £ 0, 0 £ x £ a, des
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Problems

" Z fu(x,2) @, @0) = ¢'(0) = p(a) =0
beweisen.
Das erwihnte Problem kann in der Form

(15) " —fu(@,2) p = h(x) 2 0, @) = ¢'(0) = p(a) =0
geschrieben werden, wo h(z), 0 < x < a eine stetige Funktion ist.

Konstruieren wir eine Greensche Funktion des zu (15) gehérigen
homogenen Problems.

@1, Ps, @3 sei ein Fundamentalsystem von Lésungen der homogenen
Differentialgleichung ¢” — f(x, z) ¢ = 0 mit den Eigenschaften ¢,(0) =

= @1(0) = 0, g{(0) = 1, Ps(0) = ¢5(0) = 0, @z(0) = 1, @;3(0) = @3(0) =
=0, g3(0) = 1.
Es ist Wipy, @z, @3) = —
_ Wir setzen:
G(z, &) = { 0, 95(2) + Ay@y(%) + aypy(x) fir 0
’ by () + ba@y(®) + byps(x) fiir O

Im Punkte £ sollen folgende Beziehungen bestehen:

Cl‘Pl(E) + CL95(8) + Cs?”x(f) =0
1‘P1(5) + 02?’2(5) + 03973(5) =0
C191(8) + Cagy(é) + Cagis(é) = 1, C = 1; gz

’ ’

A IA
™y
IA A
K] v
A IA
88

Daraus folgt
(8, %(E)‘ | 2(8), @s(8) | e, eul®
7@), @& | el w®1 T ei® e® |
Da G(z, £) die Randbedingungen erfiillen soll, so haben wir
2€) @& | 9ulé) @ald)
o8, 931" T T | old), e’

‘Pl(f) ‘Pz(f) 21(8), @s(8) ]

@ = 1 [ (@) ‘Pl(f) @a(&) )‘¢J(E)’ ‘Ps(f)
1= o@ L7 | pre), oxe| T P | ple), oie)| T

¢2(6)1 ¢3(5) ]
@3(8), @5(8) W(a, &)

1=

a2=0, a,3=0, bzz\

1
b, =
1 (P](a) [‘p:’( )

— @o(a@)

+ @y(a)

1(“)




198

und somit kommt die Formel

1
W(a, &) @4(x), 0<sz<¢t<a
Oz, &) = ¢1(a)
'—(EzTW(“’ E o) — W, &), 0£é<z=Za
heraus.

Es ist klar, daB W(z, £) bei festem & eine Losung der Differential-
gleichung ¢” — f,(z, z) ¢ = 0 mit der doppelten Nullstelle & darstellt,
wobei W, (&, &) < 0 ist.

Setzen wir jetzt voraus, dal eine Jdosung der Differentialgleichung
9" —f(x,2) p =0 mit der doppelten Nullstelle x,e<0,a) keine
weitere Nullstelle hat. (Von dieser Voraussetzung werden wir uns
spéter befreien.)

Sodann hat jede Losung dieser Gleichung im Intervall {0, a) héchstens
zwei Nullstellen. Dies geht aus den Eigenschaften der Biischel linearer
Dlﬁ'erentmlglelchungen dritter Ordnung hervor ([2]).

. Nun wollen wir beweisen, da8 bei festem 2 die Beziehung G(z, §) < 0
fir 0 < € £ a besteht. Offenbar ist Q(x, &) < 0 fir a = £ 2« 2 0.
erzelgen G(x,§)< 0fir0L & z<a.

Bei festem £ stellt die Funktion G(z, £) eine Losung der Differential-
gleichung ¢@” — f,(z, z2) ¢ = 0 im Intervall 0 £ x £ o dar und es gilt
Ga, &) =0, G(0, &) > 0, G(&, &) < 0.

Folglich hat die Funktion Q(z, £) im Intervall 0 < z < £ eine Null-
_ stelle und kann, da die zweite Nullstelle im Punkte a liegt, keine weitere
Nullstelle besitzen. Daraus folgt G(z, &) <0fiir 0 < § < # £ a.

Die Losung des Problems (15) kann in der Form

a
ola) = [ 6@, £ hig) d¢
geschrieben werden und es ist offenbar ¢(r) < 0 fir 0 < z < a.

Wir wollen uns nun von der Voraussetzung befreien, da8 die Losung

p(x) der Differentialgleichung ¢* —f,(%,2) ¢ = 0 mit der doppelten
Nullstellea:o,o < %y S a,imIntervall 0 £ 2 < a keine weitere Nullstelle
hat. Es ist bekannt ([2]), daB p(z) 3= 0 ) fiir zy < z £ a. Dies folgt aus
der Voraussetzung f,(z, z) = 0.

Wir haben zu zeigen, daB g(z) links von %, keine Nullstalle hat. Es
geniigt, wenn wir dies fiir den Fall 2y = a ([2]) beweisen.

Die rechte Seite von (14) ist eite wachsénde Funktlon von f. Folghch
haben wir
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5
3 1
(16) m:xa,<hm3l/2m 3VZ—E",
wobei ist M, = max |f,(, z(z)) |.
0sz<a

In dem Beweis da die Losung @(x) mit der doppelten Nullstelle a
keine weitere Nullstellen hat, stiitzen wir uns auf das folgende Lemma.
Lemma 1. Die Lésung y der Differentialgleichung y" + My = 0,

]
mit iner doppelten Nullstelle 0, hat im Intervall 0 S & S o, & = 3 | % ‘j{l"

1
keine weitere Nullstelle.

Beweis. Die Losung y der Differentialgleichung y” + M,y = 0 mit
der doppelten Nullstelle 0 ist

k k :
Y = % k2 [e—"”-—— 62 cos ——Vz—g—kx -+ V§ e? " sin -M—f—kz],
wobei k = Y2 ist. |

Es ist offenbar:

1 —k-z’ —-ilrz 1 Vg V3 l/3 )]
= —]2e2 2. 9| — cos L —
3k e _e 2(2cos 5 kx sin —— 2 kx] |,
RS R IPY 3 V
y=—k*e2 |e 2 +2(——sm—cos—uz—3—kx+cos—sm—3—kx)]
3 i 2 6 2
1 k3, /3 ™
= k22 2 1 L —
y 3ke ne +2sm( 3 kx 6)]

Die erste rechts von Null liegende Nullstelle der Losung y ist ersichtlich
groBer als die zweite Nullstelle der Funktion sin ( V— kx — --)

6
Betrachten wir die zweite posmve Nullstelle z, dieser Funktlonl

Aus sin(J;———kx-———):O

6
haben wir V_
3 b1
Tkx2~—6 =T
7 2 1 YA ]
Tg=—=T0 _—— e —
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Wir wollen zeigen:

a <,
Dies geht aus .
a = gt _— s = S 3T
7/ n k V§ k
| 93 13 < 7= |4,
hervor.

Kehren wir nun zu dem Beweis, daf fiir * > a die Ungleichung
P(®) &= 0 besteht, zuriick. Nun ist. ¢” — f [z, 2(x)] ¢ = 0 die zu der
Differentialgleichung o»” 4+ f,[z, 2(x)] v = 0, adjungierte Differential-
gleichung.

Aus dem Vergleichungssatz ([2]) geht hervor, daB diese letztere die
im Lemma 1 fiir die Differentialgleichung y” 4+ M,y = 0 angefiihrte
Eigenschaft besitzt. Die zwischen den Losungen von gegenseitig adjun-
gierten Differentialgleichungen dritter Ordnung bestehenden B :ziehun-
gen [2] ergeben, daB @(xr) im Intervall <0, a) keine weitere Nullstelle
hat.
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