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S U R LA D É F O R M A T I O N P R O J E C T I V E D E S 
P S E U D O C O N G R U E N C E S C O M P L È T E M E N T 

F O C A L E S , I r 

PAR KAREL SVOBODA (BRNO) 

Présenté le 3 Avril 1967 

Ce Mémoire est consacré à l'étude de la déformation projective des 
pseudocongruences complètement focales [1] plongées dans un espace 
projectif à une dimension quelconque. Il peut être regardé comme une 
suite aux recherches de notre travail antérieur [2]. Pour cette raison, 
nous conservons toutes les notions et notations introduites dans le 
mémoire mentionné. 

Les pseudocongruences en question représentent une généralisation 
immédiate des congruences non-paraboliques de droites. A ce point 
de vue, on peut s'attendre à ce que les recherches relatives aux pseudo­
congruences présenteront quelques traits communs avec la théorie 
des congruences de droites, développée dans les travaux de A. Svec 
[3], [4]. 

1. Soit P^ (N _ 2w — 1, n ^ 3) un espace projectif à N dimensions 
et L une pseudocongruence complètement focale [1] engendrée par le 
(n — 1) - plan S dépendant, de manière analytique, de n paramètres 
u1, ..., un. En négligeant des questions de réalité nous admettons que 
(u1, ...,un)e Cn. 

A une génératrice quelconque S e L, nous faisons correspondre un 
repère mobile formé de N + 1 points analytiques linéairement indé­
pendants A7 de manière que S = [Ax ... A^.1) Les équations fondamen­
tales du mouvement infinitésimal du repère et les équations de structure 
correspondantes ont la forme 

(1) àAT = YJ <*>IAJ> dco/ = £ cof A o)J
K. 

J K 

En normalisant les coordonnées des points Ar en vertu de [Ax ... AN+1] = 
= 1 on a en outre 
(2) I o>Jj = 0. 

J 

Il a été démontré dans [2] que l'on peut spécialiser le repère mobile 
associé à L de manière que 

(3) <+? = 0 (i* j), 
x) On emploie la notation suivante de3 indices: I, J, K = 1, . . . , N + 1; A, B = 

== 2n - j - 1, . . . , N -f- 1 ; i, j , k = 1, . . . , n; a, b = 1, . . . , m; r, s = m -j- 1, . . . , n. 
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(» Ф 3), (4) eĄ^tĄшt, o)KÍ = jS&u, 

(5) юf = 0, coi+i = mi 

les formes 

(6) ш. = w ^ + < 

étant linéairement indépendantes et les équations (5) étant à supprimer 
dans le cas de N = 2n — 1. Les conditions d'intégrabilité du système 
précédent sont 

(7) co{ A o>i+i + co} A {daf + *\(2co) — co\ — (*>•$) — £ a f a ^ } - 0, 

a>, A {dft + $(cof - 2 < ; | + a>SÎ|) + I fifimk + I ro*+i«>S+'} -
k B 

— «>,. A O4H = 0 (i ^ j ; * / i, j) 

et en outre, dans le cas de N > 2n—1, 
(8) oH A {Am£+i + mf+M — 2<J$ + arj) + I #ro;f+,û>, + 

i 
+ L ™?+<«>3} = 0 (i*j\A± 5) . 

La pseudocongruence considérée 1/ se trouve ainsi définie par le 
système fermé (3), (4), (5), (7) (8). Dans ce qui suit, nous supposons 
a| -j-. 0 (i # j) de sorte que les espaces focaux de L sont à n dimensions. 

Soit L' une autre pseudocongruence complètement focale dans un 
espace projectif PN. Nous introduisons pour L' les notations analogues 
à celles employées pour L, en indiquant avec des accents toutes les 
expressions relatives à L', et supposons que L'soit définie par le système 
des équations qui s'obtiennent de (3), (4), (5), (7), (8) de la manière 
indiquée, les formes indépendantes co\ de L'étant données parles relations 
analogues à (6). Pour abréger, nous posons 

(9) r / = o>'«J — o>/. 

Considérons une correspondance biunivoque C : L -> L' (CS = S') 
entre les génératrices SeL et S' eL'. Une telle correspondance peut 
être déterminée par un système d'équations de la forme 

(10) oii = I %a>, 
i 

à condition que det| X{\ ^ 0. On dit que C est dêveloppcMe si elle 
porte ohaque variété développable [1] de h dans une développablç 
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contenue dans L'. Dans ce cas, on a Aj = 0 (i =£ j), X\ 5-- 0 et on obtient, 
par différentiation extérieure de (10), 

(H) ^ A { d A | + ^ ( « i - r j ) } = 0 

de sorte qu'il est possible de choisir les repères associés h L et L' de 
manière que X\ = 1. Les équations (10) prennent, en vertu de (9), 
la forme 

(12) T?+ i = 0 

et elles entraînent, d'après (11), *-

(13) T - t f - T f =/,;«>,.. 

Une correspondance C : L -> L' s'appelle déformation projective d'ordre 
k si, pour chaque couple des génératrices correspondantes S e L et 
S' e L', il existe au moins une homographie K : PN -> P'N jouissant de 
la propriété que KL et L' ont en S' un contact analytique d'ordre k. 
On dit dans ce cas que K réalise la déformation projective C. 

Dans ce qui suit, nous allons chercher les conditions nécessaires 
et suffisantes pour la déformation projective d'ordre k = 1,2. Une 
homographie K réalisant la déformation projective C d'ordre k = 1 
resp. k = 2 sera appelée homographie tangente resp. osculatrice à C. 

2. Soit C : L -> Z/ une correspondance quelconque. Les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que C soit une déformation projective 
du premier ordre consistent dans l'existence d'une homographie K : PN -> 
-> P^ et d'une forme de Pfafï ê de manière que 

(14) K[A1...An] = [A'1...A'n], 

(15) Kd[A, ...An] = d[A[ ...A'n]+ ê[A[ ...A'n]. 

Supposons que C : L -> L' soit une déformation projective du premier 
ordre et qu'elle soit réalisée par une homographie K: 

(16) KAt = X cjA'j, det| c/ | ^ 0. 
J 

La condition (14) donne immédiatement 

(17) c/ = 0, O = de t | c| | = 1. 

On a maintenant pour L 

(18) d [4 1 . . .AJ = (Sa>l)[A[1...^J + 
i 

+ Z <»lAl • • • A-l^n+iA+l ••••&•„] 
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et une expression analogue pour L'. En laissant de côté les calculs plus 
détaillés on obtient de (18), en vertu de (16) et (17), 

(i9) KA[AX ... Aj = i (co? + ow«.)[4;... A;i + 

+ I I (-îy-'cico^... A;^( X c*+iAB) A;+1... A„j. 
i j R 

Pour abréger, nous avons désigné ici par C\ le complément de c\ dans 
le déterminant C et par C'i} le déterminant qui résulte de C en y rempla­
çant les éléments de la iieme ligne par c\+i, . . . , c%+i. En substituant 
dans (15) et en comparant les coefficients des sous-espaces particuliers 
on obtient 

(20) &=2(V(i)<Oi—r% 

(2D I ( - i r ^ l « i O ) ^ o ) ; , 
i 

(22) £ ( - 1 y-i 0fl,,«,, = 0 {Bftn+j). 
i 

Les équations (22) entraînent, en vertu de l'indépendance linéaire des 
formes coi, les relations 

C{c*+i = 0 (B^n+j). 

Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que C\ ^ 0. On 
a alors cf+1 = 0 (B ^ w + 1) tandis que, d'après la supposition signalée 
dans (16), c%X\ ^ 0 ce qui donne C{ = 0 (j ^ 1). Or, le fait que le 
déterminant de K est différent de zéro permet d'admettre que (7| =£ 0 
et de continuer pas à pas de la même façon. Il est donc possible de faire 
les suppositions C\ ^ 0 qui ont pour conséquence 

(23) « j ^ - O , ct+l = 0 N i ) 
et 

(24) C{ = 0 (i T- j). 

Cela étant, les équations (21) se simplifient en 

CKiîcDi = co­
de sorte que la correspondance envisagée C : L -> L' est développable. 

Inversement, on vérifie sans peine, en répétant les calculs précédents 
pour une correspondance C : L —> L' donnée par (12), que chaque 
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correspondance développable est une déformation projective du premier 
ordre. Alors, nous avons la 

Proposition 1. La correspondance C : L -> L' est une déformation 
projective du premier ordre si et seulement si C est développable. 

D'après ce qui précède, l'homographie K la plus générale qui réalise 
la déformation projective C se trouve déterminée par (17), (23), (24). 
Conformément aux remarques faites au sujet des correspondances 
développables dans le paragraphe précédent, nous pouvons choisir 

ninn+i 1 
uicn+i — L-

En posant 
(25) C * = Qt 

on a C| = Q~rL. Or, en appliquant les propriétés bien connues des dé­
terminants réciproques, on obtient 

(26) c| = 0 (iïj), c\ = Qi9 QI...QH = 1 

de sorte que l'homographie K réalisant la déformation C du premier 
ordre est donnée par 

(27) KAi=QiA\, 

KAn+i = 2^ cn+iAj + QiAn+i, 
i 

•KAA =l^A'j. 
J 

Il en résulte l'affirmation suivante: 
Proposition 2. Chaque homographie réalisant la déformation projective 

du premier ordre C : L -> L' porte les foyers et les espaces focaux (espaces 
tangents des variétés focales) de L dans les foyers et les espaces focaux de L'. 

Passons aux considérations relatives à la déformation du second ordre. 
Supposons alors que C : L -> L' soit une déformation du premier ordre, 
réalisée par (27). La correspondance C est une déformation projective 
du second ordre si et seulement si, pour chaque couple des génératrices 
correspondantes 8 et S', il existe une homographie K telle que 

(28) Kd'IAt... An] = d*[A;...A'n] + 2êd[A[ ...A'n] (mod [A[...A'n]), 

la forme § étant donnée par (20) ou bien 

(29) « " - E t e r ^ + ^ i — T . ) -
i 

Soit C : L -> L' une déformation projective du second ordre. On 
obtient pour L, mod [Ax ... An], 
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(30) da[.4!....4J = 

= Z {àiOi + (Oiiœïîi + œ\ + 2 I eo*)}^ •.. 4<_1.4n+^f+1 ... A J + 
i j 

+ Z Z («><«>;$ — (OjWÏÏiAi • • • .4^.4^.4,:+-. . • • A J + 

+ Z Z w^ j[-4x . . . Ai^.xAn+iAi+l ... A^1An+jA}+1 ... -4 J + 
i i 

+ Z Z W f < i W i • • • A^AtAi+i ... An] (i * j) 
i B 

et une relation analogue a lieu pour L'. Faisant usage de (27) on a, 
mod [A{ ...Anl 

(31) KA*[Al...An\ = 

= Z {<H + œ r « ! j + (o\ + 2 X <oj) + 2 X çy-
1ci+/ft>/a>i + 

+ Z ^ r H + H < + J t^i • • • A'i-^+iA'i+i... An] + 
B 

+ Z Z {Q71Qj(^iKii—<*>;•<*$ — 2erH+tft>iû>/ + 
i j 

+ Z QT^B+'aiM&i} [A{... A'^A'n+jA^ ...An] + 
B 

+ ZJ 2W w i w / [ ^ i • • • -4i-i-4w+;-4f+1 ... Ai_xAn+jAj+1 ... A J + 

+ Z Z Z er^2^wîî+f[-4;... A^A^A^ ...An] (i # j). 
i A B 

En substituant dans (28) et en comparant les coefficients de 

[Ai — Ai-1An+iAi+l ... A J 

on obtient les relations qui conduisent, en vertu de l'indépendance 
des formes eo,- et d'après (5), aux équations 

(32) ï.cn
B

+imS+i-2ci+i = QJi, 
B 

les fonctions f{ étant définies par (13). D'une manière analogue, la 
comparaison des coefficients de 

[Ax... Ai-lAn+jAi+1... A J 

donne, d'après (4), les relations 

(33) Qpj = Qj<xi (i # j), 
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(34) Q,W = Qffl + I C r ' < „ - (. -4 j) 
K 

ainsi que 

(35) 4 H = 0 ( < # j ) . 

On a, en outre, les équations 

(36) e K f i = I c>^.4 
A 

qui résultent de la même façon par comparaison des coefficients des 
membres résiduels. 

Les équations précédentes (32), (33), (34), (35), (36) expriment les 
conditions nécessaires pour une déformation C du second ordre. Or, 
on voit facilement qu'elles sont aussi suffisantes. Dans les considériations 
suivantes, nous discuterons en détail les conditions mentionnées en 
fonction de la dimension N des espaces P v et PN. 

Il est commode de remarquer encore que l'homographie K réalisant 
la déformation C du second ordre est 

(37) KAt = gtA'(, 

I^n+t = cn+iAi + QiAn+i , 

KAA = YcJ
AAj, 

J 

les coefficients cnj_(, c y ; , c\ étant assujetis à remplir les relations (32), 
(34) et (36). 

3. En nous basant sur les résultats du mémoire [2] nous pouvons 
énoncer, d'après (33), l'affirmation suivante: 

Proposition 3. La correspondance dêveloppable C : L —> L' étant une 
déformation projective du second ordre, elle est une déformation ponctuelle. 

Autrement dit, deux pseudocongruences en déformation projective 
du second ordre ont le même élément ponctuel. En vue des considéra­
tions ultérieures, nous allons démontrer quelques résultats concernant 
la déformation ponctuelle. 

Soit K une homographie tangente à C. Pour simplifier les calculs 
suivants, nous bornerons le choix de K par la supposition que K porte les 
droites [AiAn+i] en [^4^^+J et nous désignerons par K0 l'homographie 
en question. La supposition précédente est exprimée par (35) de sorte 
que l'on a pour K0 les équations (37). 

Soit C : L -> L' une correspondance dêveloppable et ct« : (A{) -> (A\) 
la correspondance ponctuelle entre les variétés focales (A{) et (A\) 
des pseudocongruences en question, engendrée, d'une manière évidente, 
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par les génératrices S et S' correspondantes. Nous disons que ct est 
induite par C. La correspondance c{ : (A{) -> (Al) est une déformation 
projective du premier ordre si, pour une génératrice S quelconque, il 
existe une homographie K0 qui réalise un contact analytique du premier 
ordre des variétés focales (Af) et (A'{). 

Or. on obtient facilement 

&Ai = Mi» 
KçdAj = QiàA't + £ (QM — Qito'J) (mod A\). 

j 

Il en résulte, d'après (4), que les conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'il existe une homographie K0 réalisant la déformation projective 
du premier ordre c{ : (At) -^ (A\) sont exprimées par les équations (33) 
avec un indice i choisi d'avance. On en obtient, en vertu des résultats 
du mémoire [2], la 

Proposition 4. La correpondance développable C : L -> L' est une défor­
mation ponctuelle si et seulement s'il existe une homographie K0, tangente 
à O, qui réalise simultanément toutes les déformations projectives du premier 
ordre ct : (At) -> (A\). 

Remarquons que le résultat précédent reste valable même dans le 
cas d'une homographie générale K tangente à C. 

Désignons par 

(38) Bt = ( - l ) ' - - ^ ... A^A{+1 ... AJ 

les hyperplans linéairement indépendants d'une génératrice quelconque 
S 6 L et par (Ĥ  ) les variétés engendrées par B{. Nous appelerons les 
B( foyers duels et les (B{) variétés focales duelles de L. Faisant usage de (1), 
(38) et des relations exprimant le choix considéré du repère associé à L 
on obtient par un calcul facile 

(40) d B , . = M l w l ) £ , - X > } 5 ; . + 

+ I (—ly-^lA, ... A.j^A^A^ ... A^A^ ... A J (i # j). 
j 

Soit C : L -> L' une correspondance développable et c( : (B{) -> (B'{) 
la correspondance engendrée, d'une manière naturelle, par les génératri­
ces S et S' correspondantes entre les variétés focales duelles (B() et 
(B'j). Nous disons que ct : (B{) -> (B{) est une déformation projective 
du premier ordre si, pour une génératrice S quelconque, il existe une 
homographie K0 qui réalise un contact analytique du premier ordre 
des variétés focales duelles (B{) et (B'{). 
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Un calcul direct montre que 

KoB^Q^Bt, 

KjàBi = e - -dB; — £ (Qflcoj — Qi1^) B] (i * j) (mod B'(), 
i 

les coj étant données par (4). Donc, une homographie K0 réalisant la 
déformation projective du premier ordre c{ : (B{) -> (B\) existe préci­
sément si les équations 

(41) qp'f = Q&) (j # i) 

ont lieu pour un indice i choisi d'avance. Alors, nous pouvons énoncer 
le résultat suivant: 

Proposition 5. La correspondance développable C : L -> L' est une 
déformation ponctuelle si et seulement s'il existe une homographie K0, 
tangente à C, qui réalise simultanément toutes les déformations projectives 
du premier ordre c{ : (B{) -> (B'{). 

Les considérations précédentes nous permettent de faire quelques 
remarques relatives aux formes invariantes [2] 

(42) (ptj = ajajofco,- (i ?- j) . 

On voit, d'après ce qui précède, que, pour un i fixe, çp^ = y'., si et 
seulement si, pour une génératrice S arbitrairement donnée, il existe 
une homographie K0 réalisant simultanément les deux déformations 
du premier ordre c{ : (A{) -> (Al) et c{ : (B{) -> (B^). Le résultat en 
question peut être généralisé d'une façon suivante: 

Soient Sx = [Ak ... AiJ et S2 = [Aifn+1 ... Ain] (1 < m < n — 1) 
deux sous-espaces complémentaires de S e I>, (Sx) et (S2) les variétés 
engendrées par Sx et S2 si S parcourt L. On obtient sans aucune espèce 
de difficulté 

d-s, = £ £ œt [A... A-AA+1 • • • AJ + 
a r 

+ E ^iSAk ... Ai^An+iAia.i • • • 4 J (m°d A$I), 

<^2 = £ Z «>£[4w • • • Air-AaAir+l ' ' ' ^ J + 
r a 

+ Z <*>ir[Aim+i ' • ' Air-A"<+irAiT+x ' ' ' ^ J ( m ° d S
2). 

r 

Cela étant, envisageons les correspondances Cx : (Sx) ~> (S^) et C2 : 
(S2) -> (Sg) induites, d'une manière évidente, par une correspondance 
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développable C : L -> L'. On a maintenant, pour une homographie K0 

tangente à C, 

KSi = É?i, • • • QiJ'i • KdS, = qk... QimdS[ + 

+ E X £«',-• • ?*«-,?«„« • • • QijQir<»i — eiaW/DLAÎ, • • • A'i^A'rÂ'^ ... A'iJ 
a r 

(mod S_), 

K82 = 0 W • • Q*n82> Kd82 = QiM • • • Qind82 + 

+ E Z Qim+l • • • Qir-iQir+i • • • QiSQia^l — Qi^l') W L i • • • A\r_xA'aA'ir^ ... A'in_ 
r a 

(mod S_). 

Les relations précédentes montrent, d'après (4), qu'une homographie 
K0 réalisant simultanément un contact analytique du premier ordre 
des variétés (S_), (S[) et (S2), (S_) existe précisément si 

Qia^iJ = QiAia • 
Cela nous donne la 

Proposition 6. Soit C : L -> L' une correspondance développable. Les 
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il existe une homographie K0, 
tangente à C, qui est simultanément tangente aux correspondances Cx : 
(S_) -> (Si) et C_ : (S_) -> (S2), induites par C, sont exprimées par 
<P'iair = fiait' 

Le résultat précédent reste valable même dans le cas de m = 1. 
Remarquons encore qu'il est possible de généraliser les propositions 
4 et 5 eh prennant pour base tous les sous-espaces de S d'une dimension 
m (1 < m < n) qui peuvent être construits à l'aide des foyers At de S. 

4. Revenons maintenant aux considérations relatives à la déformation 
projective du second ordre et laissons de côté le cas des pseudocongru-
ences plongées dans des espaces à N = 2n — 1 dimensions, en nous 
proposant de consacrer un autre mémoire à l'étude plus détaillée du cas 
en question. 

Soit alors N _> 2n. Avant de passer à la discussion des conditions 
pour la déformation projective C : L -> L' en fonction de la dimension N 
nous allons formuler quelques conclusions qui ne dépendent pas du 
choix de N et qui nous permettent de simplifier les considérations 
suivantes. On a, avant tout, 

(43) dM, = (eo,)21 mB
+iAH (mod A _,..., A_n) 

B 

de sorte que l'espace osculateur du second ordre de la variété fo­
cale (At) de L se trouve déterminé par les points Ax, ..., A_n, _? mB

+iAB, 
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Dans ce qui suit, nous allons nous borner au cas exprimé par la supposi­
tion que les variétés focales en question soient à 2n dimensions. Cela 
étant, employons le symbole habituel ô pour indiquer une différentia-
tion relative au changement des paramètres secondaires et posons 
œj(ô) = ej. On a ensuite, d'après (7), (8), 

(44) (5af = a i (e | -2ef + e;$), 

àfi = $ ( 2 < î f - e*%\ - e<) - £ ro*+<eS+>, 
B 

ôm£+i = mi, .i(2eSÎÎ — e\ — e$) — £ K+ieî 
B 

(iïj; A ^ B). 

On en voit, en vertu de la supposition précitée, que l'on peut s'arranger, 
après avoir fait une particularisation convenable du repère associé à L, 
qu'on ait 

(45) # - 0 (i* j). 

Le repère de L' soit spécialisé d'une façon analogue. 
A. Soit N = 2n. En vertu de la supposition faite au sujet des variétés 

focales de L, on a 

(46) mJiï1 = y{ * 0. 

Les relations (44) donnent, en particulier, 

àyi = yi{2el%\-e\-ell%\) 

et elles montrent que les yi sont des invariants relatifs de L. 
On a maintenant, d'après (36), 

(47) Qi7'i = cllXbi 

tandis que les équations qui résultent de (32) et (34) ne bornent que 
le choix des homographies osculatrices admissibles. En éliminant c^tl 
de (47) on obtient le résultat suivant: 

Proposition 7. La condition nécessaire et suffisante pour que la cor­
respondance dêveloppable G : L -> L' soit une déformation projective du 
second ordre des pseudocongruences plongées dans des espaces projectifs 
à 2n dimensions est l'existence des fonctions Qi(Q% ... gn = 1) satisfaisant 
aux équations 

(48) Qj# = Qj«i, 0,-2-1 = Qf %- (i * j). 
y( y? 

Nous allons chercher l'interprétation géométrique des conditions (47), 
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Pour cela, désignons par PN l'espace projectif duel à P^ et introduisons 
les repères formés par les hyperplans 

(49) Ei = (-1) /[ .41 . • • A.XA:+1 ... AN+1] 

où [AF, EJ] = ôj. Les équations fondamentales du repère ponctuel 
étant données par (1), celles du repère hyperplanaire sont évidemment 

(50) dET = — £ œjEJ . 
j 

Il est aisé de voir que F2'^1 est l'espace tangent de L le long de la 
génératrice S et qu'il décrit dans P*M une variété à n dimensions que 
nous désignerons par L*. Faisant usage de (50), on a, en respectuant 
la spécialisation du repère associé à L, 

(51) dK2^1 = — afâtlE***1 — £ œ^fE"^. 
i 

Soit C : L -> L' une correspondance développable et K0 une homo­
graphie tangente à C, donnée par (37). Désignons par C* : L* -> 2V* la 
correspondance engendrée, d'une manière évidente, entre les variétés 
en question. La correspondance C* : L* -> L'* est une déformation 
projective du premier ordre si, pour une génératrice S quelconque, il 
existe une homographie K0 qui réalise un contact analytique du premier 
ordre des variétés L* et L'*. 

En vertu de (37), nous avons, en laissant de côté les calculs détaillés, 

KoK2^1 = E'*n+\ 

Ki/iE***1 = dK'2^1 — X (C^UQ^OJHY — œ'ffi1) E'n+i (mod E'*«+% 
i 

les co^XY étant données par (5) pour A = 2n + 1 et (46). Il en résulte 
qu'une homographie K0 réalisant la déformation projective du premier 
ordre C* : L* -> L'* existe précisément si les équations (47) ont lieu. 
Cela nous permet de caractériser la déformation projective C : L -> L' 
de la façon suivante: 

Proposition 8. Soit N = 2n. La correspondance développable C : L -> L' 
est une déformation projective du second ordre si et seulement s'il existe 
une homographie K0, tangente à C, qui réalise simultanément les déformations 
projectives du premier ordre ct : (A{) -> (A'{) [ou bien c{ : (B^ -> (B^)] 
et C* : L * - > L ' * . 

B. Soit N = 2n -f- m — 1 (m = 2, . . . , n — 1). Si L n'est pas plongée 
dans un sous-espace linéaire de P^, le système de points £ raf+i An 

B 

figurant dans (43) doit comprendre précisément m points linéairement 
indépendants. Sans restreindre la généralité, on peut se limiter, mani-
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festement, au cas donné par la supposition que les points £ mB
+aAn 

B 

soient indépendants. Cela étant, il est possible de spécialiser le repère 
de L de manière que £ mB

+aAB = yaA2n+a. Alors, en tenant compte des 
B 

suppositions relatives aux variétés focales de L, nous avons 

(52) m»?a* = ya*0, m%+b = 0 (a* b). 

En outre, nous posons 
(53) mn

n
+\a = yï ^ 0 

en nous bornant au cas le plus général. Il est facile à voir que, d'après 
(44), (52), on a, en particulier, 

àyu=ya(^ixi-<-eHZ} 
et e|w+a — 0 (a =£ b) de sorte que, en vertu de (53), les relations 
(44) donnent 

Â«.a — «.a(t>pn+r pr p2n+a\ 
°yr — yr\Len+r er e2n+a)' 

On en voit que les ya et ya sont des invariants relatifs de L. Le repère 
de L' soit spécialisé d'une manière analogue. 

Les conditions (36) donnent d'une part 

41X1 = 0 (a -É 6) 
et de l'autre 

(54) eay'a = <%lXaya, e/S = 41^ 

tandis que les équations (32) et (34) ne fournissent que les relations poul­
ies coefficients des homographies osculatrices. Il en résulte par élimination 
des c\lXa

a de (54) la 
Proposition 9. La condition nécessaire et suffisante pour que la cor-

respondance développable C : L -> L' soit und déformation projective du 
second ordre des pseudocongruences plongées dans des espaces projectifs 
à 2n + m— 1 dimensions est l'existence des fonctions Qi(Qt ... Qn = 1) 
satisfaisant aux équations 

(55) Qio^ = Qjc4, QuÏ!- = erl£- = etÏL- ( , / j ; r # « ) . 

Nous nous proposons de trouver une caractérisation géométrique 
des conditions (54). Pour cette raison, considérons la variété L* en­
gendrée par les espaces tangents le long des génératrices de L. Cette 
variété apparaît, dans l'espace projectif P*n+m-i ^ue^ & P2w+m-i » comme 



96 

un système, dépendant de ?i paramètres, de sous-espaces linéaires à 
m — 1 dimensions 

Fm_1 = [E2n+1 . . . E2n+m] 

de P*n+w-i' ^ e s équations (50) donnent, en vertu de la spécialisation 
du repère de L, 

&E*n+a = ^_a)2n+aEn+a __ £ w J [ + ^ « + r ( m o d E2n+\ ..., E2n+m) 
r 

et on en obtient, mod Fm_l5 

(56) d J V i == — Y. ^lTaa[E2n+1 • • • E2n+a-1En+aE2n+1+1 . . . E2n+m] — 
a 

V V (0n+a^2n+l _£J2w+« -~lfin+•. J£2n+a+l E2«+mj 
« r 

8oit C:E->I/une correspondance développable et C*:L*->L'* la cor­
respondance induite par C, dune manière naturelle, entre les espaces 
tangents des pseudocongruences en question. Nous disons que C*:L*->L'* 
est une déformation projective du premier ordre si, pour un couple 
quelconque de génératrices correspondantes de L et L', il existe une 
homographie K0 qui réalise un contact analytique du premier ordre 
des variétés L* et L'*. 

L'homographie K0, donnée par (37), porte manifestement les es­
paces tangents des variétés focales (A{) dans les espaces tangents des 
(Al). Pour simplifier les calculs suivants, nous restreindrons le choix 
de K0 par la supposition cln+b

a = 0 (a 9- b) qui exprime que K0 porte 
aussi les espaces osculateurs des variétés (A{) dans ceux des variétés 
(A'4). En outre, nous pouvons admettre que le produit des coefficients 
cînta s o ^ égal a -'unité. Cela étant, on a 

K0E<>+< = — £ {Qi<%*i)-1dgi1E'*»+* + QriE'"+\ 
a 

K0E
2n+<* == ( c g ^ ) - 1 E'2n+« 

et on en obtient 

K0Em-l = E
m-l> K<AEm-l = &E'm-l — 

- I {Qâ14l+>l%la-~^n2+a+a)iEf2n+1 • • • E'2n+*-1E'n+*E'2n+"+1... E'2n+m]— 
a 

- Z E [QV^lXl^+T—con
2^a)[E/2n+1. •. E'2»+«-1E'n+rE'2n+«+1... E'2n+m] 

a r 

(mod F'^), 

les (o^lY étant données par (5)> (52), (53). On en voit qu'une homographie 
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K0 réalisant la déformation projective du premier ordre C* : L* -> U* 
existe précisément si l'on a (54). Nous avons démontré la 

Proposition 10. Soit N = 2n + m — 1 (m — 2, . . . , n — 1). La cor­
respondance développable C : L -> U est une déformation projective du 
second ordre si et seulement s'il existe une homographie K0, tangente à C, 
qui réalise simultanément les déformations projectives du premier ordre 
c, : (A,) -> (A',) [ou bien c, : (H,) -> (B\)\ et C* : L* -> U*. 

C Soit N >̂ 3n — 1. Supposons que L ne soit pas plongée dans un 
sous-espace de P v. Par conséquant, les points £ mB

+iAv sont linéarement 
B 

indépendants et rien n'empêche de particulariser le repère associé à L de 
manière que ]T m**+iAfJ = yiA2ri+i- Nous avons alors 

B 

(57) m*tf = y{ * 0, m^ = 0 (i # j), 

<+i = ® (L = 3n+ l,...,N + 1), 

les équations écrites dans la seconde ligne de (57) étant à supprimer si 
N = 3n — 1. Or, on a en particulier, d'après (44), (57), 

(58) àyi = yii2en^-4~€^ti) 

de sorte que les yi sont des invariants relatifs de L. Le repère de L' 
soit spécialisé d'une manière analogue. 

Cela étant, les équations (36) donnent 

(59) Qff'<-<%Xb>o 

4lVi = o (i # j), 4,+, = o 
et elles n'entraînent, ainsi que (32) et (34), aucune condition pour la 
déformation C : L -> L''. Donc, il ne restent que les conditions (33) 
de sorte que l'affirmation suivante a lieu: 

Proposition 11. Fa condition nécessaire et suffisante pour que la cor­
respondance développable C : L -> L' soit une déformation projective du 
second ordre des pseudocongruences plongées dans des espaces projectifs 
à• N ^ 3n — 1 dimensions est l'existence des fonctions Q{ (QX ... Qn = 1) 
satisfaisant aux équations 

(60) QiKJ = Qjd% (i ± j) . 

Cela étant, on peut compléter, en appliquant les recherches de [2], 
la proposition 3 de la manière suivante: 

Proposition 12. Soit N^3n—1. La correspondance développable 
C : L -> L' est une déformation projective du second ordre si et seulement 
si C est une déformation ponctuelle. 
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En appliquant les résultats des propositions 4 et 5, on obtient la 
earactérisation suivante de la déformation du second ordre dans le cas 
considéré : 

Proposition 13. Soit N ^ 3n — 1. La correspondance développable 
C : L —> U est une déformation projective du second ordre si et seulement 
s'il existe une homographie K0, tangente à C, qui réalise simultanément les 
déformations projectives du premier ordre c{ : (A,-) --> (A\) [ou bien 
c, : (Bt)-+(B't)]. 

En terminant, nous allons résumer les relations pour les coefficients 
des homographies osculatrices K. Pour cela, supposons, sans restreindre 
la généralité, que les repères mobiles soient choisis de manière que 
y. — y- = 1. Nous avons dans ce cas, d'après (59), 

< u : . = e . . <&: . = <> a*j). <&+. = <>, 

les dernières équations étant à supprimer si N = 3n — 1. En outre, on a. 
d'après (34), (45), 

<&L ^ 0 (i* j) 

de sorte que les équations d'une homographie osculatrice K sont 

(61) KAi = QiA
/
i, 

KAn+i — cn+iAi + Q{An+i, 

-*^-Un+» = -V C2n+i^j + c2n+i^n+i + Qi^n+i* 

KAL = Y,cîA'j, 
J 

à condition d'y ajouter la rémarque précédente. Remarquons encore 
que les coefficients cn+i et c%£+i sont liés, en vertu de (32), par les relations 

(62) « + ' . - 2 4 , , = <?,/,., 
les fonctions f{ é tant déterminées par (13). 

Nous avons l 'intention de continuer, dans la seconde partie de ce 
mémoire, dans les études relatives à la déformation projective des 
pseudocongruences en question. 
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