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S U R L E S I N T É G R A L E S D 'UNE É Q U A T I O N 
D I F F É R E N T I E L L E O R D I N A I R E , L I N É A I R E 

E T H O M O G È N E ET S U R U N E C L A S S I F I C A T I O N 
D E S F O N C T I O N S D E C L A S S E o«-

DANS L ' I N T E R V A L L E A. 

Par Marian MALEC (CRACOVIE) 

Présenté le 6 Février 1967 

M. Z. Moszner dans sa note [1] a démontré la condition nécessaire et 
suffisante suivante: 

Théorème T : La condition nécessaire et suffisante pour qu'un système des 
fonctions cp1, <p2, . . . , <pn de classe Cn dans l'intervalle A soit dans cet 
intervalle un système d'intégrales pour l'équation de la forme 

(1) y(«) = £ / . (* ) J/.--D 

dans laquelle f^x) (i = 1, 2, . . . , n) sont des fonctions continues dans 
Vintervalle A , est que le rang de la matrice 

dt 
^n(Ç>l> ?2> • • •> Ç>«)= 

<Py <P2> • • •> <Pn 
<p'l> <p'z> - . . , <Pn 

tn^n-l) m<n-l>J 
\<Pl > • • •> <Pn soit constant dans Vintervalle A . 

Il est tout naturel de se poser un problème suivant: est-que le téo-
rème T restera vrai, si au lieu de supposer que le rang de la matrice 
Wn(<Pi> <P2>-—> <Pn) e s t constant, nous supposons que le rang de la 
matrice 

<Pl> <P2> •> <Ptf 

d/ . <p'i> <Pt> •••> <Pl 
wsi<Pi> ?2> • ••> %)= 

.?>?-» . . . , <p(Гv> 

est constant pour 1 et s arbitraires par rapport à n. 
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Par la suite nous désignerons toujours par n le rang de l'équation 
différentielle de la forme (1), par 1 — le nombre des fonctions <p{, par s — 
le nombre des lignes de la matrice W^cp^ <p2, . . ., <pt), et par p — le rang 
de la matrice Ws(<px, <p2, . . . , <pt) dans l'intervalle A (dans le cas s'il 
est constant dans A). 

Le problème ci-dessus a été résolu complètement dans la partie II 
de cette note par les théorèmes Tx et T2. 

La partie I est consacrée à une classification de l'ensemble X des 
fonction de classe O00 dans l'intervalle A. A savoir 

x = Y* + u r. = r* + û z{ 
i = i i = i 

où F* est l'ensemble des fonctions de l'ensemble X, qui ne sont des 
intégrales d'aucune équation différentielle, ordinaire, linéaire et homo
gène (en abrégé une équation de cette sorte sera nommée: l'équation) 
aux coefficients de classe O00 dans A; à l'ensemble Y{ appartiennent 
tous les éléments de l'ensemble X, qui sont les solutions d'une équation 
de rang i aux coefficients de classe O00 dans A, tandis que nous défi
nirons Z{ de façon suivante: 

Z, = Yx, Z( = Y,\ TM pour i = 2, 3, . . . 

Par suite de la clasification susdite dans la partie I sont données les 
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction <p soit l'élément 
de l'ensemble Zi (théorèmes tx et t2). 

P A R T I E I 

1. Introduction. 

Suivant avec attention la démonstration du théorème T (voir [1]) 
il est facile de démontrer, que la proposition suivant est vrai: 

I. La condition nécessaire et suffisante pour qu'un système des 
fonctions 

(2) ?>i, ç>2, . . . , <pn 

de classe Gn+k (peut être Je = oo) dans l'intervalle A, soit dans cet 
intervalle un système d'intégrales d'une équation de forme (1) dans 
laquelle f{(x) sont de classe C* dans A, est que le rang de la matrice 
Wn((pi, (p2, . . . , <pn) soit constant dans A. 

Il résulte des théorème T et I que: 
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II. Si les fonctions (2) sont de classe Cw+* dans l'intervalle A et sont 
dans cet intervalle un système d'intégrales pour l'équation (1) aux 
coefficients continus, elles sont également un système d'intégrales pour 
l'équation de forme (1) aux coefficients de classe Ck dans A. 

Nous voyons qu'il est facile démontrer les propositions suivantes: 

III. Si les fonctions <plt <p2, ..., <pt de classe Cn+k dans A sont dans 
cet intervalle des intégrales de l'équation (1) aux coefficients de classe Ck 

dans A, elles sont également des intégrales d'une équation de rang 
n -f m, pour m = l , 2 , . . . , k, aux coefficients de classe Ck~m dans A. 

IV. Si les fonctions <px, <p2, . . . , q>% de classe C00 dans l'intervalle A 
sont dans cet intervalle des intégrales de l'équation de forme (1) aux 
coefficients de classe C00 dans A, elles sont également des intégrales pour 
équation de rang n + m pour m = 1, 2, . . . aux coefficients de classe 
C°° dans A. 

Comme corollaire du théorème IV nous obtenons. 

V. Si les fonctions <p±, <p%, ..., <pr de classe C00 dans l'intervalle A 
ne sont des solutions d'aucune équation de forme (1) aux coefficients de 
classe C°°, également elles ne sont des intégrales d'aucune équation de 
rang k < n, aux coefficients de classe C°° dans A. 

Donnons maintenant un exemple d'une fonction de classe C00 qui est 
une intégrale de l'équation de rang n, mais qui n'est la solution d'au
cune équation de rang inférieur à n aux coefficients de clase C00. 

( a _L_ M n—1 
x — J pour x € [a, b]. Cette fonction 

est de classe C00 dans [a, b] et comme f{n)(x) = 0 elle est donc la solution 
[a,b] 

de l'équation de forme (l) aux coefficients de classe C°°. Nous voyons 
que f(x) ne peut être la solution d'aucune équation de rang n — 1 

car /(«-«(a) .== (n - 1)! et/<*'> 1°^--) = Opouri == 0, 1, . . . , n - 2. 
[a,b] ^ ^ ^ . / 

D'après cela et à partir de la proposition V nous en déduisons que f(x) 
ne peut être la solution d'aucune équation de rang inférieur à n. 

Maintenant nous donnons un exemple d'une fonction de classe C00 

qui pour chaque n n'est la solution d'aucune équation de rang n. 

Exemple 2. Soit 

r-T pour x e (a, b) 
-a)(b — a?)J W-H (3) /(*) =. j * L . l* 
0 pour # == <z et x ~ b. 
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On sait que: 

(4) f(x) est de classe O00 dans l'intervalle [a, 6]. 

De plus, les dérivées à droite en point a et les dérivées à gauche en 
point b de rang quelceonque de f(x) sont égales à zéro, donc 

(5) /(
+

n) (a) = /<?> <p — {b) = 0 pour n = 0, 1, . . . où/<°>(a?)=/(a?) 

(6) il existe pour chaque n un point xn e (a, b) tel que f{n)(xn) ^ 0. 

Il est évident que si f'"n)(x) = 0, alors f(x) serait dans l'intervalle 
(a,b) 

(a, b) un polynôme de degré au plus égal à n — 1, ce qui est contraire 
à la forme de la fonction f(x). 

Désignons maintenant: 
1 

F(x) 

(x— #n)nexp 
\x — a — \\a + —— x\ 
\ 2n ) \ 2n~x J 2 

pour xela Ъ — a b 
+ ~ӯГ> a -r -2. 

-1 
n-1 J 

b — a b — a 
pour # = a H — et a; = —-—— 

où xn est un point de l'intervalle j a + 
b — a 

2n ' 
b — a 

^ Г ) t e l ^ u e 

exp / 6 - a W . 6 - a \ 
I \x — a — | ( a + - r — x\ [ \ 2n /\ ^ 2n~! / 

,(») 
4=0, 

pour n = 1, 2, [voir (6)]. 

Il résulte de la forme de la fonction F(x) et de (4) et (5) que F(x) est de 
classe C°° dans (a, 6]. En dehors de cela: 
(7) F(%xn) = 0 pour i = 0, 1, . . . , n — 1 et F^n\xn) ^ 0 pour chaque n. 

Il résulte de (7) que la fonction F(x) ne peut pas être l'intégrale de 
l'équation de rang n dans l'intervalle (a, b] pour aucun n. 

2. Classification des fonctions de classe O00 dans l'intervalle A. 

Nous donnerons maintenant quelques propriétés des ensembles Y{ 

et Zi9 définis au début de cette note. 
1. L'ensemble Y( pour chaque i n'est pas un ensemble vide, puisque 

par exemple la fonction identiquement nulle appartient à Y{. 
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2. Chaque ensemble Yi forme un espace linéaire au-dessus du corps 
des nombres réels par rapport à l'addition des fonctions et à la multiplica
tion par un nombre. 

3. Pour chaque k < 1, Yk c: Yt. Ce fait résulte directement de IV 
(voir p. 107). 

4. La différence Yt — Yk n'est pas un ensemble vide pour k < 1. 

x _— 1 appartient 

à Yt —- Yk (voir exemple 1). 

Voyons à présent que: 
A. Zi # 0 pour l = 1, 2, . . . (voir les propriétés 1 et 4 des l'ensem-

bles Y{). 
E Z{ n Z = 0 ?.pour 1 -̂  k. 
C. Si <p G Z,, alors oc(peZi où a est un nombre réelle quelconque 

différent de zéro. 
D. Les ensembles Zt pour l > 1 ne sont pas des espaces linéaires au 

dessus du corps des nombres réelles. En effet si (p e Zn alors —<p e Zl 

(voir C) mais (p — (p $ Zl pour l > 1. 
Pour caractériser l'ensemble Z.t nous donnons maintenant certaines 

conditions nécessaires et suffisantes pour que la fonction (p appartienne 
à l'ensemble Zt. 

Théorème tx: La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction (p 
de classe O00 dans Vintervalle A soit Vêlement de Vensemble Zx est que 
<p(x) == 0 ou (p(x) T-- 0 pour chaque x e A. 

A 

Théorème t2: La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction (p 
de classe O00 dans Vintervalle A soit un élément de Vensemble Zl (l ^ 2) 
est que: 

(a) il existe un point x0 e A telque(p(^(x0) = Opouri = 0, 1, . . . , I — 2. 
(b) pour chaque xxe A, si (p(i (xx) = 0 pour ï = 0, 1, . . . . 1 — 2 alors 

91~1}M # 0. 
La démonstration du théorème tx est faoile, la démonstration du 

théorème tt résulte directement du théorème I (page 2) si nous posons 
<Pi = 9% = • • • = <Pn = <P-

PARTIE II 

Cette partie est consacrée aux généralisations de la condition nécessaire 
et de la condition suffisante du théorème T, signalées au début de cette 
note. 
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Théorème Tx: Si les fonctions <plf <p2, . . . , <pt de classe C* dans Vinter
valle A sont dans cet intervalle les intégrales de l'équation (1) et s ;> n, 
alors le rang de la matrice W8(q>i, <p2, • • • > q>i) est constant dans Vinter
valle A. 

Pour la démonstration il suffit de poser que 1 <; n. En effet, si 1 > n, 
alors nous désignerons par A(qliq2, ...,qt) l'espace linéaire qui 
s'étend sur les éléments <px, <p2, . . . , <pt, et par dim A(q>l9 <p2, . . . , <pt) 
la dimension de celle-ci. En utilisant la théorie des équations différen
tielles, ordinaires nous obtenons dim A(<pl9 <p2, . . . , <pt) = r <i n, donc 
le rang de la matrice W8(q>l9 <p2, ..., qt) est égal au rang de la matrice 
^«v^ii» 9V • • • ' 90 P o u r chaque x e A, où 1 <I ik <i 1 pour 1 <I k <; r. 

Nous supposons maintenant que les fonctions <pl9 <p2, . . . , <pt pour 
1 51 n sont des solutions de l'équation (1), alors d'après le théorème T 
et III (voir p. 107) les fonctions q>l9 q2, . . . , <pt sont également les inté
grales pour une certaine équation de rang s dans l'intervalle A. Il resuite 
d'après le théorème T que le rang de la matrice W8 (q>l9 <p2, . . . , <pv 

<px, . . . , <px) est constant dans l'intervalle A. 

s—/ fois 

Nous pouvons obtenir également la démonstration du théorème Tx 

n'ayant pas recours aux théorèmes I, II et III . 

Remarque 1. Le théorème Tx n'est pas vrai dans le cas où s < n, 
indépendamment de l. En effet soit <px = <p2 = . . . = <pt = <p dans 
l'intervalle A où <p est une fonction quelconque de l'ensemble Zn (voir 
page 106) où 7i ̂  2. Il resuite du théorème t2 (la condition (a) et (b)) que 
le rang de la matrice W8(q>l9 <p2, . . •, <pt) ne peut pas être constant dans 
l'intervalle A. 

Théorème T2: Si 

1° les fonctions <p1,<p2 ..., <pi son^ d\e classe Cn dans V intervalle A 
2° le rang de la matrice Ws(<px, <p2, . . . , q>t) est égal à p pour chaque 

xeà 
3° n^ s 
4° si l > s, alors p < s, 

alors les fonctions <pt, <p2, ...» <pi sont ^es irdégrales de V équation (1) dans 
Vintervalle A. 

Il resuite du lemme suivant: 

Lemme: Si les fonctions <pl9 <p2, . -, q>i sont de classe O+1 dans 
Vintervalle A et le rang de la matrice Wk(<px, <p2, • •., <Pi) e$t égal à p pour 
chaque x e A et p < min (1, k), alors le rang de la matrice est égale p 
pourchaque x e A Wk+1(ql9 <p2i . . . , <piV 
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et des I, II, III (page 106 et 107) que pour démontrer le théorème T% il 
suffit d'examiner seulement les deux cas suivants: 

A. 1 ^ n = s 

B. 1 > n ^ s > p 

Démonstration du lemme: Supposons qu'il existe pour un certain 
x0 G A le mineur M de degré p + 1 de la matrice Wk+1(<pt, <p%, . . . , <pt). 
différent du zéro en x0. Comme le mineur M est une fonction continue de la 
variable x, alors il existe un entourage ô du point x0 tel que M ?- 0 
pour xe ô (par entourage ô du point x0 nous comprenons entourage par 
rapport à l'intervalle A). Désignons par ll9 l2, . . . , lp+1 le numéros des 
colonnes de la matrice Wk+1((px, (p2, . . ., (pi) dont les éléments sont les 
éléments du mineur M. Comme le rang Wk(<pl9 <p2, . . . , <pt) =-p < 

A 

< min (l, h), alors 

(8) det Wp+1(<ph, <pi^, . . . , <pipJ == 0 
ô 

Il s'ensuit de l'identité (8) (voir [2]) qu'il existe un sous-intervalle ô* 
dans l'intervalle ô, dans lequel les fonctions <pix, <pi%, . . . , ç?jp+1 sont 
linéairement dépendantes, donc il existe des constantes Ci (i = 1,2, . . . , 
2> + 1) telles que 

p+l pYl 

(9) 1 ^ = 0 et E o ? > 0 
t = l ô* i = l 

En différentiant de l'identité (9) un nombre de fois voulu il est facile 
de montrer que le mineur M doit être identiquement égal à zéro dans ô* 
ce qui est contraire au fait que M / 0 pour x e ô. 

Démonstration du théorème T2. 

Ad A. Remarquons que le rang de la matrice Wn(<px, <p%, . . . , <pt) 
est égal au rang de .la matrice Wn(<plf ç?2> * **> 9V> 9>i> * * *> 9>i) P o u r 

n—l fois 

chaque xe A, alors d'après le théorème T le système des fonctions 
<p1, <p2, . . . , <pt est un système pour l'équation de forme (1) dans l'inter
valle A. 

Ad B. Soit x0 e A, alors d'après la supposition il existe un mineur M 
de la matrice îVs(ç>i, <p%, . . . , <pt) de degré p < s différent du zéro au 
point x0. Comme M est une fonction continue, alors il existe un entou
rage ô du point x0 tel que M 7-- 0 pour chaque %ed. Changeant des 
indices des fonction <px, <p2, . . . , <pt nous pouvons supposer que le mi-
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neur M est formé des p premières colonnes de la matrice Ws(<plt ç>2, 
. . . , <pt). Alors le rang de la matrice W8(q>lt (p2, . . ., <pp) est égal à p 
pour chaque x e à. 

Supposons à présent qu'il existe un point ^ e A tel que le rang de la 
matrice W8(q>lt q>2, . . •, q>p)

 a u pointxL est égal à px < p. Nous pouvons 
supposer que xx est l'extrémité de l'intervalle ô. Puisque rang Ws(<plt 

<Pz> • • •> <PP, <Pi) = r a n g W8(<pl9 (p2, •. ., <pp) = p pour chaque x e ô et 
Je = p + 1, p -f- 2, . . . , 1, alors — pour r — p + 1 — les suppositions 
du théorème suivant sont satisfaites. 

Théorème H: Si 

1 ° les fonctions (px, <p2, • . ., (pr sont de classe C8 dans Vintervalle ô 
2° le rang de la matrice Ws(<p1, <p2, . . . , <pr) est égal à p pour chaque 

xe ô 
3° s > min (r — 1, p), 

alors il existe un système des constants Car)(oc = 1, 2, . . ., r; {$ = 1, 2, 
r 

. . . , p) tel que]£ Ca$<pa(x) = 0 ^xmr chaque x e ô, ^ — 1, 2, ..., p et 
a = l 

7e ra?*# de £a matrice \\ Ca$ \\ est égal à p., (voir [2] p. 177 et les remar
ques complémentaires dans la note [3] p. 262*)). 

v 
De là nous avons pour h fixé (j? + 1 <; k <; 1) Z C*[i<P*(x) + 

a = l 
+ Op+i^^) = 0 pour chaque x e ô, /? = 1, 2, . . . , p et le rang de la 
matrice || Caâ || est égal à p. Soit Cp+ltl = 0, alors 

(*) Y* @ai<Pa(x) = 0 pour chaque a; G (5. 
a = l 

P f 1 

Ce n'est pas vrai que £ O|x = 0 parce que le rang || Oa9 || = p et 
a = l - ' 

d'après (*) nous concluons que le rang de la matrice W8(<plt <p2, • • •, (pp) 
ne peut pas être égal kp dans l'intervalle ô. Il s'ensuit de là que Cp+11 + 0 
donc chaque fonction <pk {p + 1 g k g 1) est une combinaison linéaire 
des fonctions <p1,<p2, . . . , <pp dans l'intervalle ô. Il resuite de là et de la 
continuité des fonctions <plf <p2i . . . , <pl dans l'intervalle A que chaque 
fonction <pk(p + 1 ^ fc ^ 1) est une combinaison linéaire des fonctions 
<Pi, <p2, • • •> ?V dans <$. Par conséquent 

rang W8((px, <p2i . . . , <pl)x=Xl = ranp W^, ç?2, . . . , ç^)*-^ = Pi < P 

*) Les remarques complémentaires dans la note [3] ont été faites pour le schéma 
de Haupt qui n'embrasse pas le cas des fonctions réelles. D'ailleurs il est facile de 
montrer que les remarques mentionnées sont vraies également pour cas dermières. 
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ce qui est en contradiction avec le fait que le rang de la matrice W8(<px, 
<p2, . . . , cpt) est égal à p pour chaque x e A. Donc nous avons montré 
que le rang de la matrice W8(<px, <p2, . . . , <pp) est égal à p pour chaque 
xe A, alors d'après le lemme le rang de la matrice Wn(<plt <p2, . . . , <pp, 
<Pi> • • •> <Pi) est égal à p dans l'intervalle A. D'après le théorème T 

n—p fois 

les fonctions <px, <p2, . . . <pp sont donc les intégrales d'une équation de la 
forme (1). Mais 

rang W8((px, cp2, ..., cpp, (p}) = rang W\(cp1, cp2, ..., cpp) =p 

pour chaque xeAetk=p + l, p + 2, . . . , 1 . Alors chaque fonction 
<Pp+i > <Pv+2> • • • > <Pi es^ une cominaison linéaire des fonctions cpx, cp2, 
. . . , cpp dans A (ce fait nous l'avons montré ci-dessus pour l'intervalle ô 
— la démonstration pour l'intervalle A est analoque). Par conséquent les 
fonctions cpx, cp2, . . . , <pt sont dans l'intervalle A les intégrales d'une 
équation de la forme (1). 

La démonstration du théorème T2 est ainsi terminée. 

Remarque II: Les suppositions 3° et 4° du théorème T2 sont essen
tielles. Le théorème T2 n'est pas vrai dans le cas où n < s, même si la 
condition 4° serait remplie. 

Exemple. Soit cpx = cp2 = . . . = cpt = cp où cp est une fonction quel
conque de l'ensemble Zs(s ;> 2). Alors d'après le théorème t2 (la condition 
(a) et (b)) nous avons 

rang W8(cpx, cp2, ..., 99.) = rang \\ cp, cp , . . . , g/»-1) || = 1 

pour chaque xe A. 
Mais la fonction cp ne peut être la solution d'aucune équation de rang 

n < s. 
La théorème T2 n'est pas vrai non plus dans le cas 1 > s = p (évide-

ment il ne peut pas être p > s), même si la condition 3° serait 1 emplie. 

Exemple. Soit 

<Pi = &~\ <p2 = %*~2> ••> <ps-i = x> <Ps^l> 9Vn = 9>,+2 = 1 • • = <Pi = <P 

où s ^ n, 1 > s et cp e Zk pour un k > n. Alors le rang de la matrice 
W8(cp1, cp2, . . ., cpt) est égal à s pour chaque x, car le mineur Ws(<ply 

cp2, ...,<p8) est toujours différent de zéro, tandis qu'il est facile de 
montrer que le système <pt, <p2, . . . , <pt ne peut être la solution d'aucune 
équation de rang n puisque k > n. 

Désignons maintenant par (a) et (b) les propositions suivantes: 
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(a) le rang de la matrice W^cpn <p2, . . .<pt) est égal à p pour chaque 
# e A 

(b) les fonctions <pl9 ç>2, . . ., cpt de classe OmaxOM) dans l'intervalle A 
sont dans cet intervalle un système d'intégrales pour l'équation (1) aux 
coefficients continues dans A. 

La proposition suivante ,,si (a), alors (b)" nous l'écrirons (a) -> (b). 
Analogiquement la proposition ,,si b, alors a" nous l'écrirons sous la 
forme (b) -> (a). Si (b) ne résulte pas de (a) ou si (a) ne résulte pas de (b), 
alors nous écrivons (a) +* (b) ou (b) +-• (a). 

Nous pouvons écrire les résultats de la partie II de cette note sous 
la forme du tableau suivant: 

1 = n 

8 = П (a) ±L (b) 

1 = n 8 > П (b) —• (a) , (a) -/-• (6) 1 = n 

8 < П p < 8 (a) —+• (b) , (6) -+*. (a) 

1 = n 

8 < П 

P^8 («) ^ (6) 

1 < Л 

8 = П (a) ^ ± 1 (6) 

1 < Л 8 > H ' (b) —+ (a) , (a)-f+(b) 1 < Л 

* < n 

s ^ 1 (a) — • (6) , (6) -/->• (a) 

1 < Л 

* < n * < 1 P < 8 (a) — • (Ь) , (6) -f+ (a) 

1 < Л 

* < n * < 1 

p = 8 (a) ^fĽ (b) 

ì > n 

* ssв П 

|> < 8 (a) ++: (b) 

ì > n 

* ssв П 
p = 8 (b) —+ (a) , (a) -f*- (b) 

ì > n 8 > П (6) — ^ (a) , (a)Ҷ+(b) ì > n 

8 < П P < 8 (в) — • (6) , (6) -f* (a) 

ì > n 

8 < П 

P^8 (a) ф (6) 
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