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ОБ ОДНОМ 
РЕКУРРЕНТНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ 

Н. М. Флайшер, Москва 

Поступило в редакцию 30. IV. 1968 

Вероятностные проблемы [I] требуют нахождения равномерно 
сходящихся к нулю на [а, Ъ] при п -> со последовательностей 
функций1) ип(х), п = 0, 1, 2, ... (щ(х) е С[а, Ъ]; при п _: 1 ип(х) е 
е С2[а, Ь]), таких, что 

(1) ип+х (х) = ип+х(х) — ип(х), х е [а, 6]. 

I. Теорема I'. Пусть Мп = 8ирг%(я) = г%(ж§*>), х0

11) е [а, Ъ], и су~ 
а^х<,Ь 

ществует тах{Жи} = МПо = иПо(х0

По)) _; О2). Тогда либощ = 0, либо 
х0

По) равен а или Ъ. 
Доказательство. Предположим, что 

(2) щ > 0 И а < 4'го) < Ь. 

Пусть Ж* = тах {0, М0, тах {ип(а)}, тах {ип(Ъ)}}3); тогда (2) 
равносильно тому, что МПо > М*. Положим 

(3) ип(х) = ип(х) + -^-—^Г (х - х^)2; 

Мп = вир ип(х) = ол(х^>), х<р> б [а, Ь]. 
а<#<& 

По условию, существует тах {Мп} = /И,,о = ||По(х0

По)). Покажем, 
что 

(2') по > 0 И а < х{оо) < 6. 

Действительно, иПо(х0

По)) = иПо(х[По)) = ЖПо, а при любом п 
М М* 1 

ип(а) = ип(а) + 2 ^ _ о ) а («-4 И о ) ) 2 < М* + - (Мп-М*) < МПо, 

м м* \ 
и„(6) = «,(6) + щ_а)2 (6-4 И 0 ) ) 2 йМ* + - (Мп-М*) < Мщ, 

М М* 1 

и0(х) - щ(х) + 2(

И

6°_а)2 ( г - * ^ ) 2 = Л-"* + 2 (ЛГ-..-ЛГ*) < ЛГ.., 

*) Все функции ниже — вещественны. 
2) В противном случае вир {Мп} =. 0. 
3) Если, например, т а х {ип(а)} не существует (то-есть аир {ип(а)} — 0, то 

М* = т а х {0, М0, т а х {ип(Ь)}} и. Т. П. 
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откуда следует (2'). Поэтому ип<1(х) имеет при х — Хо"о) максимум, 

значит и;,(х? , )) й 0. Далее «„.(х!^) ^и„ 0 _, (х!Го)), значит 

Ч ( ^ ) - к ( х Г ' , ) ^ . г 1 ( х П ] ^ . 
С. другой стороны 

" ' < ( * ^ , ) - [«•.(«П - иПа^)] = *±=^- > 0. 

Теорема Г'. Пусть тп = т Г %(^) = адя(ж0

п))» ^о0 е [а, 6] гг сг/^-
а<ж^!у 

ствует т т {т й } = ??%0 = %&0(#(Го)) ^ 0 (в противном случае 
тГ{гая} = 0). Тогда либо п0 = 0, либо ж^о) /?а#е« а или Ь. 

Доказательство аналогично предыдущему. 
Следствие. Если {ип(х)} и {оп(х)} — последовательности функций, 

удовлетворяющих уравнению (I) (и0(х), V0(x) е С [а, Ь]; при п > 1 
и>п(х), Vп(x) е С2 [а, &]), причем для всех п ип(а) ^ Vп(а) и ип(Ь) й 
<; гя(&), а при всех х е [а, Ъ] и0(х) <> V0(x) и хотя бы ип(х) сходится 
равномерно к 0 при п~> оо, то для всех % и х ип(х) ^ %(.г). 

2. Задача А. Найти последовательность ограниченных при 
я—> ±оо, равномерно сходящихся к нулю на любом отрезке при 
п -> оо функций ип(х) е С2(—оо, оо), п = 1,2, ..., удовлетворяющих 
уравнению (I) на (—оо, оо) и условию 

(3) и0(х) =Дх), —оо < х < оо. 

Теорема 2. Если /(х)еС(—оо, оо), / (±оо) = 0, то задача А 
имеет единственное решение 

( 4 ) м—1 оо 

к = 0 — о о 

Доказательство. Если *7П(1), Р{() — трансформанты Фурье 
ип(х), Дх), то ^п(^) = (I + €2)~п Р($), откуда следует (4). При 
п -> оо ^п(ж) = О (п~112) равномерно по х. Для всех п ^ 1 мя(#) 6 
е(72(—оо, оо), а ип(± оо) = 0; -мя(#) удовлетворяет уравнению 
(I) при п = 0, 1, 2, ... и условию (3), так как ^0(|) = Р($). 

Пусть г*0(аО = 0, | ип(х) | < Ж для всех п и х, В > О, %(ж) = 
= Ж # - 2 (х2 + 2тг); %(#) удовлетворяет уравнению (I), причем 
ип(±М) <; Vп(±В), щ(х) <^ V0(x); значит при | х | ^ В для всех п 
| ип(х) | ^ #я(#) откуда ип(х) = 0 при любых п и х, следовательно 
решение (I) единственно. 

Задача В. Найти последовательность ограниченных при х -> оо, 
равномерно сходящихся к нулю на любом отрезке [а, &]<= [0, оо] 
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при п-> со функций ип(х) е С2(0, со), п = 1, 2, ..., Удовлетворяю­
щих уравнению (I) в (0, оо) и условиям щ(х) =/(ж), о < # < со; 
^(0) = ая, л = 0, 1, 2, ... (оо =/(0)). 

Теорема 3. Если /(ж) б С[0, оо), /(со) = 0, ап-*0 при я--> оо, 
то задача /? имеет единственное решение 

ип(х) = 1 _ У ...-А* + _Г_.1.)1_ [ п* _ *,»-*-, е-|.-*1 _ 
м " ^ 2«(„,_ 1)! .6 2**!(п — * — 1)! / 1 К ' 

»v--o o 
— (f + .r)*-*-' e-<*+*)]/(ř) df H-
n n—wi—1 

* _* V V (n — ni-\- k)\ 
2 , , ~ * _ 

£ - 0 

1 V V (тг — т + & ! , , 
е~х \ а \ * ^ И^^хп-т~к~г ж _ п + т+]су 

п~Цп—1)! 1л /л 2кк\(п—т — к)\ 

Доказательство аналогично предыдущему. 
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