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ОБ О П Р Е Д Е Л Е Н И И НЕ К О Л Е Б Л Ю Щ Е Г О 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О У Р А В Н Е Н И Я у*=4(г)у 

В Т О Р О Й Г И П Е Р Б О Л И Ч Е С К О Й Ф А З О Й 

Я р о с л а в К р б и л я , Ж и л и н а 
Поступило в редакцию 13. 6. 1968 ; 

Посвящено академику О. Борувке ко дню 70—летия 

В книге академика Борувки [1], стр. 35—100, построена теория 
фаз обыкновенных линейных однородных дифференциальных 
уравнений второго порядка. Эти фазы определены при помощи 
круговых полярных координат. Подобным образом в работе [2] 
определены при помощи гиперболических полярных координат 
функции а(1), (}(1), которые названы по очереди первой, второй 
гиперболической фазой. В следующем мы будем прилагательное 
гиперболический пропускать. 

Символом 1(1) еС]сЩ будем в далынем означать тот факт, 
ч^о функция 1(1) непрерывна, вместе со своими производными 
включительно порядка к на открытом интервале / = (а, Ь). 
Если интервал / полуоткрытый [а, Ь), то под непрерывностью 
функции /(г) или производной этой функции в конце х ~ а 
мы будем понимать непрерывность или производную справа. 
Подобно тому будем понимать тоже непрерывность или произ-^ 
водную в случае отрезка в его концах. 

В работе [2] было доказано следующее утверждение: Для того, 
чтобы произвольные функции &(1), /3(2), определенные в интер
вале / , ос(1) @(1) Ф 0 для всех I е / , имеющие свойство ос(1) е.Сз(/),. 
а'(г)\ ф 0, для всех I е / , §(1) е С^/), были по очереди первой,' 
второй фазой Определенной базы и, г?, решений неколегающего 
дифференциального уравнения у ^ 

(Я) У" = Я(1)У, • я(1)еС#) ..,,,•: 

необходимо и достаточно, чтобы для каждого I е / выполнялось 

(1) ' /5(.) = «(0 + Агс*ь|(1)'. , 

Легко можно доказать, что выбором произвольной функции 
а(2), о.которой предполагаем, что имеет свойство 5 

V VV% .% 

(а) ., а(2) е Сз(/), сс'(1) фр' 1>для воех &€*/, ~..^ 



дифференциальное уравнение (д) однозначно определяется фор
мулой 

(2) я(г) = - { * . О + а'2> 
г А 1/«"У 1 / а " \ 2 

где выражение {а, *} == --у(—г) — -г (-—г) называется производ
ной Шварца функции а в точке I, для которого уравнения функ
ция ос(1) является первой фазой. 

Если дана первая фаза сс(1) то вопрос о существовании второй 
фазы /3(1) имеет положительный ответ только в том случае, когда 

1/1 \'| 
фаза ос(1) еще выполняет неравенство II-—---I > 2 для всех ^е^. 

Фазу ДО) потом получим из формулы (1). 
Решение проблемы, в какой мере функция ДО), имеющая 

свойство' 

(/?) № е су), ЯО Ф о 
для всех ^€^, если требование, чтобы она была второй фазой 
определенного дифференциального уравнения (д) определяет 
первую фазу а(*), следовательно, и дифференциальное уравнение 
(д), хотим дать в этой статье. Подобная проблема изучена для 
колеблющего случая в работе [3], которая явилась толчком 
и послужила образцом для дальнейших рассуждений. 

В случае если ос'(1) ФО для всех ^е^ то дифференциальное 
уравнение (1) возможно заменить эквивалентным дифферен
циальным уравнением 

(3) ос" = 2а'2 с1Ь [а(0 — ДО)], 

правая часть, котогого является непрерывной функцией всех 
цеременных и удовлетворяет условию Липшица относительно 
переменных а, а' и поэтому проблема Коши имеет единственное 
решение. 

1 
Лемма. Если х < О, то с1Ь х < —. 

х 
Доказательство следует из того, что Нт [сЬЬх I = О 

и производная I с1Ь х 1 > 0. 

Теорема 1. Пусть функция ДО) € Сх{[а, оо)), ДО) > 0, (}'(1) > 0, 
для всех 1е[а, оо), пусть а0, ос'0 произвольные положительные 
числа и пусть а0 < /?(а). Потом дифференциальное уравнение (1) 



имеет одно и только одно решение ос(1), со свойством ос(1) е 
е Съ ([а, со)), 0 < ос(1) < Р(1), ос'(1) > О, для всех1 е [а, оо), выполня
ющее начальные условия: ос(а) = ао, а'(а) = а0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из предложений теоремы, согласно тео
реме существования и единственности решений, существует одно 
и только одно решение дифференциального уравнения (3), кото
рое определено в определенной окресности справа точки а: 
[а, а + 5), 8 > 0, выполняющее начальные условия а(а) = ао, 
ос'(а) = а 0. Поскольку функция р(1) е С\([а, оо)), то ос(1) € 
е С3([а, а + д)) и из а'(а) > 0, а(а) < /?(а) следует существование 
д > 0, д ^ 5 такого, что для всех I е [а, а + д) тоже ос'(1) > О 
и ос(1) < 0(1). 

Теорему докажем таким образом, что покажем возможность 
пополнения определения функции ос(1) в правый конец а + д 
полуинтервала [а, а + д) так, чтобы на сегменте [а, а + д] 
функция ос(1) обладала ос(1) е С3([а, а + <5])> а(^) < /?(*), ос'(1) > О, 
для всех I е [а, а + <5]. 

Чтобы функция а(г) с пополненным определением в точку 
а + д принадлежала к Съ([а, а + <5]), должен существовать 
предел И т а(г). ЭТОТ предел ввиду того, что в интервале [а, а + 

+ <5) производная ос'(Ь) > 0, то есть функция ос(1) возрастающая 
и имеет место неравенство ос(1) < @(1)у существует. Определяем 

И т ос(1) = а(а + д). 
I -> а + д~ 

В полуинтервале [а, а + 6) выполняется неравенство ос(1) < 
< Р(1). Мы должны еще показать, что ос(а + д) < (1(а + д) и 
сделаем это приведением к нелепости. Пусть верно а(а + д) = 
= Р(а + д). В силу леммы, поскольку а — /9 < 0, имеет место 

1 
неравенство сШ (а — /8) < -,- для всех 1е[а, а + <$). Из этого 

ос р 

неравенства и из дифференциального уравнения (3) получим, 

так как —^ < О неравенство: 

« ! < 2 - ^ = 2 ^ ^ + 2 - ^ - < 2 а ' - Г 
а' ос — $ ос~Р я — 0 ж — Р 

из которого следует отношение: 



где функция 1(1) < О для всех % е[а, а + <5). Интегрированием 
получаем: 

Ш а' = 1„ (а - & + / / ( , ) 6а + 1п ^ ^ Г 

ИЛИ 

а " (а —/9)-е««), 
(«о-/9(в))-

где _Р($) = I /(ст) (1-ог убывающая функция на сегменте [а, а + <5], 

а 
Р(а) = 0 и поэтому а' < с(ос — /?)2, где с подходящая постоянная. 
Изберем <50, О < <50 < <5 такое, чтобы на сегменте [а + <50, а + <5] 

выполнялось неравенство /3 — а < 1 / — , где ттг > О обозначает 
г 2с 

минимум производной /?'(1) на сегменте [а, а + <5]. Потом на 
полуинтервале [а + <50, а + <5) выполняются неравенства 

771 7?2 

О < а'(г) < -~-, /?'(*) ^ тп, откуда /?' — а' ^ -у-то есть функция 
/?— а на этом полуинтервале является возрастающей. Обозначим 
через А значение этой функции в точке а + <50 : к = /?(а + <50) — 
— а(а + <50) > 0. Так как существует Нт [/?(*) — а(г)], имеет 

место неравенство /?(а + <5) — а(а + <5) ̂  к > 0, следовательно, 
мы приходим к нелепому выводу /5(а + <5) > а(а + <5) в отноше
нии к предположению ($(а + <5) = а(а + <5). 

Далее нам нужно показать существование предела Нт ос'(1). 

Из уравнения (3) поскольку ос — @ < 0 получаем ос" < 0, то есть 
производная ос'(1) является убывающей функцией и ос'(1) > 0 
для всех I е [а, а + <5). Это гарантирует существование неотрица
тельного предела и определяем Нгпг ,ос'(1) = а'(а + <5) ^ 0. 

Еще нужно доказать, что а'(а + А) у> 0. Это докажем от про
тивного. Пусть а'(а + <5) == 0. Потом существует полуинтервал 
[а + д\Уа + <5), 0 < <51 < <5 что для всех I е [а + <5ь а + <5) вы
полняется неравенство 0 < ос'(1)'< т ^ @'(1) и следовательно 
/?'(#) — ос*(1) > 0 и р(1) — ос(1) > 0. По этой причине функция 
с1Ь [Р — а] положительна м убывающая в полуинтервале 

[а + <5Ь а + <5), а функция (?(1) == I с1Ь [Р(а) — ос(а)] <\а 



полуинтервале возрастающая. Функцию 6(1) можем оценить: 

О ^ 6(1) < С(а + б) й (б - <50 с!Ь [р(а + бг) — а(а + бг)] = К. 

Интегрированием уравнения (3) получаем 
t 

Ыа)] = 2С{1)' 0ТКУДЭ Х'{1) = С + 2С«)' ГД6 С = «'(а + Д.) > ° 

и потому для всех I е [а + б\, а + б) выполняется неравенство 
1 

ос'(1) ^ ---—:—------. > 0, из которого после вычисления односторон-

него предела в точке а + б получим противоречие к исходному 
предположению. 

Этим мы доказали, что можем продолжать каждое решение 
ос(1) дифференциального уравнения (3), следовательно, и диффе
ренциального уравнения (1) выполняющее начальные условия 
ос(а) = ос0, ос'(а) = ос0 и определенное в полуинтервале [а, а + б) 
на неограниченный интервал [а, со), притом это продолженное 
решение имеет на интервале [а, со) свойства упомянутые в тео
реме и доказательство окончено. 

О ситуации, когда производные фаз а, /9 одновременно отрица
тельные, говорится в следующей теореме. 

Теорема 2. Пусть функция р(1) е С\([а, со)), @(1) < 0, /?'(1) < 0, 
для всех I 6 [а, со), пусть а0, а 0 произвольные отрицательные 
числа и пусть @(а) < а 0. Потом дифференциальное уравнение(I) 
имеет одно и только одно решение ос(1) со свойством ос(1) е С$([а, со)), 
@(1) < ос(1) < 0, ос'(1) < 0, для всех I е [а, со), выполняющее началь
ные условия: ос(а) = а0, а'(а) = а0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим /5(*) = —(}(1), а(0 = —а(0> 
а 0 = —а 0 , а0 = —а 0 . Легко убедимся в том, что функция $(1) 
и числа а0, а 0 исполняют предположения теоремы 1 и на осно
вании ее утверждения, учитывая, что дифференциальное урав
нение а" = 2а' 2 с!Ь [а — /9] при а = —а, /3 = —/? эквивалентное 
с дифференциальным уравнением (3), то доказательство готово. 

Содержанием далыпей теоремы является инвариантность фаз 
относительно параллельного сдвига. 

Теорема 3. Пусть функция ($(1) и числа ос0, ос0 имеют свойства 
как в теореме 1 или теореме 2. Пусть ос(1) есть решение диффе
ренциального уравнения (1), определенное в интервале [а, со), 
выполняющее начальные условия ос(а) = а0, а'(а) = а 0 и имеет 
свойства вышеприведенные в теореме 1 или теореме 2. Пусть к 
произвольное число. Потом к функции Р(1) + к существует одно 
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и только одно решение а(1) дифференциального уравнения (1), 
определенное в интервале [а, со), выполняющее начальные условия 
а(а) -= а0 + к, а'(а) = а0 и а(1) = ос(1) + к. 

Доказательство получаем из того, что дифференциальное урав
нение а" = 2а'2 с1Ь [а — (/? + к)] при а = ос + к есть дифферен
циальным уравнением (3) и из утверждения теоремы 1 или 
теоремы 2. 

Следствием доказанных теорем являются следующие утвержде
ния, которые решают предложенную проблему. 

Пусть дана произвольная функция /?(*), имеющая свойство (/?) 
для всех I е [а, со) и пусть даны числа а0 Ф О, а0 такие, что 
а0 < @(а) или а0 > /8(а) в зависимости от того, будет-ли 8$п /?'(*) > 
>0 или 8#п Р'(1) < 0 и 8#п а0 = 8§п ,6'^). Потом существует одна 

и только одна функция сх(1), определенная в интервале [а, со), 
выполняющая а(а) = а0, а'(а) = а0 такая, что ос(1), (}(1) по очереди 
первой и второй фазой некоторой базы и, V решений дифферен
циального уравнения (а). 

Относительно к формуле (2) этот результат можем сформули
ровать следующим образом: 

Если дана произвольная функция /1(1), имеющая свойство (/?) 
для всех I б [а, со) и числа а0 Ф О, а0 такие, что а0 < @(а) или 
а0 > /5(а) в зависимости от того, будет-ли здп (1'(1) > О или 
8§п $'(1) < 0 и 8§п а0 = 8дп (1'(1), потом существует одно и только 
одно дифференциальное уравнение (ц) такое, что функция сс(1) 
выполняющая а(а) = а0, а'(а) = а0 и функция (}(1) являются 
по очереди первой и второй фазой некоторой базы и, V этого 
дифференциального уравнения. 

Вкратце это можно выразить следующим образом: 
К произвольной функции Р(1), имеющей свойство (/?) для всех 

I 6 [а, со), существует неколеблющее дифференциальное уравне
ние (#) такое, что функция (1(1) является его второй гиперболи
ческой фазой. 
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