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SUR UNE CLASSE DE CONGRUENCES 
DE DROITES DANS UN ESPACE P R O J E C T I F 

DE DIMENSION P A I R E 

Par Karel Svoboda, Brno 

A M. O. Borùvka à Voccasion de son jubilé scientifique 

Présenté le 28 Avril 1969 

1. Soit L une congruence de droites plongée dans un espace projectif 
Pin (w ^ 2) à 2n dimensions. Supposons que L soit une congruence 
non-parabolique possédant deux surfaces focales douées, l'une et l'autre, 
précisément d'un réseau conjugué qui est déterminé, sur chacune de 
ces surfaces, par les développables contenues dans L. Faisons corres
pondre, à une droite quelconque de L, un repère ponctuel R formé de 
2n + 1 points analytiques linéairement indépendants Ai (i = 1, .. 
.., 2n + 1) assujetis à la condition [Ax ... A2n+1] = 1 ainsi que le repère 
hyperplanaire correspondant K* engendré par 2n + 1 hyper plans 
analytiques linéairement indépendants 

Ei = ( _ 1)*[AX ... At_i Aî+1 ... A2n+1] (i = 1, ..., 2n + 1). 

On a alors les équations fondamentales 

(1) àAt = (4.4,, dK* = —w)E1 (i,j = 1, ..., 2n + 1) 

et les formules de structure 

(2) dcuj = cof A (4 (i,j, i = 1, ..., 2n + 1). 

Rappelons que l'espace osculateur SW d'ordre h le long d'une droite 
p de L est défini comme l'union linéaire des espaces osculateurs d'ordre k 
des surfaces focales de L aux points situés sur p et qu'il est, en général, 
à 2h + 1 dimensions. Les considérations suivantes seront consacrées 
aux congruences L pour lesquelles dim #(*) = \2k + 1 (k = 1, ..., n — 1) 
et dim SW S 2n. On dit dans ce cas, d'après [1], que L est une congru
ence d'indice n — 1. 

Cela étant, on peut choisir le repère ponctuel R associé à une droite 
p de L de manière que Ai, A2 coïncident avec les foyers situés sur p 
et [A± ... A2hA2h+1] resp. [A1 ... A2hA2h+2] soit l'espace osculateur 
d'ordre h (h = 1, ..., n — 1) de la surface focale (Aj) resp. (^2) au point 
A1 resp. A2. En vertu du choix considéré du repère R, on a évidemment 
#<*> = [At ... -A27M-2] (k = 1, ..., n — 1) tandis que SI») -= [Ai ... A2n+1]. 
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Les suppositions faites au sujet du choix du repère ponctuel R se 
traduisent (v. [1]) par les équations qui prennent, après une parti-
cularisation convenable des paramètres secondaires, la forme suivante 

i), 

(3) co\ = a i co2 , oĄ = 0-2CO1, 
,.j2t + 2 __ f) coÿ+1 = 0 (ť = l , ...,n- - 1 ) , 
(Ąi-i = 0, coj

2i = 0 (»" = 1, ...,n- - 1 ; 
І = 2 » + 3, ., ,.,2и 

co2 |І} = co ь c o | | + 2 = co2 
(i = 2 , . . . ,»--1) , 

íoЦ-i = o, cof-1 = 0 (ť = 2 , ..., n --1) , 
(4) ^ І n - l = ßtfOi, 

йlf»í} =OCD,, 
^ І n " 1 = ßl(02 
(Ąn+i = 0 ) ъ 

OÙ 

(5) COi = COj, CO2 = : CУ^ 

sont les formes principales linéairement indépendantes et le groupe 
d'équations écrites dans les deux dernières lignes de (3) est à supprimer 
si n = 2. 

Simultanément avec la congruence L considérons sa dualisation L* 
engendrée par les espaces osculateurs S0*-1) d'ordre n — 1 de L. En 
regardant les hyperplans de P2n comme points de l'espace P*n corrélatif 
à P2n, la dualisation L* de la congruence L apparaît comme lieu de 
points analytiques E2n+1 de P*n. D'après ce qui précède, on a en parti
culier 

djg2n+i = _cofnX\E2n+1 — bco2E
2n — acoxE2^1 

et on en voit que L* est en général une surface plongée dans P*n. Pour 
que L* soit une courbe dans l'espace P*n il faut et il suffit que précisé
ment une des fonctions a, b s'annulle identiquement. 

Dans ce qui suit, nous allons nous occuper des congruences de droites 
dans P2n dont la dualisation est une courbe. Nous allons nous borner 
à indiquer les propriétés géométriques des congruences en question 
dans le cas a =5-= 0, b = 0. 

Cela étant, on obtient, d'après (4), l'équation cof~x = 0 qui entraîne, 
en vertu de (2), /3i = 0 de sorte que les équations (4) prennent la forme 

(6) ^ _ 1 = ^ 2 c o 1 , c o 2 r 1 = 0 , 
«>iS±î = aœi, co2rl = 0 (a ^ 0). 

Les congruences en question se trouvent définies par le système d'équa
tions différentielles (3), (6) dont les conditions d'intégrabilité sont 

(7) coi A co| + C02 A {dai + OL\(2CO\ — co\ — coty} = 0, 

coi A {da2 + a2(2co} — co| — co^)} + co2 A coj = 0, 
«1 A (co%X\ — co%z\ —col + co\) = 0, 
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*>2 A (co2|î2 — co% — co4
4 + «>î) = 0 (i = 2, ..., n — 1), 

Û>I A œîi+i + <°2 A œl\zl = 0, 
coi A to2

2\-
3 — co2 A co2^1 = 0 (i = 2 , ...,^ — 1), 

o>i A {d/32 + j82(û>g — co 2 n — <4 + co\) + aœfn+1) — co2 A cD^lf = 0, 
«>! A {àa + a(co2lX\ — cofnZ\ —co\ + co1)} = 0, 

coi A co2
2
n-z = 0, 

les équations écrites dans la troisième jusqu'à sixième ligne étant à 
supprimer dans le cas de n = 2. On en déduit sans aucune espèce de 
difficulté que 

les congruences L d'indice n — 1 dans P2n dont la dualisation L* est 
une courbe existent et dépendent d'une fonction arbitraire de deux variables. 

Sans restreindre la généralité des considérations suivantes nous 
posons a = 1, 

2. Nous nous proposons de décrire la structure géométrique des 
congruences de droites en question. Pour cela, nous allons démontrer 
la propriété suivante de la dualisation L*. 

Proposition 1. Soit L une congruence de droites d'indice n — 1 dans 
P2n. La dualisation L* de L étant une courbe, elle n'appartient pas à un 
sous-espace P*. (k = 1, ..., n) à k dimensions de l'espace P2n corrélatif 
à P2n. 

Démonstration. Considérons le système d'équations différentielles 
auquel conduisent les équations (3), (5), (6). On a, d'après la deuxième 
équation (1), 

(8) dE2n+i =—co2n
nt\E2n+1 —œiE2n-i9 

dK2rc = _ c o 2 £ + i ^ 2 w + i _ mlnE2n _ p2COlE
2n-l —œ2E

2n~2, 

dK2tt-l = —0>2n--1^2fl+l _ C02n
nZ\E2n-l _ C O l K 2 ^ - 3 ? 

dE2S = —ft)f4+ ^211+1 _ .. . __<y2i + i^2f+l _ œ2îE2t _ c02E
2i~2, 

dK2*-i = _coii-iiE2n+i _ ... _ft>||7lK^+1 — coifllK2*"1 — eoiK2*"3, 

dK2 = —co2
2n+1E

2n+1 — ... — a>2K3 — cofK2 — aiCo2K
1, 

dK 1 = _û>i n + 1 JB2n+i _ . . . _ w i K 3 _ a 2 C O l J£2 _ œig;i 

(i=n — 1, ..., 2), 

le groupe d'équations exprimant AE2i et dir?2*-1 (i = n — 1, ..., 2) étant 
à supprimer si n — 2. Le système (8) définie, dans P | n , la courbe en
visagée L* comme lieu du point E2n+1 et en même temps l'ensemble de 
repères B* associés à L*. 
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Désignons par ajc l'espace osculateur d'ordre h de la courbe L* au 
point E2n+1. On voit immédiatement de (8) que o~i = [ j ^+ i^w- i ] et 

à2E2n+1 = (—œi)2E2n-i (mod K2n+i? E2^1). 

Il en résulte que la courbe L* ne se réduit pas à une droite et que 
a2 = [E2n+1E2n-1E2n~3]. o r> o n a ? e n Ve rtu de la deuxième équation (7), 

(9) « g - 3 = a 2 r 3 û ) l 

et on en obtient facilement, d'après (8), 

à3E2n+1 = (—œi)3(a2l-3E2n + E2n~5) (mod E2n+1 ,E2n~1 ,E2n~3) 

à condition d'y poser E2n~5 == <X2K2 (a2 -s-- 0) dans le cas de n = 2. Cela 
montre que, quelque soit la valeur de n, L* n'est pas une courbe plane. 
Dans le cas de n = 2, la proposition précédente se trouve complètement 
démontrée. 

Pour faire suite à la démonstration de la proposition énoncée dans 
le cas de n *> 3, nous allons montrer, de proche en proche, que, en 
chaque position du point E2n+1 sur la courbe L*, il est possible de choisir 
le repère R* associé à L* de manière que ak = [E^^E2^1 ... E2n~2jc+1] 
(h = 3, ...,n) et que cette particularisation du repère R* peut être 
exprimée par les équations 

(10) coft1 =0(j = n—h+2;h=3, ..., n; i =j + 1, ..., n). 

Pour le voir, procédons par la voie d'induction complète. 
Supposons d'abord que h = 3. D'après ce qui précède, l'espace 

osculateur cr3 se trouve déterminé par les points linéairement indépen
dants E2r*+i5 jjpn-\y E2n~3, al*~3E2n + E2n-5. Or, on peut, évidemment, 
choisir le repère R* de la manière supposée ce qui exige de poser a2n~

3 = 0. 
On en déduit, d'après (9), l'équation qui résulte de (10) pour h = 3. 
De plus, en appliquant les formules de structure à l'équation (10) en 
question et en envisageant l'équation (76) pour i = n — 2 , on obtient 
deux relations extérieures qui entraînent 

fn2n-5 — n2n-sr,u r^2n~s — n2n~5r,u C02n — a2n C°1> C02n-2 — a2n-2C°l' 

Cela étant, on a, d'après (8), 

d4K27l+l = (_COl)4(a2n-5J^2n + ^-5^271-2 _|_ #2W-7) ( m o d E2n+1, ..., E2n~5) 

à condition d'y remplacer K2W-7 p a r a2I£2 (a2 ^ Q) ^ ^ g \e c a s de w = 3. 
On en voit immédiatement que L* ne peut pas être plongée dans un 
sous-espace P* de P2n. 

Supposons maintenant que la particulatisation du repère R*, relative 
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aux espaces osculateurs ajc d'ordre k <l n — 1 (n _z 4) de L* soit admis
sible et qu'elle puisse être exprimée, de manière analytique, par le 
système (10) dans lequel k=3,...,n — 1. En tenant compte des 
suppositions indiquées on a, en particulier, an_i = [E2n+1E2n~1 ... K3] 
et on vérifie sans aucune espèce de difficulté que an..\ ne reste pas fixe 
en position si E2n+1 se déplace sur L*. Donc, L* n'appartient pas à 
un sous-espace P*_j à n — 1 dimerfsions de P*n. 

Cela étant, appliquons les formules de structure (2) aux équations 
qui s'obtiennent de (10) de la manière indiquée. On vérifie par un calcul 
facile que les équations comprises, pour k = 3, ...,n—2, dans (10) 
sont complètement intégrables tandis que, en différentiant les équations 
qui résultent de (10) pour k = n — 1 et en envisageant les équations 
(76), on obtient les relations extérieures qui entraînent 

(11) œil = ali^i (i = 3> •••> »). 

Or, un calcul basé sur (8), (10), (11) montre que 

ànE2n+1 = (—Wl)n(a\nE
2n + a\n_2E

2n~2 + ... + a\E<> + E1) 
(moàE2n+1, ...,K3). 

Les points E2n+1, E2n~\ ..., E*, a\nE
2n + a\n_2E

2n~2 + ... + a p / 6 + E1 

étant linéairement indépendants, ils déterminent l'espace an à n dimen
sions et on peut, évidemment, particulariser le repère E* de manière 
à avoir a\t = 0 (i = 3, ..., n). On en obtient, d'après (11), les équations 
comprises, pour k = n, dans le système (10). Elles entraînent, en vertu 
des formules de structure (2) et d'après (76) et (10), les relations extéri
eures qui donnent 

(12) co\i=a\icol ( t = 2 , . . . , n ) . 

Par suite, on a, d'après (8), (10,) (12), 

dn+i#2n+i __ (_COl)^+i(aiwE27i + a\n_2E
2n~2 + ... + a\E* + oc2E

2) 
(moàE2n+1, ..^E1) 

et on en voit, en tenant compte de la supposition oc2 ^= 0, que L* n'est 
pas plongée dans un sous-espace P*kn dimensions de P*n. La proposition 
précédente se trouve ainsi démontrée. 

Cela étant, nous pouvons distinguer les types différents des congruences 
L en question conformément la dimension du sous-espace de P2n dans 
lequel se trouve plongée la dualisation L* de jL. A ce point de vue, nous 
allons démontrer le résultat suivant: 

Proposition 2. Soit L une congruence de droites d'indice n — 1 dans 
P2n dont la dualisation L* est une courbe appartenant à un sous-espace 
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P*+h (h = 1, ..., n) à n + h dimensions de Vespace P*n corrélatif à P2n. 
La suite de transformations laplaciennes du réseau focal, situé sur une 
des deux surf aces focales de L, se termine, dans le sens des arêtes de rehaus
sement des surfaces développables correspondantes de L, à savoir 

1° pour h = 1, ..., n — 2 (n 7z 3), après h + 1 transformations de la 
manière de Laplace sur une courbe plongée dans un sous-espace Pn_h~i 
à n — h — 1 dimensions de P2n; 

2° pour h =n — 1 (n ^. 2), après n transformations de la manière 
mixte; 

3° pour h = n (n ^ 2), après n transformations de la manière de 
Ooursat. 

Démonstration. Choisissons un nombre entier h tel que \ ^ h ^ n 
et supposons que L* soit plongée dans un sous-espace Pn+h de P*n de 
sorte que, en particulier, dim an+k = n -\- k (k = \, ...,h). Admettons 
qu'on puisse particulariser le repère R* de manière à prendre an+k — 
= [E2n+1 ... E1E2 ... E2k]. Nous allons montrer que le choix indiqué du 
repère est possible et qu' il est exprimé par les équations différentielles 

(13) œli = 0 (i=2,...,n), 

(14) oofk~
2 = a2

2\-hox (k = 2, ..., h;h^ 1), 

(15) co2f-2 = 0 ( 4 = 2 , ..., h;i =k + 1, .... n;h ^ \, n), 

à condition que a2 | -2 ^ 0. 
En prenant pour point de départ la relation exprimant dn+1E2n+1 on 

voit immédiatement qu' on peut choisir le repère R* de manière à prendre 
le point E2 dans l'espace an+i. On en obtient a\t = 0 (i = 2, ..., n) de 
sorte que, d'après (12), la partieularisation considérée du repère est 
exprimée, pour 4 = 1, par les équations (13). En particulier, la parti
eularisation envisagée est terminée si h = 1. 

Nous allons nous adresser au cas de h ^ 2. En appliquant les formules 
de structure (2) au système (13), on obtient les équations 

(16) œ2
2i = a2

2icoi (i = 2, ...,n) 

et on a ensuite, d'après (8), (10), (13), (16), 

in+2E2n+i = (_ft)l)^+2(a2wjg72^ + a\n„2E
2n~2 + ... + aJK4) 

(modK2»+1, . . . ,K!,K2). 

Or, les fonctions a2
2i ne peuvent pas être nuls à la fois car, autrement, 

la courbe L* serait plongée dans un P*+v contrairement la supposition. 
Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que a\ ^ 0 ce 
qui nous permet de choisir le point E4 dans an+2. Cela étant, on a a\{ = 0 
(t = 3 , .... %) et les équations (16) entraînent le groupe d'équations (14), 
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(15) dans lequel k = 2. Il faut remarquer que le système d'équations (15) 
n'entre pas en ligne de compte si n = 2. 

Supposons maintenant qu' il soit possible de particulariser le repère R*, 
en ce qui concerne les espaces osculateurs an+jc d'ordre n + k (k ^ h — 1) 
de la courbe L*, de manière que l'on ait le système d'équations (13), 
(14), (15) dans lequel k = 1, ...,h — 1. Cela étant, il est facile à voir 
que le système d'équations (13) et (15) peut être prolongé par les équa
tions 

(17) co2\~2 = af^hoi (i = h, ..., n). 

On a ensuite, d'après (8), (10), (13), (14), (15), (17), 

,p^E2W+i = (_COl)n+h(a2h~2E2n _j_ a2
2
h
nl

2
2E

2n-~2 + ... + a2\-2E2") 

(mod E2n'hl, ..., E\ F2, ..., F2»-2) 

où les fonctions a2
2\-

2 ne sont pas nuls à la fois car L* n'est pas plongée 
dans un P*.±h_v Si h = n, on a nâcessairement a2

2^~2 ^ 0. Dans le cas 
de h < n, nous pouvons supposer que a2

2\~
2 ^ 0 et choisir le repère R* 

de manière à prendre le point E2h dans an+h- Ce choix entraîne a2
2\~

2 = 0 
(i = h + 1, ...,n) et on en obtient, d'après (17), les équations qui 
entrent dans (14) et (15) pour k = h. D'après ce qui précède, il faut 
supprimer le groupe d'équations (15) obtenues de cette manière si 
h = n. 

Nous avons démontré dans les considérations précédentes que, par 
un choix convenable du repère R* associé k L*, on peut s'arranger que 
l'on ait les équations (13), (14), (15). Les conditions d'intégrabilité du 
système en question sont 

(ox A {d«|f-2 + < - > ! ! : : ! - < : - a>2 + o\)} = o (k = 2,..., h) 

et, dans le cas de h- < n, 

coi A co2
2\ = 0 (i = h + 1, ..., n; h =£ n). 

Si h = n, le système précédent n'entraîne aucune condition nouvelle. 
D'autre part, si h < n, on a 

(18) co2\=a2\col (i =h + 1, ...,n; h # n) 

de sorte que, d'après (8), (10), (13), (14), (15), (18), 

dn+A+lj£2n+i =- (_ W l )^+A+l( a 2^ 2 w + afn_2E
2n-2 + ... + a2l+2E

2h+2) 

(mod E2^\ ..., Fi, E2, ..., E2h). 

Alors, pour que L* soit une courbe plongée dans un sous-espace P*+h 

(h < n) de P2n, il faut et il suffit que a2
2i = 0 (i = h + 1, ..., n) ou bien, 
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d'après (18), 

(19) c o i J = 0 (i = h + 1, ...,n: h + n). 

.Remarquons que les équations (19) ne donnent aucune relation nouvelle. 
Cela étant, considérons le système d'équations différentielles auquel 

conduisent les équations (3), (5), (6), (10), (13), (14), (15), (19). Nous 
avons à distinguer trois cas différents comme suit. 

1° Soit h S\ n —2 (n _: 3). D'après la première équation (1), on a, en 
particulier, 

(20) dA! = co\Ai + aico2A2 + coiA3, 
dA2 = a2coiAL + co2

2A2 + C02A4, 

„A2i = «ir2O> i-4 2^2 + OJ%A2Î + o)2A2i+2, 

àA2h+2 = OJ2^ :jA2h+2 + co2A2h+4. 

dA2j = oj^2A2hJr2 + ... + co2f2A2y_2 + oj%A2j + co2A2j+2. 

àA2n = oj%;2A2h+2 + ... + co2r2A2^2 + co2*A2w 
( i = 2 , . . . , A ; j = A + 2 , ...,» — 1), 

le groupe d'équations exprimant dA2l- (i = 2 , ..., h) resp. dA2;- (j = 
= A + 2 , ..., n — 1) étant à supprimer si h = 1 resp. h = n — 2. 

Considérons la couche coi = 0 de surfaces développables de L dont 
les arêtes de rebroussement se trouvent situées sur la surface focale (Ai) 
de L. Un premier coup d'oeil montre que chacune des surfaces (A2î) 
(i = 1, ..., A) est douée d'un réseau conjugué, formé par les deux familles 
de courbes coico2 = 0, le réseau situé sur (A2i) étant la iième transformée 
laplacienne du réseau focal sur (^li) dans le sens des courbes coi = 0. 
Or, les développables circonscrites à la surface (A2h) le long des courbes 
de la famille co2 = 0 étant des surfaces coniques dont les sommets 
décrivent la courbe (A.2&+2), la suite des transformations laplaciennes 
du réseau focal sur (^4i), dans le sens des courbes coi = 0, est terminée, 
après A + 1 transformations, de la manière de Laplace sur la courbe 
mentionnée (̂ 42̂ +2). H est aisé de voir, en vertu de (20), que la courbe 
en question appartient à l'espace [A2h+2 ... A2n] à n—A — 1 dimen
sions. 

2° Soit h = n — 1 (n > 2). On a maintenant, d'après la première 
équation (1), 

(21) dA! = coJAi + aico2-42 + CO1A3, 
dA2 = a2colAl + OJ\A2 + co2-44, 
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àA2i = a|j~2cojA2i_2 + (D%A2i + co2A2i+2, 

àA2n = a2fl-
2Oj1A2w_2 + co\lA2n 

( i = 2 , . . . ,» —1), 

où afl"2 = 0. Si n = 2, il faut supprimer dans (21) les équations expri
mant àA2i (i = 2, ..., n — 1). 

Les considérations analogues à celles qui précèdent montrent que le 
réseau conjugué, situé sur la surface (A2i) (i = 1, ..., n — 1) et formé 
par les deux familles de courbes co\io2 = 0, est la iieme transformée 
laplacienne du réseau focal sur (.Ai) dans le sens des courbes co\ = 0. 
Or. on voit facilement que les courbes coi = 0 sur la surface (A2n_2) 
sont des droites qui passent par le point fixe A2n de sorte que la surface 
en question est un cône. Donc, la suite de Laplace du réseau focal sur 
(Ai), dans le sens des courbes coi = 0, est terminée, après n transforma
tions, de la manière mixte. 

3° Soit h = n (n ^ 2). Dans le cas en question, on a, en particulier r 

les équations (21) avec a2^2 ^ 0. 
Pour obtenir le résultat relatif au cas de h = n, il suffit de constater 

que (A2n_2) est une surface développable qui a pour l'arête de rebrousse-
ment la courbe (A2n). On en voit ainsi que la suite de Laplace du réseau 
conjugué sur (Ai), dans le sens des courbes coi = 0, est terminée, après n 
transformations, de la manière de Goursat. 
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