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SUR UNE CLASSE DE CONGRUENCES
DE DROITES DANS UN ESPACE PROJECTIF
DE DIMENSION PAIRE

Par Karel Svoboda, Brno
A M. O. Boriwka a Uoccaston de son jubilé scientifique

Présenté le 28 Avril 1969

1. Soit L une congruence de droites plongée dans un espace projectif
Py (n =z 2) & 2n dimensions. Supposons que L soit une congruence
non-parabolique possédant deux surfaces focales douées, I'une et ’autre,
précisément d’'un réseau conjugué qui est déterminé, sur chacune de
ces surfaces, par les développables contenues dans L. Faisons corres-
pondre, & une droite quelconque de L, un repére ponctuel B formé de
2n 4 1 points analytiques linéairement indépendants A4; (: =1, ..
.., 2n + 1) assujetis & la condition [A4, ... Azn1] = 1 ainsi que le repére
hyperplanaire correspondant R* engendré par 2n + 1 hyperplans
analytiques linéairement indépendants

Bl = (—1)i[d, ... i1 4ip1 ... Aopa] 6 =1, .., 20 4 1).
On a alors les équations fondamentales
(1) d4; = wld;, dE' = —wiEI (1,5 =1, ..., 2n + 1)
et les formules de structure
(2) do! =of A o (4,4, k=1, ...,2n +1).

Rappelons que 'espace osculateur S® d’ordre k le long d’une droite
p de L est défini comme I'union linéaire des espaces osculateurs d’ordre A
des surfaces focales de L aux points situés sur p et qu’il est, en général,
a 2k + 1 dimensions. Les considérations suivantes seront consacrées
aux congruences L pour lesquelles dim S® = 2h 1 (h =1, ...,n —1)
et dim S < 2n. On dit dans ce cas, d’apreés [1], que L est une congru-
ence d’indice n — 1.

Cela étant, on peut choisir le repére ponctuel R associé 4 une droite
p de L de maniére que A,, A, coincident avec les foyers situés sur p
et [A1... AmAon,1] resp. [Ay ... Aapdan,2] soit Despace osculateur
d’ordre k (h =1, ..., » — 1) de la surface focale (4,) resp. (42) au point
Aj resp. A,. En vertu du choix considéré du repére R, on a évidemment
S® =T[4, ... Aap2] (B =1, ..., n —1) tandis que S® = [A4; ... Asp 1]
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Les suppositions faites au sujet du choix du repére ponctuel R se
traduisent (v. [1]) par les équations qui prennent, aprés une parti-
cularisation convenable des parameétres secondaires, la forme suivante

(3) w? = o1, W) = wwy,
wiii? =0, Wt =0  (i=1,.,n—1),
whi 1 =0, wh =0 =1, .., n—1;

j=2 13, ..,2n+1),

wiil = w, 0?2 =@, (=2, ..,n—1),
wi_ =0, wi1l=0 (=2, ...,0n—1),

4) w1 = P, Wil = Biw,,

. w3t = aw, o3t = by,
ol
(8) w; = 0}, 0 = 0}

sont les formes principales linéairement indépendantes et le groupe
d’équations écrites dans les deux derniéres lignes de (3) est & supprimer
sin =2.

Simultanément avec la congruence L considérons sa dualisation L*
engendrée par les espaces osculateurs S(-1) d’ordre n —1 de L. En
regardant les hyperplans de P,, comme points de ’espace P}, corrélatif
4 Py, la dualisation L* de la congruence L apparait comme lieu de
points analytiques E2n+1 de P},. D’aprés ce qui précéde, on a en parti-
culier

dEmt1 — _,wngEzm-l —bw,En — aw,E2n-1

et on en voit que L* est en général une surface plongée dans Pj,. Pour
que L* soit une courbe dans I’espace Pj, il faut et il suffit que préeisé-
ment une des fonctions a, b s’annulle identiquement.

Dans ce qui suit, nous allons nous occuper des congruences de droites
dans Py dont la dualisation est une courbe. Nous allons nous borner
4 indiquer les propriétés géométriques des congruences en question
dans le cas @ 40, b = 0.

Ceh étant, on obtient, d’aprés (4), 'équation w?"~! = 0 qui entraine,
en vertu de (2), f1 = 0 de sorte que les équations (4) prennent la forme

(6) W3p-1 = Pawr, 037 =0,
¥l = awy, W3 =0 (a £ 0).
Les congruences en question se trouvent définies par le systéme d’équa-
tions différentielles (3), (6) dont les conditions d’intégrabilité sont
(7) w1 A 0F + w2 A {doy + (202 — ol — )} =0,
o1 A {daz 4 02(20! — w2 — )} + w2 A 0} =0,
o1 A (@fi] — ofi] — 0 + o)) =0,
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wy A (03— —w) +w) =0 =2,..,0—1),
w1 A 0¥ + 0z A 022 =0,
w1 A 0¥ 3 —w, A 0Bl =0 (1=2,..,0—1),
w1 A {dBz + B0t — 02Tl — 0} + w}) + awii ) — o2 A 0fZi =0,
w1 A {da + oyl — o — o3 + o} =0,
Wy A w%ﬁ‘:" =0V,

les équations écrites dans la troisiéme jusqu’a sixiéme ligne étant a
supprimer dans le cas de » = 2. On en déduit sans aucune espéce de
difficulté que

les congruences L d’indice n — 1 dans P,y dont la dualisation L* est
une courbe existent et dépendent d’une fonction arbitraire de deux variables.

Sans restreindre la généralité des considérations suivantes nous
posons a = 1.

2. Nous nous proposons de décrire la structure géométrique des
congruences de droites en question. Pour cela, nous allons démontrer
la propriété suivante de la dualisation L*.

Proposition 1. Soit L une congruence de droites d’indice n — 1 dans
Pypn. La dualisation L* de L étant une courbe, elle n’appartient pas & un
sous-espace Py (k =1, ...,n) & k dimensions de Uespace Pj, corrélatif
a Py

Démonstration. Considérons le systéme d’équations différentielles
auquel conduisent les équations (3), (5), (6). On a, d’aprés la deuxiéme
éaqnation (1),

(8) dEm+t = —2ntlgam+1 — w B2
dEzr = _wgz+1E2n+1 — w%:EZ" __lgzlezn—l —aw, B2,
2n—1 — ___y2n—12n+1 — 21201 j2n—3
dE = —wT1E wirlE w B3,
dBr = —2 Bt — | b (B2t @iE2 — o, B2,
4 . i1 . _ .
dE?2i-1 — —wgfwrllEmﬂ — .. _wngEth — wﬁ-_%E’” 1 @, B%-3,
dE?2 = —w2, B — . — 2E? — w2B? — oy,
dBt = —l, B2+l — | — wiE3 — o0, B2 — wlEt

t=n—1,..,2),

le groupe d’équations exprimant dE? et dE%-1 (¢ =n —1, ..., 2) étant
4 supprimer si n = 2. Le systéme (8) définie, dans P3},, la courbe en-
visagée L* comme lieu du point E2n+1 et en méme temps I’ensemble de

repéres R* associés & L*.
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Désignons par oy 1’espace osculateur d’ordre k de la courbe L* au
point E2**1. On voit immédiatement de (8) que ¢, = [E2n+1E2n-1] et

2B+l = (—q;)2E-3 (mod E2n+1, Fan-1),

Il en résulte que la courbe L* ne se réduit pas & une droite et que
0, = [Et1g2-1F2m=3], Or, on a, en vertu de la deuxiéme équation (7),

9) i~ = a3 3w,
et on en obtient facilement, d’apres (8),
d3fgrt1 — (_wl)3(a§2—3E2n + EZn—s) (mod E’znﬂ’EZn—l’EZn—s)

4 condition d’y poser E27—5 = o, B2 (a; 7 0) dans le cas de n = 2. Cela
montre que, quelque soit la valeur de n, L* n’est pas une courbe plane.
Dans le cas de n = 2, la proposition précédente se trouve complétement
démontrée.

Pour faire suite & la démonstration de la proposition énoncée dans
le cas de » = 3, nous allons montrer, de proche en proche, que, en
chaque position du point E27+1 sur la courbe L*, il est possible de choisir
le repére R* associé & L* de maniére que oy = [E2"+1E2" 1 ... En-2k+1]
(k =3, ...,m) et que cette particularisation du repére R* peut étre
exprlmee par les équations

(10) 0¥ 1=0(j=n—k+2;k=3,..,n0=5+1,..,n).

Pour le voir, procédons par la voie d’induction compléte.

Supposons d’abord que k =3. D’aprés ce qui précéde, l'espace
osculateur o3 se trouve déterminé par les points linéairement indépen-
dants B2+l Fan-1) pan-3 q2n=3F2n | F2n-5, Or, on peut, évidemment,
choisir le repére R* de la maniére supposée ce qui exige de poser a3 =0.
On en déduit, d’apreés (9), I’équation qui résulte de (10) pour k = 3.
De plus, en appliquant les formules de structure & I’équation (10) en
question et en ‘envisageant I’équation (76) pour ¢ = n — 2, on obtient
deux relations extérieures qui entrainent

2n—5

—5 __ 42Nn—5
win =a

= a3y w1, 0373 2n—2W1-

Cela étant, on a, d’aprés (8),

d4f2nt1 — (—w,)“(a,%;"—sEzn + agzngZn—z + Ezn—7) (mod E2nt1, | E2n-5)
4 condition d’y remplacer E2%-7 par a,E? (o2 # 0) dans le cas de n = 3.
On en voit immédiatement que L* ne peut pas étre plongée dans un

sous-espace P3 de Pj,.
Supposons maintenant que la particulatisation du repere R*, relative
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aux espaces osculateurs oz d’ordre k < » — 1 (n = 4) de L* soit admis-
sible et qu’elle puisse étre exprimée, de maniére analytique, par le
systéme (10) dans lequel £ =3, ...,n —1. En tenant compte des
suppositions indiquées on a, en particulier, g,_; = [E2"*1E2-1  E3]
et on vérifie sans aucune espece de difficulté que oy, ne reste pas fixe
en position si E2n+1 ge déplace sur L*. Donc, L* n’appartient pas &
un sous-espace Py_, & n — 1 dimensions de P},.

Cela étant, appliquons les formules de structure (2) aux équations
qui s’obtiennent de (10) de la maniére indiquée. On vérifie par un calcul
facile que les équations comprises, pour k¥ =3, ..., n — 2, dans (10)
sont complétement intégrables tandis que, en différentiant les équations
qui résultent de (10) pour £ =n — 1 et en envisageant les équations
(76), on obtient les relations extérieures qui entrainent

(11) w3 =ajm (1 =3, ..., n).
Or, un calcul basé sur (8), (10), (11) montre que

drEtl = (—w)Y(a3, B2 + a3, B2 4 ... + aES + K1,
(mod E2n*1, .. E3).

Les points E2nt1 pam-1 E3 g3 E2n + a3, B2 + ... +a3Ks + E1
étant linéairement indépendants, ils déterminent espace o & n dimen-
sions et on peut, évidemment, particulariser le repere R* de maniére
4 avoir a3; = 0 (¢ = 3, ..., ). On en obtient, d’aprés (11), les équations
comprises, pour ¥ = n, dans le systéme (10). Elles entrainent, en vertu
des formules de structure (2) et d’aprés (76) et (10), les relations extéri-
eures qui donnent

(12) wl =alo, (I=2,..,0).
Par suite, on a, d’apres (8), (10,) (12),

At Eentl = (—ey )"t (a), B2 + @), B2 - . 4 alB4 + o B?)
(mod E2nt1 .. K1)

et on en voit, en tenant compte de la supposition a, 7% 0, que L* n’est
pas plongée dans un sous-espace Pj; & » dimensions de P3,. La proposition
précédente se trouve ainsi démontrée.

Cela étant, nous pouvons distinguer les types différents des congruences
L en question conformément la dimension du sous-espace de P, dans
lequel se trouve plongée la dualisation L* de L. A ce point de vue, nous
allons démontrer le résultat suivant:

Proposition 2. Soit L une congruence de droites d’indice n — 1 dans
P,y dont la dualisation L* est une courbe appartenant a un sous-espace
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Pl (h=1,..,n)an - h dimensions de Vespace P}, corrélatif & Pay.
La suite de transformations laplaciennes du réseau focal, situé sur une
des deux surfaces focales de L, se termine, dans le sens des arétes de rebrous-
sement des surfaces développables correspondantes de L, & savoir

1° pour h =1, ....,.n —2 (n = 3), aprés h + 1 transformations de la
maniére de Laplace sur une courbe plongée dans un sous-espace Pp_p_y
a n—h —1 dimensions de P,y,;

2° pour h =n —1 (n = 2), aprés n transformations de la maniére
maxte;

3° pour h =n (n = 2), aprés n transformations de la maniére de
Goursat.

Démonstration. Choisissons un nombre entier % tel que 1 < h = n
et supposons que L* soit plongée dans un sous-espace P} , de P, de
sorte que, en particulier, dim ¢,y =n + k (£ =1, ..., h). Admettons
qu’on puisse particulariser le repére BR* de maniére & prendre oy, =
= [E2nt1 | E1E? ... E?]. Nous allons montrer que le choix indiqué du
repére est possible et qu’ il est exprimé par les équations différentielles

(13) wl;, =0 (=2, ..,mn),
(14) wZk-2 = a2i-2¢), k=2, ..,h b £1),
(15) 0¥?2=0 k=2, .,hi=k+1,..,nb+£1,n),

a condition que a2-% # 0.

En prenant pour pomt de départ la relation exprlmant dnt1g2nt1 on
voit immédiatement qu’ on peut choisir le repére R* de maniére & prendre
le point E? dans 'espace o04,;. On en obtient a}, =0 (¢ =2, ..., n) de
sorte que, d’aprés (12), la particularisation considérée du repére est
exprimée, pour k = 1, par les équations (13). En particulier, la parti-
cularisation envisagée est terminée si h = 1.

Nous allons nous adresser au cas de & = 2. En appliquant les formules
de structure (2) au systéme (13), on obtient les équations

(16) w?, = af;om (=2, ..,m)
et on a ensuite, d’apreés (8), (10), (13), (16),

dnt2fntl = (—eq)+2(a2, B2* + a2, B2 | ... 4 aiE4)
(mod E2n*1, | K1 E2).

Or, les fonetions a3, ne peuvent pas étre nuls & la fois car, autrement,
la courbe L* serait plongée dans un P} _,, contrairement la supposition.
Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que a2 % 0 ce
qui nous permet de choisir le point £4 dans gy,.. Cela étant, on a af;, = 0
(s =3, ..., n) et les équations (16) entrainent le groupe d’équations (14),
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(15) dans lequel & = 2. 11 faut remarquer que le systéme d’équations (15)
n’entre pas en ligne de compte si n = 2.

Supposons maintenant qu’ il soit possible de particulariser le repére R*,
en ce qui concerne les espaces osculateurs oy x d’ordre n + k(k £ b —1)
de la courbe L*, de maniére que 'on ait le systéme d’équations (13),
(14), (15) dans lequel £ =1, ...,k — 1. Cela étant, il est facile & voir
que le systéme d’équations (13) et (15) peut étre prolongé par les équa-
tions
am 0™ = a2 20, (t=nh, .., n).

On a ensuite, d’aprés (8), (10), (13), (14), (15), (17),

drtrg2n+1 — (—(01)”+h(a,2h 2pm am 22 4 alh 2F2h)

(mod E2n+1, | F1 K2 ..., E’Z’L—Z)

ol les fonctions a3/~2 ne sont pas nuls & la fois car L* n’est pas plongée
dans un P} ,_,. Si » = n, on a nédcessairement a2"-2 5= 0. Dans le cas
de b < n, nous pouvons supposer que a2i=2 = 0 et choisir le repére R*
de maniére & prendre le point E2* dans oy 5. Ce choix entraine a2!=2 =
(t=h+1,..,n) et on en obtient, d’aprés (17), les equatlons qui
entrent dans (14) et (15) pour k = h. D’aprés ce qui préceéde, il faut
supprimer le groupe d’équations (15) obtenues de cette maniére si
h =n.

Nous avons démontré dans les considérations précédentes que, par
un choix convenable du repére R* associé & L*, on peut s’arranger que

Pon ait les équations (13), (14), (15). Les conditions d’intégrabilité du
systéme en question sont

o1 A {daZ? + aZi20¥ 3 — ol — i+ o))} =0 (k=2,..h)
et, dans le cas de & < n,
0 A 0¥ =0 C=h+1,..,n;h#£n)

Si b = n, le systéme précédent n’entraine aucune condition nouvelle.
D’autre part, si A < n, on a

(18) o =alo, =h+1 ..,0 h%n)
de sorte que, d’apres (8), (10), (13), (14), (15), (18),
dr+h+1g2n+1 — (_wl)n+h+1(a2hE2n + azh JEm—2 4 “2h+zE2h+2)

(mod E2n+1, .. E' K2, ... E?h),

Alors, pour que L* soit une courbe plongée dans un sous-espace P},
(k < n) de P%,, il faut et il suffit que a?? =0 (¢ = & + 1, ..., n) ou bien,
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d’apres (18),
(19) ¥ =0 (=h+1,..,0;h+#n).

.Remarquons que les équations (19) ne donnent aucune relation nouvelle.
Cela étant, considérons le systéme d’équations différentielles auquel
conduisent les équations (3). (5), (6), (10), (13), (14), (15), (19). Nous
avons & distinguer trois cas différents comme suit.
1° Soit B £ n —2 (n = 3). D’apreés la premiére équation (1), on a, en
particulier,

(20) d4‘11 == (’):Al + (11(02‘47_ + (l)[fl},
dAz = aZ(')lAl ~]~~ (U%Az + (')2:’14,

ddy = a3 7w Az 2 + 03Az + 02420,
— 2k
dAopiz = 03 2Aoni2 + 0242m44.
2k i i 4
dAZj - (Uz_il ZAZhA;-Z JF + w%} 2/'12]'_2 'T’" (')%ju‘lzj + (()21‘12]’4‘_2.

dAyn = 03 2don,z + ...+ 0324 2 + 0 sy
=2 ..hj=h+2 ..,0n—1),

le groupe d’équations exprimant ddy (i =2, ..., k) resp. ddy; (j =
=h+2,..,n—1) étant & supprimer si b =1 resp. b =n — 2.

Considérons la couche w,; = 0 de surfaces développables de L dont
les arétes de rebroussement se trouvent situées sur la surface focale (4,)
de L. Un premier coup d’oeil montre que chacune des surfaces (d4;)
(z =1, ..., h) est douée d’un réseau conjugué, formé par les deux familles
de courbes wiw; = 0, le réseau situé sur (Az;) étant la sidme transformée
laplacienne du réseau focal sur (4,) dans le sens des courbes «w; = 0.
Or, les développables circonscrites  la surface (4,) le long des courbes
de la famille w; = 0 étant des surfaces coniques dont les sommets
décrivent la courbe (A4zp.2), la suite des transformations laplaciennes
du réseau focal sur (4,), dans le sens des courbes w; = 0, est terminée,
aprés b + 1 transformations, de la maniere de Laplace sur la courbe
mentionnée (Azp.2) Il est aisé de voir, en vertu de (20), que la courbe
en question appartient a Iespace [Azp.2 ... A2n] & n —h —1 dimen-
sions.

2° Soit h =n —1 (r = 2). On a maintenant, d’aprés la premiére
équation (1),

(21) d4, = o{d, + w24, + wds,
d4; = w4, + 0id; + wAs,
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ddy = a3i-2w A2z + w3iAz + w2422,

ddzy = af2w1A2n_2 + 0P A2,

(t=2,...,n—1),

ou a3?=2 = 0. Si n = 2, il faut supprimer dans (21) les équations expri-
mant ddy; (¢ =2, ..., n —1). '

Les considérations analogues & celles qui précédent montrent que le
réseau conjugué, situé sur la surface (4y) (: =1, ...,n —1) et formé
par les deux familles de courbes w;w; = 0, est la ¢i¢me transformée
laplacienne du réseau focal sur (4,) dans le sens des courbes w; = 0.
Or, on voit facilement que les courbes w; = 0 sur la surface (4zs_2)
sont des droites qui passent par le point fixe A4,, de sorte que la surface
en question est un céne. Donc, la suite de Laplace du réseau focal sur
(4,), dans le sens des courbes w; = 0, est terminée, aprés n transforma-
tions, de la maniére mixte.

3° Soit & = n (» = 2). Dans le cas en question, on a, en particulier,
les équations (21) avec a?h-2 £ 0.

Pour obtenir le résultat relatif au cas de A = n, il suffit de constater
que (Az,_2) est une surface développable qui a pour I’aréte de rebrousse-
ment la courbe (A425). On en voit ainsi que la suite de Laplace du réseau
conjugué sur (4,), dans le sens des courbes w; = 0, est terminée, apres n
transformations, de la maniére de Goursat.
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