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SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UTEP BRUNENSIS, ARCH. MATH, 4,
VII: 159—166, 1971

EINE AQUIVALENZRELATION IN DER
KATEGORIE DER PHASENFUNKTIONEN

KviEToMIL STACH

(Eingegangen am 15. Juni 1970)

EINLEITUNG

In meiner Arbeit [3] habe ich den Begriff der Phasenfunktion, den O. Bortivka in
[1] eingefiihrt hatte, verallgemeinert. Eine Phasenfunktion oder genauer eine
Phasenfunktion auf dem Interval [a, b] ist eine Funktion «, die die folgenden
Eigenschaften besitzt:

1. aist in [a, b] definiert.

2. « ist in [a, b] stetig.

3. fiir jede ¢, d € [a, b], ¢ < d und fiir jedes z € K, hat die Gleichung «(t) = =
nur endlich viele Wurzeln auf dem Intervall {c, d)> [D.3.1.1].

Dabei ist [a, b] ein beliebiges (geschlossenes, halbgeschlossenes oder offenes)
Intervall, (a, b) ist ein geschlossenes und (a, b) ein offenes Intervall. Die Menge
aller Phasenfunktionen auf dem Intervall [a, b] habe ich als P45 und die Menge
aller Phasenfunktionen iiberall als P bezeichnet. Weiter habe ich unter ep,p die
Funktion ¢(f) = ¢ fir ¢{e[a,b] verstanden [D.3.1.2]. Zu jeder Funktion o« € P(q,p),
fiir die a([a, b]) = [c, d] ist, habe ich zwei Funktionen r(«) und 1(«) geordnet:
r(et) = €ra.p), () = €[c.q, die ich als die rechte und die linke Einheitsfunktionen
der Funktion o genannt habe. [D.3.1.1]. Weiter habe ich zu je zwei Phasen-
funktionen a € Pyg.p), f€ Prea, fir die f([c, d]) = [a, b] ist, eine dritte Phasen-
funktion ¢(e, f) = y € Pjc.,q) zugeordnet, und zwar so, dal p(t) = a[f(t)] fiir t € [c, d]
ist. Anstatt p schreibe ich oft «f. [D.3.3.1]. Ich habe gezeigt, daB die Algebra
P=(P; 1, r, ¢) eine Kategorieim Sinne des Buchs [2] ist.

O. Bortvka hatte in die Phasengruppe eine Aquivalenzrelation eingefiihrt
[l — §10.2]. In der vorliegenden Arbeit setze ich meine Studien der Kategorie P
fort, und zwar so, daB ich den Begriff der obenerwihnten Aquivalenzrelation
aus [1] auf die Kategorie P erweitere. Bei diesen Studien weise ich oft auf die
Arbeit [3] hin. Ich tue es so, daB ich vor die Zahl den Definitionen und Sétzen
aus [3] die Vorzahl 3 gebe. Also Satz 2.2 aus [3] ist als 8.3.2.2, die Definition 1.2
aus [3] als D.3.1.2 bezeichnet. In den Hinweisen auf das Buch [2] bezeichne ich es mit
dem Buchstaben [H]. Z. B. H — D.4.4 ist die Definition 4.4 aus dem Buch [2].

§ 1: MANCHE MORPHISMEN IN P

Satz 1.1. Jede Phasenfunktion ist ein Monomorhismus [H-D.4.4] in P, d.h.
mon P = P oder P ist eine rechtsreguliare Kategcrie [H — Seite 118;5].

Beweis: Es sei « € P. Wahlen wir g, y € P so, daB (B, ) € D(¢), (y, ) € D(¢)
und for = ya. Dann ist D(f) = a[D(«)] = D(y). Wahlen wir zy€ D(8) = a[D(a)].
Dann existiert to € D(«), so dal 2o = a(fo) ist. Folglich

Bl@o) = Pla(to)] = y[x(to)] = y(z0)

Also fiir jedes zeD(B) = D(y) ist P(z) = y(x). Folglich =9 und unser
Satz ist bewiesen.
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Satz 1.2. Es sei « € M. Dann ist a ein Epimorphismus in P [H-D.4.4].

Beweis: Wihlen wir xe M, £{€ P, ne P, so dal af = an. Da D(xé) = D(§)
und D(eenp) = D(n) ist, ist D(§) = D(n). Wihlen wir ¢ € D(£). Dann ist a[(ty)] =
= a[n(te)] = %. Da a € M ist, existiert ein einziges xy € D(«) 8o, dafl a(xo) = ao.
Folglich &(to) = o = 7(ts). Also & = 7 und unser Satz ist bewiesen.

Satz 1.3. Es sei « € P und es existiere mindestens ein isolierter Extrempunkt
o€ D(a) = [a, b]. Dann ist & kein Epimorphismus in P.

Beweis: Wir fithren ihn fiir den Fall, daf ¢, ein Maximum ist, vor. Da f, ein
isolierter Extrempunkt ist, existieren Punkte ¢,, f, € D(«) so, dafl

lL.a<ti<to<tr<bd
2. oz(tl) = a(t;)
3. in <, toy ist « wachsend, in {fy,t;) fallend. Bezeichnen wir a(ty) = o,

a(t) = «(t;) = x;. Erwigen wir die Funktionen oy € P,,s, und oz € Py, otyys
fiir die

o (t) = aft) fiir te i, o),
ax(t) = a(t) fiir te (tp, ).

Die Funktion o, ist wachsend, o ist fallend und es gilt:
a1(<ty, to)) = aa({lo, t2)) = &1, ¥o). Bezeichnen wir mit aj! die inverse Funktion
zu oy. Dann ist D(agl) = {21, %oy, ay[D(a~1)] = {t1, ). Folglich (a7, o) €
€ D(¢) und D(ay?oz) = <to, t2), oy [oa(<bo, £20)] = <t1, to)-

Wiéhlen wir einen beliebigen Punkt #;€ (f;,b) und konstruieren wir die
Funktionen

bt — t3) — to(t — t2)

g = fiir t €<tz t3)
t, — 3

P Ul ) el S RPN
t3 —b

wenn b # 4+ oo oder
fa=1t+ (bo —t3)
wenn b = -+ oo ist.
Ferner setzen wir
§1 = Ea,ty) b= Eto, 1)
Wie man leicht sieht, ist die Funktion -

— ?“3 tea, to)>
— &t tet,t

@ E=—_ 20 tednis
— &)  tedlts, b

eine Phasenfunktion auf dem Intervall [a, b] und es gilt:

@) &([a, b]) = [a, b]
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Ferner ist E3(<t2, t3)) = o, t2) = D(dl-ldz). Deshalb: (tx;laz, 53) € D(Cp) und
m = oglopés € Py, s, Wir konnen wieder leicht zeigen, dal die Funktion

- E(t) te [a7 t0> V) <t3’ b]
(4) n(t) = —|— ay ea(t)] te {lo, t2)
—mlt) tell,

eine von &(t) verschiedene Phasenfunktion auf dem Intervall [a, b] ist und es gilt:

(%) 7([a, b]) = [a, b].

Aus (3) und (5) folgt: («, &) € D(¢), (x, n) € D(p).
Jetzt werden wir zeigen, dafl

(6) a[£(t)] = an(t)]

fiir jedes t€[a, b] gilt. Fir te[a, to) U {t3, b] ist es evident. Es sei te€ {4, 12)-
Dann ist &(t) =t € {lo, t2), n(t) = a7 [a2(t)] € <t1, to) und deshalb: af&(t)] = «a(t)s
aln(t)] = afogNaz(t))] = aafog!(e2(t))] = «a(t), wovon a[£(E)] = oafn(t)].

Endlich sei t € {t;, t3>. Dann ist &(t) = &3(t) € <bo, £2), 3(t) = Mu(t) € {t1, toy und
deshalb: a[£(t)] = a2[&3(t)]; aln(t)] = oulm(t)] = on{oy[o2(£3())]} = axa[£3(t)], wovon
wieder of&(t)] = a[n(t)]. Da & # # ist, ist « kein Epimorphismus.

Satz 1.4. Es sei « € M. Dann existiert gerade eine Funktion a~1€ P so, daB

aloe = r(e), ool = ()

Dabei ist ¢-1 € M.
Beweis: Dieser Satz ist ein bekannter Satz iiber die inversen Funktionen zu den
monotonen Funktionen.

Satz 1.5. Es sei « none M. Dann existiert keine Funktion fe P, so daB
weder fa = r(e) noch aff = I(«) ist.
Beweis: I. Setzen wir voraus, daf} eine solche Funktion g e P existiert, fiir die

1) aff = &) = ea(ia.b))

ist. Bezeichnen wir D(«) = [a, b], D(f) = [c, d]. Dann muB3 f([c, d]) = [a, b] sein,
aber auch, da l(a) = gya.57) = B ist, a([a, b]) = [c, d]. Aus a non € M folgt, daBl ein
solches z, € [¢, d] existiert, daB die Gleichung

2) at) = 2

mindestens zwei Wurzeln in [a,b] hat. Da z;€[c,d] ist, existiert f(z1) =¢,.
Bezeichnen wir mit ¢, irgendwelche Wurzel der Gleichung (2) in [a, ], fiir dje
t, # b gilt. Da ¢, €[a, b] = B([c, d]), existiert z,€[c,d] so, daB B(x;) =tz ist.
Aus (1) folgt:
a[f(x2)] = 22
Aus (2) folgt:
a[f(x2)] = altz) =

was ein Widerspruch ist, da z, # z, ist.

II. Setzen wir voraus, daf8 eine solche Funktion fe P existiert, dal P —
=r(a) = ¢ fir teD(ea) ist. Da a«none M ist, existieren ¢;, t,€ D(a), t; # ¢, %o,

D
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daB «ft) = a(t) = x;. Folglich Bla(t)] = Ble) = t, Pla(t2)] = Blx)) =1, also
t, = t,, was ein Widerspruch ist.

Satz 1.6. M = iso P [H-Seite 128,_,].

Beweis: S.1.4 und S.1.5.

§2: EINE AQUIVALENZRELATION IN P

Satz 2.1. Es sei a € P und | ¢ | 7 0 eine Determinante 2. Ordnung (i, k = 1, 2).
Dann existiert eine Phasenfunktion g€ P so, daB D(x) = D(f) und

_euntgalt) 4 ¢
) tg B(t) = ontg al) T on

fiir alle te D(a), fiir die a(t) # #/2 4 kn (k ganz) und ¢z tg e(t) 4 ¢z # O ist.
Beweis: Wahlen wir ozeP Nach S.3.1.1 existiert ein Raum &, dessen Phase

die Funktion « ist. Bezeichnen wir mit (u, v) eine Basis des Raums &, die « als
ihre Phase hat. Nach [5] S. 2.4 ist

u(t)
2) tg alt) = —?;(—tj
fiir alle ¢, fiir die v(f) s 0 ist.

Es sei |cx| #0 (5, k =1,2) eine Determinante 2. Ordnung. Die Funktio-
nen u; = cu% + ¢;2v und v; = ¢21% + ¢v bilden nach [5] S.1.1 eine Basis des
Raums &. Es sei § eine Phase der Basis (u, v,). Nach [5] S.2.4 gilt fiir alle ¢, fiir
die cyu(t) + c22v(t) # 0 ist:

Uy t) Cuu(t) + Clz‘v(t)

(3) tg Alt) = vi(t)  caru(t) + cav(t)

Wenn o(t) % 0 ist, ist nach (2) auch w«(t) # n/2 + kx und wir kénnen (3) in
Hinsicht auf (2) auf (1) zubereiten.

Definition 2.1. Wir sagen, daB die Phasenfunktionen « und f équivalent sind
und schreiben o ~ f wenn:

1. D(a) = D(B)

2. Es existiert eine Determinante |cy | # 0, so daB (1) aus S.2.1 erfiillt ist.

Satz 2.2. Die Aquivalenzrelation aus D. 2.1 ist reflexiv, symetrisch und transitiv.

Beweis: 1. Wenn wirin D.2.1 | ¢ix | = | § §| setzen, erhalten wir & ~ c.

2. Es sei « ~ . Aus (1) in D. 2.1 erhalten wir

tg a(t)[c21 tg B(t) — cu]l = —ca; tg B(t) + ci2

und deshalb haben wir fiir c;; tg B(¢) — ¢11 # 0

—c22 tg B(t) + 12

tg a(t) = b
gall) = B(t) — cu
—Con c L .
wobei Gz Oz | _ 10012 gt T olglich f ~ a.
€21 —Cn €21 022

3. Es sei « ~ f, f ~ p. Dann ist

cutgalt) + e keus tg B(t) + Fra
== e ¢ t; = -
B = e T on’ B = e B T hm
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wovon
_ (kuienr + kizen) tg alt) + (knciz + kizcar)

t t) =
gl (k21611 + k22021) tg alt) + (k2112 + K22€22)
wo
ke + ke kuciz + ko _ ki1 ki c1 C12 0
k21011 - k22621 kaic1z - kaacaz k2 ka2 €21 €22

Also a ~ y. Unser Satz ist bewiesen.

Satz 2.3. Es sei « ~ f. Der Raum & habe die Funktion o fiir seine Phase.
Dann ist auch f die Phase des Raums &. Umgekehrt: wenn « und g die Phasen
desselben Raums & sind, ist a ~ f.

Beweis: 1. Es sei « ~ . Wéhlen wir irgendeinen Raum &, der die Funktion o
fiir seine Phase hat. Nach 8. 3.1.1 existiert ein solcher Raum. Bezeichnen wir mit
(u, v) eine Basis der Phase «. Nach [5] S. 2.4 ist:

u(t)
t =
M gal) =3
fiir alle ¢, fiir die (1) einen Sinn hat. Da a ~ f§ ist, existieren reelle Zahlen cg
(5, k=1, 2), s0 daB}

cn wh) + C12
teg (1) = ——1
€21 @) + 22
d. h.
@) tg B(t) = cnu(t) + civ(t)

ca1u(t) + c22v(t)

Da |ci | # 0, i8t (cniu -+ c120, €t -+ c2v) eine Basgis des Raums & und aus (2)
folgt, daBl # die Phase dieser Basis ist.

2. Es seien «, 8 die Phasen des Raums &. Bezeichnen wir (u, v) resp. (%1, ;)
die Basen, deren Phasen « resp. # sind. Nach [5] 8.2.4 ist

u(t) _ m(t)

@) tg alt) = o) tg B(t) = n(d)

Da (u, v) und (u;, v;) die Basen desselben Raums & sind, existiert eine Determinante
| ek | # 0, so daB

4) Uy = C1% -+ €129, v = Cn% + Cv
ist. Aus (3) und (4) folgt:

tg B(t) = cu% -+ c12v _ c(% :v) + ¢z c11 tg al(t) + cx

Ca% + €0 cu(w:iv) ez Cantg alt) + 2

Also: o ~ B.
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§3: DAS UNTERGRUPPOIDF

Satz 3.1. Es sei a ~ g[q,p). Dann ist a € M.
Beweis: Nach S.3.1.1 und 8. 2.3 sind a und ¢[q,5; die Phasen desselben Raums &.

£a.p] € M und hat deshalb keine Extrempunkte. Nach [5] S.3.1 hat auch o keine
Extrempunkte. Folglich x € M.
Satz 3.2. Es sei o ~ £g,5) ﬁ ~ Ec.d]> (%, B) € D(p). Dann ist af ~ g(c,a;-
Beweis: Da a ~ g[g,p) und B ~ gp..q), existieren die Determinanten | ci | == O,
{da| #0 (3, k = 1,2), so daB
cutgt + ciz tg B(t) = diytgt + dy,
catgt+ ¢’ datgt + da
Aus (a, B) € D(¢) und aus (1) folgt:

(c1dir + €12d21) tg ¢ 4 (cuadiz + c€12d22)

(O R tg alt) =

t t)] =
g «[A()] (c21811 + €22821) t8 ¢ + (ca1di2 + €22d22)
wobei
| enduy + eudar endiz + cizdy, _|en e du diz £0
cadyy + €2da1  cndiz + c82 €21 C22 d2 dzz

FOlgllCh aﬂ ~ E[C,d]-

Satz 3.3. Es sei & ~ ¢[q.5; und a([a, b]) = [¢, d]. Dann ist e~1 ~ g[¢,qp.
Beweis: Es existiert die Determinante |ci | # 0 (3, k = 1,2), so daB fiir alle
t€[a, b], fiir die die Formell Sinn hat, gillt:

Cutgt-l-clz
1 tg a(t) = —————
(1) g o) catgt 4 c

Nach 8. 3.1 existiert die inverse Funktion a~1 und esist D(ex~1) = [¢, d], a"1([¢, d]) =
= [a, b]. Setzen wir in (1) statt ¢ a—1(£), wobei £ € [c, d] und a~1(£) € [a, b].
Wir erhalten
cu tg a1(§) + o

e tg a1 (E) + ez tg afe1(£)] = tg &,

wovon o1 ~ gfe.d]-
Satz. 3.4. Es sei F die Menge aller Phasenfunktionen, fiir die
aeF <>JeeecE A a~e) -

Die Teilalgebra F der Kategorie P mit der Trégermenge ¥ ist ein Untergruppoid der
Kategorie P.
Beweis: 1. Nach S. 3.2, S. 3.3 und [H] S. 2.39 ist F ein Teilgruppoid.

2. Es sei ¢€ E. Dann ist ¢ ~ ¢ und deshalb ¢ € F. Folglich £ < F und F ist ein
Untergruppoid der Kategorie P.

Definition 3.1. Das Gruppoid F aus 8. 3.4 heiBt das Fundamentalgruppoid in der
Kategorie der Phasenfunktionen.
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Satz 3.5. Die Algebren Fy = FN\ W, Fp = MFnF Fe=MgNF Fyr=FNWp
und Fwg = F N W¢ sind Gruppoiden.

Beweis: S. 4.2, S. 3.4.2, S. 34,1, [H] S. 240

Bemerkung 3.1. Die Gruppoide Fg, Fr, Fyg und Fyy sind keine Brandtschen
Gruppoide.

Beweis: (z. B. fir Fg). Wahlen wir ¢ = ¢_1,7), & = €(.1), Dann ist ¢, &' € Fg.
Setzen wir voraus, daB ein solches a € P existiert, daBl o € H(e, ¢') [H-D. 2.3] und
a€ Fg ist. Dann miilte ae M, a ~gr1,7, D(a) = (—1,7), a[D(x)] = (0,1) sein.
Da £(0) = 0, &(n) = m, &(2n) = 2m ist, sind nach [6] S. 1.2 die Punkte 0, 7, 27 mit-
einander konjugiert. Nach S.2.3 und [6] S.1.2 miiBte, in Hinsicht dazu, daB} « € M ist,
| (0) — a(27) | = 27 sein. Aber aus a[D(x)] = (0,1) folgt, daB fiir je zwei ¢, , ¢, € D(a)
ist: | oeft) — e(tz) | < 1.

§4: DIE PHASENMENGE DES RAUMS &

Definition 4.1. S sei ein zweidimensionaler Raum von stetigen Funktionen. Die
Menge aller Phasen des Raums & werden wir mit S bezeichnen und die Phasen-
menge des Raums & nennen. Die zugehérige Teilalgebra in der Kategorie P be-
zeichnen wir S.

Satz 4.1. Es sei a ~ f. Dann existiert y € F so, daBl f = y«. Und umgekehrt.
Beweis: 1. Es sei a ~ §. Dann ist D(a) =¢ D(f) und es existiert die Determinante
lew | # 0 (3, k = 1, 2), so daB

) tg ﬁ(l) _ cn tg alt) + oz

¢ tg e(t) + ¢z

Wihlen wir die Funktion & = €.[p(x)], Dann ist &(x) = z fiir 2 € a[D(e)]. Nach 8.2.1
existiert die Funktion p; € Pyp(), 80 dall

cutge 4 ¢z
cltgx+czz

Da y: € Pyp@), 8t (y1, ) € D(p). Setzen wir in (2) z = oft). In Hinsicht auf (1)
erhalten wir
tg yila(t)] = tg B(¢)
Da y;x und B stetig sind, muB eine ganze Zahl k existieren, so daB:
3) yila()] = B(t) + kx

Konstruieren wir die Funktion y = y; — kz. Dann ist D(y) = «[D(«)] und deshalb
(p, @) € D(p) und nach (3) gilt:

y{a()] = nila(t)] — kx = B(t)

(2) tg y1(x) =

d. h. ya = f.

II. Es existiere y € F, so daB (y, ) € D(¢) und f = ye. Dann ist D(x) = D(ya)
und es existiert eine Determinante | ¢ | # 0 (¢, k = 1, 2), so daB
cutg e+ cop

4 t =
(4) 87 = ew T on



Setzen wir z = «(t) fiir ¢t € D(«). Dann ist 2 € a[D(«)] und nach (4) ist

on tg a(t) + crz
21 tg a(t) + c22

Deshalb f = ya ~ . Unser Satz ist bewiesen. ) ‘
Satz 4.2: o, B seien die Phasenfunktionen desselben Raums &. Dann ist
r(a) = ().
Beweis: Da «, f€ 8 sind, ist D(x) = D(f) und nach D.3.1.3 ist r(e) = r(f).
Definition 4.2: Die Rechtseinheit aller Phasenfunktionen des Raums & nennen wir
die Rechtseinheit des Raums & oder S und bezeichnen mit r(S).
Satz 4.8: Fir jeden zweidimensionalen Raum & gilt:

tg yla(t)] =

S = Foa = F,,[D(a)] .

wobei « eine beliebige Phase des Raums & ist.
Beweis: Aus S. 4.1 und S. 2.3 folgt:

S = Fa

Die Gleichheit F.a = Feip()) .« folgt daraus, daBl feF ist gerade dann mit «
multiplizierbar, wenn D(f) = a[D(e)] ist, d. h. wenn B € Fyp(q)) ist.
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