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SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS, ARCH. MATH, 4, 
VII: 159—166, 1971 

EINE ÄQUIVALENZRELATION IN DER 
KATEGORIE DER PHASENFUNKTIONEN 

KV&TOMIL STACH 

(Eingegangen am 15. Juni 1970) 

E I N L E I T U N G 

In meiner Arbeit [3] habe ich den Begriff der Phasenfunktion, den O. Borüvkain 
[1] eingeführt hatte, verallgemeinert. Eine Phasenfunktion oder genauer eine 
Phasenfunktion auf dem Interval [a, b] ist eine Funktion oc, die die folgenden 
Eigenschaften besitzt: 

1. a ist in [a, b] definiert. 
2. a ist in [a, b] stetig. 
3. für jede c, d e [a, b], c < d und für jedes xeEi hat die Gleichung oc(t) = x 

nur endlich viele Wurzeln auf dem Intervall <c, d} [D.3.1.1]. 
Dabei ist [a, b] ein beliebiges (geschlossenes, halbgeschlossenes oder offenes) 

Intervall, (a, b} ist ein geschlossenes und (a, b) ein offenes Intervall. Die Menge 
aller Phasenfunktionen auf dem Intervall [a, b] habe ich als P[a,b] und die Menge 
aller Phasenfunktionen überall als P bezeichnet. Weiter habe ich unter £[a,b] die 
Funktion s(t) = t für te[a,b] verstanden [D.3.L2]. Zu jeder Funktion a e P ^ j , 
für die oc([a, b]) = [c, d] ist, habe ich zwei Funktionen r(a) und l(a) geordnet: 
r(a) = 8[a,b]> Hoc) = S[C,d], die ich als die rechte und die linke Einheitsfunktionen 
der Funktion oc genannt habe. [D.3.1.1]. Weiter habe ich zu je zwei Phasen­
funktionen ocePva,b]> ß&P[c,d], für die ß([c, d]) = [a, b] ist, eine dritte Phasen­
funktion (p(oc, ß) — ye P[C,d] zugeordnet, und zwar so, daß y(t) = oc[ß(t)] für t e [c, d] 
ist. Anstatt y schreibe ich oft ocß. [D.3.3.1]. Ich habe gezeigt, daß die Algebra 
P = (P; 1, r, (p) eine Kategorie im Sinne des Buchs [2] ist. 

O. Borüvka hatte in die Phasengruppe eine Äquivalenzrelation eingeführt 
[1 —- § 10.2]. In der vorliegenden .Arbeit setze ich meine Studien der Kategorie P 
fort, und zwar so, daß ich den Begriff der obenerwähnten Äquivalenzrelation 
aus [1] auf die Kategorie P erweitere. Bei diesen Studien weise ich oft auf die 
Arbeit [3] hin. Ich tue es so, daß ich vor die Zahl den Definitionen und Sätzen 
aus [3] die Vorzahl 3 gebe. Also Satz 2.2 aus [3] ist als S.3.2.2, die Definition 1.2 
aus [3] als D.3.L2 bezeichnet. In den Hinweisen auf das Buch [2] bezeichne ich es mit 
dem Buchstaben [H]. Z. B. H — D.4.4 ist die Definition 4.4 aus dem Buch [2]. 

§ 1: M A N C H E M O R P H I S M E N I N P 

Satz 1.1. Jede Phasenfunktion ist ein Monomorhismus [H-D.4.4] in P, d.h. 
mon P = P oder P ist eine rechtsreguläre Kategorie [H — Seite 118i5], 

Beweis: Es sei a e P . Wählen wir ß, yeP so, daß (ß, oc)eJ>((p), (y, a ) eD(^ ) 
und ßoc = yoc. Dann ist D^S) = a[D(a)] = D(y). Wählen wir x0eJ)(ß) = a[D(a)]. 
Dann existiert t0 e D(«), so daß x0 = oc(t0) ist. Folglich 

ß(xo) == ß[oc(t0)] - y[oc(t0)] = y(x0) 

Also für jedes x e D(ß) = T)(y) ist ß(x) = y(x). Folglich ß = y und unser 
Satz ist bewiesen. 
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Satz 1.2. Es sei oce M. Dann ist oc ein Epimorphismus in P [H-D.4.4]. 
Beweis: Wählen wir oceM, £eP, rjeP, so daß a | = ocrj. Da D(a|) -= D(f) 

und B(ocrj) = B(rj) ist, ist D(f) = J>(rj). Wählen wir t0e D(|). Dann ist <x[£(t0)] = 
= a[^(^o)] = <*o- Da oceM ist, existiert ein einziges x0 eD(oc) so, daß oc(x0) =-= ao» 
Folglich |(fo) = x0 = tl(^o). Also | = rj und unser Satz ist bewiesen. 

Satz 1.3. Es sei oceP und es existiere mindestens ein isolierter Extrempunkt 
t0e D(a) = [a, b]. Dann ist oc kein Epimorphismus in P. 

Beweis: Wir führen ihn für den Fall, daß t0 ein Maximum ist, vor. Da t0 ein 
isolierter Extrempunkt ist, existieren Punkte h, t2eD(oc) so, daß 

1. a < h < t0 < t2 < b 

2. oc(h) = oc(t2) 
3. in <h,t0) ist oc wachsend, in <h,h) fallend. Bezeichnen wir oc(t0) = x0i 

oc(tx) = oc(t2) = xx. Erwägen wir die Funktionen a i G ? ^ , ^ und a2eP<*0,e2>> 
für die 

«i(0 = «(0 

«,(0 = a(í) 

für 

für 

tЄ<h,to), 

tє<t0,h)-

Die Funktion ai ist wachsend, oc2 ist fallend und es gilt: 
<x>\«h,t0)) = <X2«to,h)) = <X\,x0). Bezeichnen wir mit a^1 die inverse Funktion 
zu oci. Dann ist D(aJ"2) = <Xi, x0), aJ"1[D(a~1)] = <h, t0). Folglich (oq1, oc2)e 
6 D(cp) und D(ocpoc2) = <t0, t2)> aploc2«t0, t2))] = <h, t0). 

Wählen wir einen beliebigen Punkt h £ (t2, b) und konstruieren wir die 
Funktionen 

14 = 

wenn b ^~ -f- oo oder 

Ы* - <з) - k(t -- k) 
<2 — <3 

t0(t — 6) — 6(ř --h) 

füг 

füг 

< є <t2, <3> 

< є <<3, Ь> 

f 4 = ł + (<0 - <з) 

wenn & == + oo ist. 

Ferner setzen wir 

ii = <%.«o> 

Wie man leicht sieht, ist die Funktion 

f- = £<*o.í>> 

(2) f(0 = 
i— fi(0 t є <a, <0> 
— fa(0 <Є<<0,<2> 

— fз(0 < Є « 2 , < 3 > 

— f4(0 <є<<3,&> 

eine Phasenfunktion auf dem Intervall [o, 6] und es gilt: 

(3) SHa, b]) = [«, 6] 
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Ferner ist f3«f2, t3}) = <<„, <2> = D(ai"1a2). Deshalb: (apoö, &)eD(<p) u » d 

?7i = aJ^aa&G-P«,,.^- Wir können wieder leicht zeigen, daß die Funktion 

,— £(<) <e[a,<o>U<<3,&] 
(4) 17(0 = — — ocp[x2(t)1 te<to, <2> 

' — t?i(0 te<t2,t3y 

eine von f(<) verschiedene Phasenfunktion auf dem Intervall [a, 6] ist und es gil*: 

(5) »7([a, 6]) = [a, 6]. 

Aus (3) und (5) folgt: (a, f) e D(<j>), (a, r;) e D(<p). 
Jetzt werden wir zeigen, daß 

(6) a[f (*)] = oc[rj(t)] 

für jedes £ 6 [a, 6] gilt. Für t e [a, t0} \j <h, b] ist es evident. Es sei t e <t0, £2>-
Dann ist f(J) = t e <t0, t2}, rj(t) = a1"

1[a2(0] e <&, fo> und deshalb: a[f(*)] = oc2(t)l 
oc[rj(t)] = a[arMa2(0)] - a ^ r H a ^ ) ) ] = oc2(t), wovon a[f(*)] = afo(*)]. 

Endlich sei t e <t2, h}. Dann ist f (f) = f3(£) e <fo, *2>, 1?(0 = rj\(t) e <t\, t0} und 
deshalb: a[f(t)] = a2[f3(t)]; oc[rj(t)] = aifoip)] = ai{ar1[a2(f3(0)]} = a2[f3(t)], wovon 
wieder oc[f(t)] = oc[rj(t)]. Da f ^= rj ist, ist a kein Epimorphismus. 

Satz 1.4. Es sei oce M. Dann existiert gerade eine Funktion a - 1 e P so, daß 

a - 1a = r(a), aa_ 1 = l(a) 

Dabei ist a-1 e M. 
Beweis: Dieser Satz ist ein bekannter Satz über die inversen Funktionen zu den 

monotonen Funktionen. 

Satz 1.5. Es sei oc non e M. Dann existiert keine Funktion ßeP, so daß 
weder ßoc = r(a) noch ocß = l(a) ist. 

Beweis: I. Setzen wir voraus, daß eine solche Funktion ßeP existiert, für die 

(1) ocß = l(a) = €x(ia,b]) 

ist. Bezeichnen wir D(a) = [a, b], D(ß) = [c, d]. Dann muß ß([c, d]) = [a, b] sein, 
aber auch, da l(a) = €«([«,&]> = ocß ist, a([a, b]) = [c, d]. Aus a non e M folgt, daß ein 
solches X\ e [c, d] existiert, daß die Gleichung 

(2) oc(t) = x\ 

mindestens zwei Wurzeln in [a, b] hat. Da X\ e [c, d] ist, existiert ß(x\) = tx.. 
Bezeichnen wir mit t2 irgendwelche Wurzel der Gleichung (2) in [a, b], für ^{e 

h ¥= h gilt. Da t2e[a,b] = ß([c, d]), existiert x2e[c,d] so, daß ß(x2) = h ist 
Aus (1) folgt: 

oc[ß(x2)] = x2 

Aus (2) folgt: 
oc[ß(x2)] = a(*2) = X\ 

was ein Widerspruch ist, da x2 ^ X\ ist. 
I I . Setzen wir voraus, daß eine solche Funktion ßeP existiert, daß ßoc ~=~ 

= r(a) = t für te~D(ot) ist. Da a n o n e i t f ist, existieren h> ^ D ( a ) , h ^h s a 
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daß oc(h) = oc(t2) = xL. Folglich ß[oc(h)] == ß(xi) = *i, Ä«(fe)] = j8(a?i) = fc, also 
fj = f2, was ein Widerspruch ist. 

Satz 1.6. M = isoP [H-Seite 12812_2]. 
Beweis: S. 1.4 und S. 1.5. 

§ 2: E I N E Ä Q U I V A L E N Z R E L A T I O N I N P 

Satz 2.1. Es sei a e P und | C|* | 7-= 0 eine Determinante 2. Ordnung (i, k = 1, 2). 
Dann existiert eine Phasenfunktion ßeP so, daß D(a) = D(/?) und 

(1) t g i 8 ( 0 - C l l t g a ( O + C l 2 
K> *P\> c2ltgoc(t) +c22 

für alle tel)(a), für die a(£) 7-= rtß + kn (k ganz) und c21 tg a(£) + c22 =£ 0 ist. 
Beweis: Wählen wir a e P . Nach S.3.L1 existiert ein Raum ©, dessen Phase 

die Punktion a ist. Bezeichnen wir mit (u, v) eine Basis des Raums <5, die a als 
ihre Phase hat. Nach [5] S. 2.4 ist 

(2) t g a W = | l 

für alle £, für die v(t) =£ 0 ist. 
Es sei | cik | =£ 0 (i, i = 1, 2) eine Determinante 2. Ordnung. Die Funktio­

nen ux = cnw + cl2v und Vt = c2Lu + c22v bilden nach [5] S. 1.1 eine Basis des 
Raums ®. Es sei ß eine Phase der Basis (ux, vL). Nach [5] S.2.4 gilt für alle t, für 
die c2Xu(t) + c22v(t) ^ 0 ist: 

(3) fc fl0 = « i W - " « « < « > + C'-*W 
Vl(0 C2ltt(0 + C22v(t) 

Wenn t?(£) 7-= 0 ist, ist nach (2) auch oc(t) ^ nß + kn und wir können (3) in 
Hinsicht auf (2) auf (1) zubereiten. 

Definition 2.1. Wir sagen, daß die Phasenfunktionen oc und ß äquivalent sind 
und schreiben oc ~ ß wenn: 

1. D(a) = B(ß) 
2. Es existiert eine Determinante \ctk\ 7̂  0, so daß (1) aus S. 2.1 erfüllt ist. 
Satz 2.2. Die Äquivalenzrelation aus D. 2.1 ist reflexiv, symetrisch und transitiv. 
Beweis: 1. Wenn wir in D. 2.1 | c<jt | == | J ? | setzen, erhalten wir a ^ oc. 
2. Es sei oc~ ß. Aus (1) in D. 2.1 erhalten wir 

tg a(S)[c21 tg ß(t) — cn] = —c22 tg ß(t) + c12 

und deshalb haben wir für c21 tg ß(t) — cxx =5-= 0 

**„ltx- -^^ßW + Qu 

wobei -c22 c12 

C21 — C ц 

Cu cx2 

C21 c 2 2 

=̂ 0 ist. Folglich ß ~ oc. 

3. Es sei a -w ß, ß ~ y. Dann ist 

t g * 0 - 0» tg «(t) + c22 ' t g **> - * 2 1 t g , 5 W + ^ 
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wovon 

wo 

tg y(t) = 
(fellCll + fel2Cl2) t g <x(t) + (kUC12 + fci2C22) 

(^2lCll + &22C21) tg <*(t) + (&21C12 + *22C22) 

knCn + &12C21 fcnCi2 + k12C22 

k2\C\\ + &22C21 ^2lCl2 + k22C22 

Also ÖL ~y. Unser Satz ist bewiesen. 

kц hг C ц C12 

k2\ k22 C21 c 2 2 

ФO 

Satz 2.3. Es sei a ^ ß. Der Raum © habe die Funktion a für seine Phase. 
Dann ist auch ß die Phase des Raums ©. Umgekehrt: wenn a und ß die Phasen 
desselben Raums © sind, ist a *̂> ß. 

Beweis: 1. Es sei a ^ ß. Wählen wir irgendeinen Raum S, der die Funktion a 
für seine Phase hat. Nach S. 3.1.1 existiert ein solcher Raum. Bezeichnen wir mit 
(u, v) eine Basis der Phase a. Nach [5] S. 2.4 ist: 

(i) tg a(ť) 
u(t) 
v(t) 

für alle t, für die (1) einen Sinn hat. Da a ^ ß ist, existieren reelle Zahlen c^ 
(t, k = 1, 2), so daß 

u(t) 

d. Һ. 

(2) 

tgß(t) 

tgß(t) 

Cц —777 + c12 

U(t) 

CiMt) + c^ž) 
c2\u(t) + c22v(t) 

-öa I c$fc | 7^ 0, ist (cnw + c12v, c2\U + c22#) eine Basis des Raums © und aus (2) 
folgt, daß ß die Phase dieser Basis ist. 

2. Es seien a, ß die Phasen des Raums ©. Bezeichnen wir (u, v) resp. (u\,Vi) 
die Basen, deren Phasen a resp. /? sind. Nach [5] S. 2.4 ist 

(3) g a(ŕ) = 
м(ť)_ 
v(t)' 

tgß(t) = Щ(t) 

Vг(t) 

Da (u, v) und (%, vi) die Basen desselben Raums © sind, existiert eine Determinante 
| cik | -^ 0, so daß 

W t*i = CnU + Ci2V, Vi = C2iU + C22# 

ist. Aus (3) und (4) folgt: 

cnu + cnv cn(u : v) + C12 cn tg a(*) + c2i 
tg/?(o = 

C21U + C22«? c2i(t* : V) + C22 C21 t g pc(t) + C22 

Also: •ß-
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§ 3 : D A S U N T E R G R U P P O I D F 

Satz 3.1. Es sei a ~£[«,&]. Dann ist oteM. 
Beweis: Nach S. 3.LI und S. 2.3 sind a und e[a,b] die Phasen desselben Raums <5. 

$[a,b]eM und hat deshalb keine Extrempunkte. Nach [5] S.3.1 hat auch a keine 
Extrempunkte. Folglich oceM. 

Satz 3.2, Es sei a ~ e[a,b], ß ~ €[C,d], (a, ß) 6 D(^). Dann ist ocß ~ E[C,d] • 
Beweis: Da oc~B[a,b] und ß ~ E[C,d], existieren die Determinanten | ci* | 4= 0, 

j d t t | # 0 (»,*-= 1,2), so daß 

(i) tg Ф) •• 
Cц tg f + C12 tgjð(ř) 

du tg f + Л\г 
dц tg ř + ãгг 2̂1 tg t + c22 ' 

Aus (a, f}) 6 D(<p) und aus (1) folgt: 

(c\\d\\ + Cnd2\) tg t + (cndu + Cud22) 
t g <*[/?(«)] 

(cndn + c22d2X) tg J + (cndu + c22d22) 

wobei 

Cudu + cud2\ cndu + cí2d22 

C2\dn + c22d2\ cndu + c22d22 

C\\ Cu dц d\2 

Cг\ c22 
d2\ d22 

Ф0 

Folglich ocß ~e[Cid]-

Satz 3.3. Es sei a ~ £[«,&] und a([a, 6]) = [c, d]. Dann ist a_1 ~ £[<•,#]• 
Beweis: Es existiert die Determinante | c<* | =5-= 0 (i, fc = 1,2), so daß für alle 

te[a, 6], für die die Formell Sinn hat, gillt: 

Cu tg t + cn 
(i) tg «(«) -

C21 tg * + C22 

Nach S. 3.1 existiert die inverse Funktion a_1 und es ist D(a_1) = [c, d], a_1([c, d]) = 
= [a, &]. Setzen wir in (1) statt t a-1(£), wobei f e [c, rf] und a - 1( | ) e [a, 6]. 

Wir erhalten 
cu tg a-^f) + cl2 

C21 tg a-Ҷf) + Cгг 
tg a[a~Ҷf)] = tg f, 

wovon a~- ~ erc.eri • 

Satz. 3.4. Es sei F die Menge aller Phasenfunktionen, für die 

a e J1 <=> 3 e(eeE A a ~ e) 

Die Teilalgebra F der Kategorie P mit der Trägermenge F ist ein Untergruppoid der 
Kategorie P. 

Beweis: 1. Nach S. 3.2, S. 3.3 und [H] S. 2.39 ist F ein Teilgruppoid. 
2. Es sei seE. Dann ist e ~ e und deshalb e e F. Folglich E a F und F ist ein 

Untergruppoid der Kategorie P. 

Definition 8.1. Das Gruppoid F aus S. 3.4 heißt das Fundamentalgruppoid in der 
Kategorie der Phasenfunktionen. 
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Satz 3.5. Die Algebren F w = F n W, F P = MF n F, FG = MG n F, F W F = F n W F 

und FWG = F n WG sind Gruppoiden. 
Beweis: S. 4.2, S. 3.4.2, S. 3.4,1, [H] S. 2.40 

Bemerkung 3.1. Die Gruppoide FG, F F , F W G und FWF sind keine Brandtsehen 
Gruppoide. 

Beweis: (z. B. für FG). Wählen wir e = £(_i,7), e' = £(o,i)> Dann ist e, e' GFQ. 
Setzen wir voraus, daß ein solches aeJP existiert, daß aeH(e , e') [H-D. 2.3] und 
oceFG ist. Dann müßte oceM, a^«(_i , 7 ) , D(a) = (—1,7), a[D(a)] = (0,1) sein. 
Da e(0) = 0, e(n) = n, e(2n) = 2n ist, sind nach [6] S. 1.2 die Punkte 0, n, 2n mit­
einander konjugiert. Nach S. 2.3 und [6] S. 1.2 müßte, in Hinsicht dazu, daß oceM ist, 
| a(0) — oc(2n) | ^ 2n sein. Aber aus a[D(a)] = (0,1) folgt, daß für je zwei t\, t2 e D(a) 
ist: | oc(t\) — oc(t2) | < 1. 

§ 4 : D I E P H A S E N M E N G E D E S R A U M S © 

Definition 4.1. © sei ein zweidimensionaler Raum von stetigen Funktionen. Die 
Menge aller Phasen des Raums S werden wir mit 8 bezeichnen und die Phasen­
menge des Raums S nennen. Die zugehörige Teilalgebra in der Kategorie P be­
zeichnen wir S. 

Satz 4.1. Es sei oc ~ ß. Dann existiert y e F so, daß ß = yoc. Und umgekehrt. 
Beweis: 1. Es sei a ~ ß. Dann ist D(a) =*> D(ß) und es existiert die Determinante 

| Cik | # 0 (i, k = 1, 2), so daß 
c\\ tg oc(t) + C\2 

(i) *eß(t) c2l tg oc(t) + c22 

Wählen wir die Funktion e = £a[D(*)], Dann ist e(x) = x für x 6 a[D(a)]. Nach S.2.1 
existiert die Funktion y\ B i>«[D(«)] - so daß 

<2) w) = ?Zlt? 
c2\tgx + c22 

Da y\eP<x[D(X)], ist (yi, a ) 6 % ) . Setzen wir in (2) x = a(£). In Hinsicht auf (1) 
erhalten wir 

tgyi[aW] = tg/3(0 
Da yia und ß stetig sind, muß eine ganze Zahl k existieren, so daß: 

(3) Y\[oc(t)] = ß(t) + kn 

Konstruieren wir die Funktion y = yi — kn. Dann ist D(y) = a[D(a)] und deshalb 
(y, a) E D(^) und nach (3) gilt: 

y[oc(t)] - yi[a(0] - kn » ß(t) 
d. h. yoc = ß. 

II . Es existiere y G JF, so daß (y, a) e D(^) und ß = yoc. Dann ist J}(oc) = D(ya) 
und es existiert eine Determinante | o** | =£ 0 (t, & -= 1,2), so daß 

(4) tgy{a;) = ^t^+^ 
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Setzen wir x = <x(t) für t e D(a). Dann ist x e a[D(a)] und nach (4) ist 

tgyC«(Q] = C u t g a W ± ^ 

Deshalb ß = ya ~*v a. Unser Satz ist bewiesen. 
Satz 4.2: a, /? seien die Phasenfunktionen desselben Raums S. Dann ist 

r(a) - i(ß). 
Beweis: Da a, ßeS sind, ist D(a) = T>(ß) und nach D. 3.1.3 ist r(a) = r(ß). 
Definition 4.2: Die Rechtseinheit aller Phasenfunktionen des Raums S nennen wir 

die Rechtseinheit des Raums S oder S und bezeichnen mit r(S). 
Satz 4.3: Für jeden zweidimensionalen Raum S gilt: 

S = Fa -= Fa[D(a)] • a 

wobei a eine beliebige Phase des Raums S ist. 
Beweis : Aus S. 4.1 und S. 2.3 folgt: 

S = Fa 

Die Gleichheit F . a = Farr>(«)] • a folgt daraus, daß ßeF ist gerade dann mit a 
multiplizierbar, wenn D(ß) = a[D(a)] ist, d. h. wenn /?eFÄ[D(a)] ist. 
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