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СУЩЕСТВОВАНИЕ И Е Д И Н С Т В Е Н Н О С Т Ь 
Р Е Ш Е Н И Я Н Е К О Т О Р Ы Х 

Э К С Т Р Е М А Л Ь Н О - Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х 
СИСТЕМ С В Е Р Х Н Е Й Т Р А Л Ь Н О Г О ТИПА 

(М. М. Константинов, Д. Д. Байнов 

(Поступило в редакцию 28-ого августа 1972 г.) 

Проблемами существования и единственности решения дифференциальных 
уравнений с наследственностью занимались многие авторы (см. например 
[1]-М). 

В настоящей работе доказываются теоремы существования и единственности 
решения следующей начальной задачи сверхнейтрального типа с итерирован­
ным запаздыванием 
(1) х(0 = пип тахД/?, ^, I; х(т0), х(1), х(А0)); ( > 0 

(2) *(/) = ф)9 *(*) = <р(г); I й 0, 

где запаздывания т0 и А0 определяются при помощи рекуррентных зависи­
мостей 

*к = гк(г; х(тк+1), х(0, х(Ак+1)\ 

Ак = Ак(г; х(тк+1), х(0, х(Ак+1% 

К= 0, . . . ,т - 1 (т = 1), 

гт = гт(п 4(0), Дт = -4Ж(/; *(*))• 

Начальная задача (1), (2) обобщает некоторые из задач, возникающих 
при рассмотрении непрерывных процессов решения в теории игр [5]. Пред­
полагается, что функция/определена: по/? и # — на множестве I?, по I — на 
интервале I# = [0, Я], а по остальным аргументам — на некотором множестве 
О сЕ3 (Е — вещественная ось). 

Пусть Р = Р(1) — скалярная, неотрицательная, ограниченная и суммируемая 
на интервале Iя функция, удовлетворяющая условию ^(0) = | ф(0) |, и пусть 
Г — множество непрерывных функций у: /я 1> Е (/я = (— со, Я]), таких, что 
| у(() | ^ Е(1) при / е Iя и Я 0 = #(0 при г € /о. 

Определим далее следующие множества из Е: 

«> = {*1 : I *1 I -И у(0) | + I ПО&} V Ф), 
о ве30 

£ * = {f t : | SÍ I =S F* = sup F(f)},.Q = U f(s) 
telH *«Jo 
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Предполагаем, что функция 

т т тах /(/>, ̂ , I; <*-., <*2> 1з) 

определена при | = ( | ь | 2 , &) е О = со х {2я х йя-л, где Он = -0яШ2, а/1 > О 
— некоторое число, которое определим ниже. Пусть кроме того при фиксиро­
ванных *?, ̂  минимакс для / достигается при (р, ^) = г € Я. 

Всюду дальше принимаем, что выполнены следующие условия: 
1.1. В области Я х ^9 ^ = /я х (7, функция /непрерывна по I, удовлетворяет 

неравенству 

шах |Д/7,<7, г; ̂ ЛгЛъ)\ й Р(*) 
теК 

и условиям Липшица 

тах |Лр,-7,г;{1э{2,{3) - Д Р . ?» '; 1*1. 1г. $з) I -̂  

г = 1 

1.2. В области Я х ^ функции тя и Лк удовлетворяют условиям Липшица 
з 

I «-С; *1, г2, г3) - «*«; #1 ,1 2 ,1з ) I = I л*. II» - I . I. 

# = 0,. . . ,т - 1; 

I **(';&)-«*(';* 2)1 = ^ 2 1 1 2 - 1 2 1 
и ограничениям 

т т {* - тк} = 0; т т {/ - Лк} ^ Л > 0, 
О^Я^т О^Я^т 

где через ая обозначена какаянибудь из функций тя, Лк-
1.3. На интервале /о функции <р п <р удовлетворяют условиям Липшица 

| <К0 - ?(01 ^ в | г - * |, | #г) - 9(01 ^ 01 * - * |-
1.4. Выполнено условие согласования 

<р(0) = т т тах/(/>, #, 0; у(т8), <К<>)>9<̂ о))> 

где 
*к = «к(0; у(т1+1), #0), <р(Лк+1)); К = 0,..., т - 1, 

< = а^(0;с#0)) 

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1.1. —1.5. Пусть кроме того 

(3) » = 1 -(.1.2 + $ М 2 ) > 0 
где 

«7м = ФМ, + 0Л/3, Ф = тах {5, *"*}. 
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Тогда начальная задача (1), (2) имеет единственное непрерывно дифференци­
руемое решение на интервале /Л ) если только к = т т {Н, Л, /.ч}. Здесь 

(4) Л-. < Н2 - V(^^ + дМЛ-* 

Доказательство. Сформулируем следующую лемму: 
Лемма 1. Пусть ( | ь | 2 , 1з), ( | ь | 2 , 1з) е О, 1е1н. 
Тогда 

| т т тах /(/?, ^, I; ^ , | 2 , | 3 ) -
а Р 

(5) - т т тах /(р, ^, г; | х , | 2 , | 3 ) I ^ 

^ тах \/(р, ^, I; ^ , (2, | 3 ) - /(/>, ^, г; ^ , | 2 , | 3 ) |. 
теК 

Лемма тривиальна и непосредственно следует из свойств седловой точки [5]. 
Рассмотрим пространство С непрерывных ограниченных функций у на интер­

вале ^и, с метрикой, порожденной нормой 

(6) II 7 И = в и р { | Х 0 | : ^ Л } 

Пусть оператор П действует в С по формуле 

( т т тах Др, ^, I; х(г0), у({), у(Л0)); I > О 
(7) Пу(г) = { а V и(0;^о, 
где 

I 

*(*) = <̂ (0) + $у(з)йз 
о 

Нетрудно установить, что ПУ с: У, где У есть множество сужений элементов 
уе У па, интервал ^н. На основе (6), (7) и 1.4. получаем оценку 

\т~х({)\йФ\*-Ц;*,{е1к. 

Пусть у, уе У. Для соответствующих х, х имеем 

(8) I I * - * II ^к\\у-у\\. 

Положим оск = хк(*;х(гк+1)9у(!),у(Ак+1)), 

*к = оск(Г, х(тк+1),у(1)9у(Лк+1)). 

Тогда из 1.1.-1.4., (3), (4) и леммы 1 следует 

I Пу(1) - Пу(0 \й^1\ х(г0) - х(т0) | + 

+ Ь2 | у(1) - у(1) \+^г\ у(Л0) - у0о) | й 

й ЬЛ\ х(г0) - х(Ч) I + I *(Ч) - *(Ч) I) + 

+ ьг | у(г) - у(() | + 131 Ф(Ао) - Ф0О) | < 

йЬх\\х~Х\\+Ь2\\у-У\\ + 

+ ф^^\^0 - ? о 1 + № з М о - - 3 0 | . 
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Аналогичным образом для «к и «к получаем 

| хк - &к | < Мх || х - х || + М2 || у - у\\ + 

+ 0Л/, | т к + 1 - т К ц | + рМ3\Ак+1 ~ЛК,{ |, 

/; = 0 т - 1; 

| а т - &т | < М2 || ;- - у ||, 

Из (10) следует 
1 — я"1 1 ' 

(11) I а0 - а0 | = - р - % - (М, || * - х || + М2 || V - у ||), 

Подставляя (11) в (8) и (9) получаем 

|| /2> — /7д? || й*(Н)\\У~У\\> 
где 

х(Н) = 1 - г + --- А, 
Л 2 

На основе неравенства (5) и(А) < х(Н2) = 1, т. е., П - оператор сжатия на 
множестве У. Следовательно существует единственное решение у е У оператор­
ного уравнения у = Пуь которое может быть найдено интерациями по схеме 
у(Ю = #у(#-1); К = 1, 2, ..., если только гЛ°> е У. Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 при Я = со. Пусть кроме 
того в С имеют место неравенства 

тах \Др9 ч, (; | ) - /(/>, Ч,Ь; {) | = А | * - 1\, 

I «*(>; *) - «к№ I) I ^ л*| / — #|, 

Пусть наконец 

(12) 

где 

Тогда если 

AГ=-0,...,m. 

C3 - C, >. 2 l/CxCť; ø M, < 1, C2 + C3 > 0, 

Cз > 0, C,C4 + C2Cз > 0, 

C! = Л(l - ФMX) + JÍФL., 

C2 = џL3 - Ш3, 

Cз = (1 - L2) (1 - ФM,) - ФLtM2, 

C4 = M3(l - L2) + L3M2. 

(13) РйР = у ~ - (С 3 - С 2 + У(С3 - С 2 ) - - 4С.С,). 

то начальная задача (1), (2) имеет единственное почти всюду непрерывно диф­
ференцируемое решение на интервале /со. 

Доказательство. Рассмотрим шаговый процесс построения решения с ша­
гом А, где А = т т {А, А1} и 
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*1 < Оз - сф) (Ьх + ЪМХ)~\ 

~ ~ 1 
^ = ^^ ; ~г~> ?ь = ФЬх + №$, 

1 ~~ УМ 

? м = ФМХ + /ЗМ3 

Покажем, что полученное таким образом решение будет обладать производ­
ной, удовлетворяющей условию Липшица с константой /?. 

Действительно, в силу условий теоремы 2 заведомо выполняются и условия 
теоремы 1 т. е., существует единственное непрерывно дифференцируемое ре­
шение х = х(0 начальной (1), (2) на интервале ^^9 Н ^ Н. 

Положим ук = ук((; х(тк+1), х(1)9 х(Ак+1))9 

где через ук обозначена какая-нибудь из функций тя, Дк, К = 0, ..., т. Пусть 
1,16 /д\ Тогда 

I *(0 - МП I ^ А | / - < | + Ф ^ | т0 - т0 | + 
(14) 

+ 2.2 | х(0 - *(0 I + ^ з М о - 2 0 | . 
С другой стороны 

\Ук-?к\й/*\*-1\+ ФМ1 | т х + 1 - тж + 1 | + 

+ М2 | х(0 - х(0 | + рМ3 | ^ + 1 - З х + 1 |, 

Х = 0,. . . ,т - 1; 

|у« — у* I й/*\*-1\ + м2\т-т\, 
откуда следует 

P 1 * * 1 . M 2 

1 - Ям 1 ~ Чм 

Подставляя (15) в (14) получаем 

| 4(0 - х{1) | ^ (Я + Мъ{\ - 9 м ) - 0 | / - 1\ + 

+ (Ь2 + М2Чь{\ - .-„)->) | 4(0 - *(*) |. 
Следовательно 

| *(/) - *(*) | й Р* I *" - /' I; /3* = тах {/?, /5.}, 

01 = (с. + с20) (с3 - с4/э)-1; Г', Г е ^ . 

Но тогда из (12) и (13) находим оценку /?* ^ /8. 
Допустим теперь, что при помощи и(л = 2) шагов построено решение началь­

ной задачи на интервале ^пн , причем производная этого решения удовлетворяет 
условию Липшица с константой (}п. Это решение может быть продолжено на 
интервал ^(п+^)Т - Аналогичным образом, как это делалось для /1=1, можно 
показать, что производная продолженного решения будет удовлетворять усло­
вию Липшица с константой 

(16) Д,+ 1 = тах {&, (с, + с2/1п) (с3 - сфп)^}. 
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Пусть рп ^ Д. Тогда из (12), (13) и (16) следует рп+\ ^ Р, т. е., индукцией 
по п показано, что рассматриваемое решение будет обладать производной, 
удовлетворяющей условию Липшица с константой /?. 

Теперь ясно, что шаговый процесс построения решения можно продолжить 
до бесконечности и полеченное таким образом склеенное решение будет со­
ответствовать утверждению теоремы 2. Этим теорема 2 доказана. 
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