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Commentationes  Mathematicae  Un ive rs i ta t is  Carolinae 
1/  2,  2  (1961) 

/  / 

UEBER ZYKLISCH E n  -  SIMPLEX E UND KONJUGIBRTE 
RAUMVIELECKE 

Mirosla v FIEDLER ,  Prah a j 

Es is t  de r  Zwcc k de r  vorliegende n Arbeit ,  einig e Ei -
genschafte n de r  sog .  zyklische n n-Simplex e i m euklidisch -
en Rau m z u untersuchen .  Wei l  i n de n zyklische n n-Simple -
xen ei n bestimmte s Raumvielec k (mi t  denselbe n Eckpunkten ) 
ein e wichtig e Roll e spielt ,  wir d zuers t  de r  Begrif f  de r 
Konjugierthei t  vo n zwe i  Rauvielecke n eingefuhr t  un d sei -
ne Eigenschafte n untersucht .  x 

1-  Konjugiert e Raumvielecke . 
(1,1 )  Definition .  E s se i  \  Aň ?  A%*  ••• ? A,  ̂*  *t\ ein e 

zyklisc h geordnet e lung e (vgl .  2  ,  S .  294 )  von- n f í  line -
ar  unabhangige n Punkte n i m euklidische n n-dimensionale n 
Raum E w .  Wi r  nenne n dies e Menge ,  zusamme n mi t  de r 
Menge de r  * v H  strecke n  AiA2,  &% A^.A  ̂ Atf .» 5  AM+AA* 

das Raumvielec k i n fc,y V un d bezeichne n e s mi t 

V =  \^ i^2>-- '  A u f i )  •  *  D i e p unkt e  Al siá d Eck -
punkt e vo n V  ,  di e Strecke n  Ai  A^  ̂ Seite n vo n V « 

Es is t  klar ,  das s jede m Raumvielec k <f/4 ^  j/l**** ?  A^+AŽ 

ein e zyklisc h ..geordnet e Meng e vo n ^ v t  A Vektore n 
/•<• "   v' ».•»• -  W  \ zugeordne t  werdc n kan n derart ,  das s 

^   r  ^Cv* ^   (mit  A^+a  *  • * } gilt# Also 
i s t  %j  tf,  x.  Q  und  bel ieb ige  vn,  (til   <  ' /M^ )  von  den 
Vektoren*"1  ̂  f  iŁ , ,,.,  i^f.  ̂ s ind  l i n e ar  unabhangig.  I st 
umgekehrt  \  V*  >*Ł»• <• •?  ^  *  ^ ]  eine  zykl isch  geordnete 
Menge  von  t*+A   Vektoren  im  B  ,,v  fíi r  die 

1/Í    0  g i l t ,  und  sind j*. 

x)  All e i n diese r  Arbei t  auftretende n Zahle n sin d reell . 



beliebig e  *tn, <   «y * •  A  vo n de n Vektore n  r:,  tl:  ,.*,. v  T " 
linea r  unabhangig ,  s o gib t  e s í n  ,c\. ^  ei n Raumvielec k 
< A  /. ,  A> ,  .* *  A^ f ^ i  s o  das s  ?%;  *   A*x A ,  4> 1  „   gilt .  E s is t 
auc h klar ,  das s   fall s  eine r  de r  Eckpunkt e  (z .  B *  A « ) 
al s Anfarigseckpun t   angesehe n wir d  L dí e Gramsch e Matri x 
v\   •  (<»." ,    ť ;  )  ̂   vo n diese n Vektore n di e charakteristisch e 

Eigenschaf t  hat ,  das s si e positi v   semidefini t  vo m Rang e  ri 
ist ,  wobe i   \fl % ~   0  gilt j  w o  *i  de r  Spaltenvekto r  mit . 
den Koordinate n  % 'h ; *  ;  7 /   is t  a  Umgekehr t   is t  i n de r 
obenerwahnte n Zuordnun g durc h ein e solch e Matri x ei n Raum
vielec k   %'.A• ,  r\  t., >. .  A > w f i /   bi s au f  di e Lag e i n t*, llr (d«h « . 
bi s au f  Orthogonaltransformatione n  i n Ł ř l )  un d mi t  eine m 
Anfangspunk t   eindeuti g bestimmt .  E s wir d un s di e Bezeich 
nung erleichtern ,  wen n wir'ěin^T vEckpunk t   (hie r  A 1 )  de s 
Raumvielecke s  al s de n "srsten "  bettrachten ,  de n benachbar 
te n Eckpunk t   (hie r   A. ,  )  al s de n "zweiten "  usw .  I n d,iese m 
Sinn e werde n wi r  da s Symbo l   V   [  A  « ,   Aj,  .   *»., A<i%\ A j   ge 
brauchen .  Ma n kan n jedoc h all e Definitioine n un d Satz e in 
varian t  gegenube r  diese r  Wahl   aussprechen , 

(1.2 )  Definition .  E s seie n  V/ < ~  [ A , } , A *   r7Afl^JX**  "> 
=  UV *   Pti"*   7 ̂ .  ti 1  zwe i  Raumvieleck e  i n  E%.  Da s Viel 
eck  K   heiss t  z u  V^  vo n link s  (bzw « vo n rechts )  konju 
giert ,  f  al l  s  f  u r   k *  i ,  íí, .   ,   n r t  (A n  ̂ ;  *  A  f )   A ^  / \  f  1 

seňkrech t  zu r  Hypereben e  A ^   (bzw «  f\  ^   )  steht ,  w o mi t 
./S i  di e durc h  A 1?" ,  Aj. ,  >  A ^ ^  ^ A ^ . ^ ^   gehend e Hypereben e 
bezeichne t   ist * 

(1.3 )  Satz *  E s seie n  V, ;  V ^   Raumvieleck e  i n E, a, 
Is t  V'" ,  z u  V^   vo n link s  (bzw # vo n rechts )  konjugiert ,  s o 
is t  V í  z u  V t  vo n recht s  (bzw *  vo n links )  konjugier t  * 

Beweis .  Setze n wi r  voraus ,  das s  V2,  z t
f 3^  B29\*<?  B. ÍW, J 

zu  V! ,    L  A./ ,  A ,  y „,. ;  A r A f ^  j   .  vo n link s konjugier t  ist . 
Dann is t  fú r   li   *  4V %«<>.„  n  t  4   (wobe i  A   ,. .    A   ist ) 

Ak  4 M  senkreeh t   zuř* ^  B ^ t J > \ ^  8 k ^    ,  Ł,, ,  6,.   b,6 i? .,Í.V.;A í 
Hierau s f  olgt ,  das s fu r   ^ . ^ ^ . . . . ^ H  (mi t   b^^b,  ) 
4  B^ 4Í  aenkrech t   zuA ^  A ^  ̂ ^..Á^, .  v  A,AA( M » \ < ;  \ ? ;  A fc # A f c a 

steht ;  als o auc h zu r  Hypereben e oC^   durch/s,,, .  . v Ák ?̂ k t2;" ? 
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Somit  is t   V í  zu V  ̂vo n recht s konjugiert .  De r  ander e Fal l 

kan n aut  ahnlich e Weis e bewiese n werden * 

( i  ?  4 )  Satz .  Z u jeden i  Raumvielec k  V   i n B  gib t  e s i n 

L: uei n Raumvielec k  \\  (bzw *  V^  ) ,  da s z u ih m vo n link s 

(bzw .  vo n rechts )  konjugier t   ist ,  Sin d  V ,  V 1  zwe i  gieich 

zeiti g z u  \/ j  vo n link s (bzw *  vo n rechts )  konjugiert e Raum

vielecke 1 i n  E., v ,  s o befinde n sic h  V   un d  V '  i n eine r 

llmlichkeitslage ,  d.h .  di e zugehorige n Seite n sin d zuein 

ahder  para&le l  un d ihr e Lange n sin d proportional .  Di e zu 

gehorige n Vektore n de r  Seite n sin d entwede r  all e gleic h -

sinnig ,  ode r  all e entgegengesetz t  gerichtet . 

Beweis .  E s se i  V1 *s*íl̂ i  ,  Az 7  v  ™m+it # Bezeichne n wi r 

mr|  cj*i  (i- 'U '̂V *  5  /n t  ̂ )  diejenig e Hypereben e i n E,Kf 

di e durc h  A ^   senkrech t  z u Af Ah±̂   geh t   ř \ ^ ^ ~ A,). 

Hatte n di e Hyperebene n CJi:  4
;/ ",'Hif^ !  eine n Punk t   F   ge 

mě insam ,  s o wurd e fu r  i *  "/ ,   •  *   ̂ * ^  ^ *   ^  ¥A i M  gel 

ten ,  den n  P' & Ĉ i   un d  A ^  is t  de r  Fusspunk t  de s Lote s 

von  ^44 4  z u  &> *  .  Da s is t  als o unmoglich .  Auc h habe n cú  ̂, 

CJ20f^Vv^ *   kein e Richtun g gemeinsa m  (sons t  wiirde n 

A i ? * .^A^ M4  i n eine r  Hypereben e  liegen) .  Als o sin d di e 

Punkt e  Ł vc jHf # ̂ k  7 *'*   ?̂* > **: *  ̂   ,   lin e a r  un 

abhangig .  E s is t  klar ,  das s da s Raumvielec k 

\Á *  |'B ^  ,  3 ^  y  •** ? 13 ^  *  ̂  i   (bzw .  da s Raumvielec k 

Y> «  L̂ v i  f  i « ̂'f' ;  Í̂ Í ^  fc# ;j  B^ J  z u  V i  vo n link s (bzw . 

von rechts )  konjugier t   ist .  Sin d nu n  V *   í  8 t ,  6^* *  B tt4 l  J 

und  V' *  L& 1 5  B ;  ,. .  * ,  Ł l n M J   zwe i  2 u V*  vo n link s  V 

konjugiert e Raumvielecke ,  s o gil t  lau t   (1,3 )  fu r  di e Vek 

tore n 1% *  6 t*   6 ;  ̂   un d  'tT j  »~fe ť   Pí* *   ů e r   zugehori 

gen Seite n einerseits ,  das s i #  un d vj  zu r  gleiche n Hy~» 

pereben e senkrech t  sin d un d somi t  is t   t Ł  mi t   t.%   para 

H e l ,   andererseits ,  das s  X  t\  ~  2 Ł  i x »  0   ist *  E s gib t 
< 2 A *i  v- '1 

als o vo n Kul i  verschieden e Konstanté n  ^ / ' ^ f " ^ ^ ^ ' 
so ,  das s  v ^  r  č ^  i* :   \   ,   gilt .  Hierau s folg t 

<cl  ci :  l; i  *  C   :  d a abe r   ^   ' 3v   6' '   di e einzig e 

lineare.Relatio n zwische n  v ^  ,.,.. ,  v; ^  ̂   ist ,  gil t  cv ;   .  c 



fu r  O  T. A-t 2., *  - .  •  5
 /l7 «-1 - 7 un d de r  Sat z is t  bewiesen . 

(1,5 )  Se i  J>. .  eí n n~Simplex f  t/; \y %"z.é*** ? *',*,. *  ei n 
Syste m vo n >*  - f  f  vo m Nullvekto r  verschiedene n Vektoren j 
di e j e z u eine r  ^i~l/-dimensionale n Seit e vo n ** L sen -
kredi t  sind .  E s gíb t  positive *  Zahle n c v« ; ^ ; .,,.c/. /í ^ / !  der -
art ,  das s  "y*  ̂  ̂ _  Q 

giXt ,  dan n un d nu r  dann^ven n di e Vektore n '  i £ mi t  den  zu -
gehorige n Vektore n de r  aussere n Normale n vo n 2 L entwede r 
all e gleichsirmi g paralle l  ode r  all e paralle l  un d entgegen -
gesetz t  gerichte t  sind . 

Beweis *  Sin d CJÍ , C*ixv$(Jál +  f di e 6* •  ̂ /-dimensionale n 
Seite n vo n ŽL un d bezeichne n wi r  ( *  - h'**?  :" íh ř A >  mi t 

t , 

foi 1 (bzW é O ^  )  denjenige n (abgeschlossenen )  Halbrau m 
mi t  de r  Randhypereben e CJ  ̂ ,  de r  ř -  enthal t  (bzw .  nich t 
enthalt) ,  s o gil t  "}£ +*  ^ -  % v .  — •/ , 

i T  1  *  *  1 

dagege n fu r  jed e ander e Kombinátio n de r  Vorzeiche n is t 

( \ CJV unendlic h un d enthal t  ein e Halbgerade *  Di e 

gerichtete n aussere n (bzw *  inneren )  Normale n (Halbger a -
den )  kbnne n i n keine m Halbrau m enthalté n sein ,  d a sons t 
di e zu r  Randhypereben e diese s Halbraum p senkrecht e un d i n 
ih m nich t  liegend e Halbgerad e i n J ) cjt (bzw .  i n 

•••« ,  + -  • *  r  J 

!  í  ^  )  enťhalte n ware .  Dagege n enthal t  jede r  ande -

r e í  Í  íJ t
v" '  ein e Halbgerad e un d deswege n sin d di e zuge -

horige n Normale n (ausser e fu r  (£,-)pius ,  inner e fu r  (E >; ) 
Minus )  i n eine m z u diese r  Halbgerade n "senkrechtěn "  Halb 
rau m enthaltén . 

Wenn als o t, :  l\ (*: v ~  L A ) di e Vektore n de r  aus 
sere n Normale n sind *  s o kan n ein e linear e Kombinatio n 

i l  -̂.(<:.„ •  .•/• _ }  nu r  dan n Nul l  vekto r  sein ,  fall s  samtlich é 

A, ,  deteselb e Vorzeiche n haben .  Z u de n Vektore n \€f ?," -  ) 
gib t  e s dagege n positiv e (ode r  negative )  Zahle n #>* .  so , 
das s >' "  'A. • (i: '• ;;) = O  ist ,  wi e au s ďe n Eigenschafte n 

-  6  -
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der  konvexe n  Gebild e  folgt . 
(1.6 )  E s se i  \/ (  »  fA,, ,   A i V  " 5 A ^ J e i n  Haumvielec k 

i n  ' :'   J   vv  '   L"» ,  8 t , .   ,   !3 1t,  ;  ,  ]   9i n z u  V ^  vo n link s 
(bzw .  vo n rechts )  konjugierte s Raumvieleck .  Dan n sin d all e 
Vektore n  ť</ ;  *   E L  t / ^ V  ' ^ ' ;   E L +  * .  *   B n )  ent 
weder  mi t  de n aussere n NormaLen ,   ode r  mi t  de n innere n Nor 
male n de r   (n   Vdimensionale n  Seite n de s z u  Ví ,  zugeho 
rige n  nSimplexe s  gleichsinni g  paralle^l .   " ^ 

Bev/eis .  Folg t  au s (1,5) ,  d a  2. .   V\  *   0  gilt . 
_  ť .   • • • ťťť ť  1 

(1.7 )  Se i   V  r  [A. |ř A 1,... ,  A ^ J  ci n Raumvielec k 
i n  c., ^  e  Lasse n wi r  jede m Punk t   '/•  i n  E"  di e Šumme de r 
Quadrat e  J _  X   A < ;   entsprechen ,  w o  X t *  de n Pusspunk t 

des vo n X   au f   A   A  H gefallte n Lote s  (un d X ^  A f   di e 
Entfernun g vo n X v un d A  1 ;  )  bedeutet .  E s gil t   dann ,  das s 
dies e  Šumme fu r  de n Mittelpunk t  de r  durc h di e Punkt e  A , , 
.A*>"" ? A^ v +  #(  gehende n Hyperkuge l  minima l  ist . 

Beweis .  E s is t  leich t   nachzuweisen ,  das s fu r 
v ť* .  4 ,  ž  ,  • "  9  i*  M  (A7lf  t    A  ̂) i m Dreiec k  A  *  A  t ;  ̂   X 

gilt .  Summier t  ma n fii r   !   ť ť   A7 $.,. ť ,  ťťť»> .  i  ť  v j   (  s o  ergib t 
sic h  ,   .   j.2  _  ~ L \ L 

worau s de r  Sat z folgt . 
(1.8 )  Is t  >. .   ei n  nSimple x un d is t  ein e  zyklisch e 

(orientierte )  Ánordnun g  seine r  Eckpunkt e  í *   (un d somi t 
de r  gegeniiberliegende n  ('»l)almensionfíle n Seite n  c>i ) , 
z.  B .   P % .  F ^  ;,ť ,  íkt .  >  R|   U3w .  ,  gegeben ,  s o gib t  e s 
gena u ei n Raumvielec k  .  V~  "C A,, ,  A^ ,  ť. ,  A „, .  ̂/ '  derart ,   das s 

A* ,  i n de r  'Hypereben e  cj±  lieg t  un d A ^   A Í 4 *  z u íŷ , 

senkrech t   ist .  Dabe i  is t  de r  Mittelpunk t  de r  Umkuge l   v o n ^ ~ 

Sííá§Sj?líSM.í on Lenioin e x   i n  2 L  identisch . 

vx )  Da s is t  de r  zu m Schwerpunk t  vo n J L  isogona l   konjugiert e 
Punkt .  E r  is t  z*B .  dadurc h  charakterisiert ,  das s fii r  ih n di e 
Šumme de r  Quadrat e vo n seine n Abstande n vo n de n f n ~  1/dimen 
sionale n Seite n vo n rJ L minima l   ist .  Vgl.Í4J ,  Sat z 25 ; 

'' .  7  



Werm man .  i n derselbe n Weis e ei n Raumvielec k  V1 z u 
eine r   ,   ,  „  .   .  \ <i 

andeťe n zyklische n Anordnun g konstruiert ,  is t  v 
Bia  denselbe n Vektore n wi e V  gebildet ,  $ochsten s konne n 
si e all e z u de n entsprechende n Vektore n au s  V  entgegen 
gesetz t  geriehte t  sein ,  x ^ 

Anmerkung .  Diese r  Sat z sag t  .auch ,  das s di e Seite n je 
deš solche n eingeschriebene n Raumvieleck s Strecke n sind , 
di e di e Paar e vo n j e zwe i  parallele n (n ~'f)dimensiona 
le n Seite n de s Simpléxe s  i L un d de s zu m Lemoinsche n Punk t 
symmetrische n Simpléxe s  2V .  verbinden . 

Beweis .  De r  erst e Tei l  folg t  sogleic h au s (1,4) .  De r 
zweit e Tei l  folg t  au s de r  bekannte n Eigenschaf t  de s Punk 
t e s  von .i J .Ł^ oin e  Í S«S. 7 diese r  Arbeit )  un d daraus ,  da s i n 
(1,7 )  X  A v  gleichzeiti g Quadra t  de r  Entfernun g de s Punk 
te s  A   vo n Gú+  ist . 

Der  dritt e Tei l  folg t  au s de m zweiten ,  den n diese r 
sagt ,  das s di e Lang e de r  Vektore n vo n  V   ,  di e z u cJl 
senkrech t   stehen ,  grosse r   ist ,  al s di e Entfernun g de s 
Punkte s vo n Lemoin e vo n cJi  .  Fu r  di e Orientierun g de r 
Vektore n i n  V   gib t  e s wege n (1,5 )  nu r  zwe i  Moglichkei 
ten .   De r  Sat z is t  bewiesen . 

(1,9 )  E s se i   V ,  *  L"A 1?. ,  A ^ t 1 3   ei n Raumvieleck , 
vi    L  $«>"* > &/, ,  +  i ]   ei n z u  VC,  vo n link s (bzw .   vo n 
rechts )  konougierte s Raumvieleck .  Sin d <D+  di e (n / 0di 
mensionale n Seite n de s z u  V l  zugehorige n  nSimplexe s 
2,  (  (Ji  gegeníibe r  / 1 V ) ,  dan n gil t  fu r  di e Innenwinke l 
$f y  vo n Oi, Oj (i i-' j )  Ti n ~Ži : 

(1 )  'c,:--̂ ,  -  ~  í í - 3 L ^ - v i 
.,   ... K  "  é SfJý;^)  • /(V ?' r >) 

wo \}-x =  B   .  %i  (bzw .   &<_ P 4 ¥»  )  bezeichne t   ist., . 
Beweis .  Au s (1,3 )  un d (1,2 )  folgt ,  das s v;   senkrech t 

zu  c.X :  is t  un d au s (1,6) ,  das s de r  Winke l  vo n  K   un d 
'• ^   ( ť  +   3 }  Tr~ Cfij  betragt . 

pc)  Diese r  Sat z is t  i m Fall e n.»Ž.   un d n *  2>  bekannt . 

Vgl.jsl ,  S.16 5 un d  Í9j ,  S .  1Ú» 
-  8  -  '  '"' •  : . : L • Xů 



(1,10) Es seien V ^ A , ^ , /I 

zwei Raunivielecke, wobei V^ zu Vi, von rechts konjugiert 

ist, Seien A ^ A . 

% - AT , h - 6* ßlx (V Jf-fU+A y = A,; b ^ ' - p 

die Vektoren der Seiten und seien / W < a v > ) . , & =� (C^-, 

die zugehörigen Gramschen Matrizen (¿>, j * + ' O � 

Hat die Matrix ' 
-i o,..., 

/ö, .. . <>| _ 

(2) � Z | 0, 0, 4, 2 / 

i - V " 0, "ö, � ��> "i/ 

die Ordnung +4 , so existiert eine Zahl C 0 derart, 

dass die Matrix 

M , 

o ) u z ; 6 l 

symmetrisch positiv semidefinit vom Rang n ist. 

Umgekehrt, sei für eine Zahl C 0 (3) (Mit 21 

�in (2)) symmetrisch positiv semidefinit vom Hang * Dann 

ist r\ die Gramsche Matrix eines Raumvielecks 

V* - ; /\ f , A,, ; � � J in einem o'l -dimensionalen eu-

klidischen Raum £,: P' die Gramsche Matrix eines 

Raumvielecks V̂  ) ̂V. * .7 J in E , wobei 

v̂  durch eine passende orthogonale Transformation in ei-

ne solche Lage gegenüber V, gebracht werden kann, dass 

es zu vC von rechts konjugiert wird. 

Beweis. Ist \ zu V̂  von rechts konjugiert, so 

gilt für die Vektoren a;f ,t Jt/j , dass-

(4) � ' - K . . n > - 0 

für "v + j i- i. 4 ist. Bezeichnen wir , N 

(a . . kv, .. Ca�� , ^ A * * ̂  " ^ 
l ? *� � ' " " ... .. «f � f " 

so gilt wegen (4) und .> v-c ~ ~ u , dass 
. i „ ̂  *t 

e. C, £1: 0 für i» Jp-'? n ist. Also ist (3> 

die Gr ams che Matrix, des Systems ci1 a ^ ̂ , *r4 r � � ? 4 

und ist. symmetrisch positiv semidefinit vom Rang -n, » 

Sei umgekehrt für c 4- 0 , (3) vom Rang n, ujnd sy-

mmetrisch positiv semidefinit. Da e. /L � den Rang hat, 



wobei  £.  j  *  O fíi r  de n Vekto r  i *  mi t  de n Koordinate n 

4) / í >"» ? ̂  gilt ,  is t  A  vo m Ran g ťl < un d A /  *  0  .  Au s 

demselbe n Grun d gilt ,  das s 6  de n Ran g n  ha t  un d 6 ^    O 

ist .  D a A  un d £> positi v  semidefini t  sind ,  is t  A  di e 

Gramsche Matri x eine s Raumvieleck s V '  *  f̂ J » ̂ i  f'» ^ * w t ' 

und 5  di e Gramsch e Matri x eine s Raumvieleck s 

Ví' *  U.v ,  Í E ^ V M I  &*,+<,<• *  i n eine m r i  dimensionale n eu 

klidische n Rau m E ^  .  Se i  af,at,>*>,a„  M ,  ̂ . ) i í
i r " ? ^ i 

ei n Syste m vo n Vektore n i n £^ y ,  desse n Gramsch e Matri x 

(3 )  ist .  Au s A  4  = 0 un d & ? * ,  p  folg t 

2 . , % *  <;•: ,  '•' *  "  ^  ' ,  s o das s a ,  ?  c%?. .  .,a. n +  í f  Vekto 

re n de r  Seite n f %   /A v 4 i f 1 )  eine s z u V̂ '  ahnliche n 

Raumvieleck s V% *  TA* *  A^ ?  : ,/4^ 4 f  Jun d ^ ,  •** £ ** ;  ̂ ^  Vek -

tore n de r  Seite n ř^j   F   PV^ Í )  eine s z u V £ ahnliche n 

Raumvieleck s  Vx *  Í S ^ B ^ . M .  B*v** 3 sind .  Dabe i  gil t 

fa*  9  ̂  '  * *  ' j  f ur  i í j é -í + >1 ,  s o das s 1 4 z u H 

von recht s konjugier t  ist *  De r  Sat z is t  bev/iesen , 

(1,11 )  Z u jede r  symmetrische n positi v  semidefinite n 

Matri x  A de r  Ordnun g iv + A ,  di e de n Ran g * ť  ha t  un d 

fu r  di e A^ f  - O gil t  (  3  ha t  di e Koordinate n 

i  ,   1 ?  *  «  *  ?  y 1 ) ,  existier t  genau'ein e Matri x B  so , 

das s di e Matri x au s (3 )  ,be i  feste m C  ̂ O positi v  semi -

defini t  vo m Ran g i\ ist .  Is t  c  i=  0 nich t  fes t  vorg e 

schrieben ,  s o is t  B  bi s au f  eine n positive n multiplika 

tive n Fakto r  eindeuti g bestimmt . 

Beweis .  Folg t  au s (l s,  10 )  un d (1,4) . 

2*  Orthozentrisch e un d zyklisch e Raumvielecke *  ', 

(2.1 )  Definition ,  Si n Raumvielec k i n E ^  heiss t  or 

thozentrisch ,  fall s  da s zugehorig e nHSimple x orthozen t  

risc h ist ,  d.ha ,  fall s  sic h di e H.ohe n de s Simplexe s i n ei -

nem Punkt e (de m Orthozentrum )  treffen . 

(2.2 )  Ei n Raumvielec k V f    C A i  V^ i  •> "  ' ;  ̂ % H J is t 

dann un d nu r  dan n orthozentrisch ,  fall s  fu r  di e Vektore n 

(5) (&>i 1 a A * O 
- 10 -



für j $ ¿-A,jif. i + A >*M K-M), t,tp * iZt^j^+Afa^^a.) 

gilt. Dabei ist das zugehörige n-Simplex spitzwinklig x \ 

wenn für die Zahlen 

(6) d., -- - fa.^ , a v ̂  

d-i ' für ~ + A gilt, rechtwinklig, wenn 

für einen Index k d^ - O gilt und stumpfwinklig, falls 

für einen Index k < 0 gilt. Mehr als für einen In-

dex kann dy £ nicht eintreten. 

Beweis. Ist V\ orthozentrisch .und ist H das zu-

gehörige Orthozentrum, so äst für H A - V^ 

(Vi , ̂  - irk )« 0 

für ^ £ k . Deswegen gilt für 
� ^ _ /f. 3 ̂  �{ j 4 i 4~ 1 -ru-Oti- (Vt: + 'O 
fA ' O * C 

C<\ , ''V; ) - ^ + ^ , ̂  - ** > " 

Umgekehrt, sei' � 

(o,} . a 2 ) r 0 * -i - 4, * -¿, J * * + ̂  W 4 /f K 

Dann gilt, wenn man noch ( , ) - C?;. schreibt, 
v . v /; » 

0 = (O.- , 51 ) ~ - d- t c^ - + -7 > - ̂  

also . , 
c.< cL- + d > . . . 

t 1s t> 4 ̂  V 

Es ist leicht einzusehen, dass für < k 

0 < Ca, a + + t ^ (, -i � - 1 

- K- + ^ 4 S ' ' 

- V-, + 

gilt* Also höchstens für e,inen Index k ist ~ (�. Ist 

d̂ , « 0 , so ist der Eckpunkt A^ das Orthozentrum und 

es gilt, dass Afe ,A^ senkrecht zu A^ für alle 

�i P k t- *> "4 ist (es handelt sich als o um > rl > ' 

ein rechtwinkliges orthozentrisches n-Simplex): je zwei 

der -i'i Vektoren 

x) Vgl. [5j, S* 18?, wo spitz-, bzw. recht- bzw. stumpfwink-

lige orthozentrische Simplexe als positiv bzw. null- bzw. 

negativ orthozentrisch bezeichnet werden. 

- iL -



•>. ,  +  a ,   f  > "  t a  f a  f"+e .   (' «  ťcs. .   +a .   } ) 

sin d namlic h zueinande r  senkrecht . 

Sin d  all e  ci ^  * ;  O   ,  s o is t  di e Žah l 

(7 )   f  *  21  % *   ° 
und de r  Punk t 

(3 )  ' H - -  1 :  % ^ 
k u o  k 

das Orthozentrum : 
Es is t  namlic h fů r   "ú j  j  =   ^ ? •    > ,r ' " 

^  ! 

und fu r  di e Vektore n  "V i  *   n   ~  t   ~ 

i  # 

4  (.a t  *  t  Ú^   )  *  i:   (a4  + •   i<x, rt,.t  )  t j  • ••  * 

4  ^U  (a.  t..  4  Q,  f  f  ^   f   .  +•  a .  ^   ) j  ( ^     1f  >• • <>*  •  ^ ) 

.:.  Í :  i  í %n  ,  a .  )  •*   u 
V**." 

fu r   i  •  ̂   •  ý 'P- %  ,  wi e man sic h wege n  f™ .  <l,  - J  leich t 
•   «   '   íft i   * 

ůberzeugt o  •   > 
Is t  dabe l  fu r  eine n Inde x  k o  ̂ < Q  ,  s o is t  we 

gen  (9 )  %  <   O   ?  s o das s wege n  (8 )   H   ei n aussere r  " 
Punkt  de s zugehorige n Simplexe s  ist .  Da s Simple x  is t  dan n 
(vgÍUf5! ,  S *  18? )  stumpfv/inkiig # Sin d dagege n all e dk  >( )  ? 

so is t   f *  ^   O   un d  H   is t  ei n innerer   Punk t  de s Simple 
xes ?  da s spitzwinkli g  ist .  De r  Sat z is t  bewiesen . 



(2.3 )  Definition .  Ei n n-Sisiple x ít -  heiss t  zyklisch , 

fail s  e s eiíi c  solch e zyklisch e Anordnun g seine r  W-4)-di~ 

mensionale n Seite n gibt ,  das s j e zv/e i  i n de r  Anordnun g 

nich t  benachbarte n (H ,  -  í)-eiimensionale n Seite n orthogana l 

sind .  Sin d all e iibrige n Innenvjinke l  (d.h .  di e de n benac h -

barte n Seite n entsprechende n Innenwinkel )  spitz ,  s o nenne n 

wi r  .̂ .  spitzwinkli g zyklisch ;  is t  mindesten s eine r  vo n 

den úbrigé n Innenwinkel n stump f  bzw .  recht ,  s o nenne n wi r 

J..-.. stumpfwinkli g zyklisc h bsw .  rechtwinkli g zyklisch .  Da s 

zu eine m spitz- ,  recht -  ode r  stumpfwinkli g zyklische n 

n-Simple x zugehorig e Raumvieleck ,  da s au s de n Eckpunkte n 

von 5 L un d de n gegeníibe r  de n benachbarte n Seite n liege n -

den Kante n gebilde t  ist ,  nenne n v í  i r  spitz™ ,  recht -  qde r 

stumpfwinkli g zyklische s Raumvieleck .  \ 

Anmerkung .  De r  Grap h eine s zyklische n n-Simplexe s 

(vgl .  [6 J ,  S .  464 )  is t  somi t  entwede r  ei n Kreis ,  ode r  is t 

i n eine m Krei s enthalten .  E r  is t  ei n positive r  Krei s i m 

Pall e de s spitzwinkli g zyklische n Simplexes ,  ei n Krei s mi t 

gena u eine r  negative n Kant e (be i  ineh r  al s eine r  negative n 

Kant e v/ar e de r  positiv e Tei l  de s Graphe n nich t  zusamme n -

hangend ,  vgl .  [€]  ,  S .  464 )  i m Pall e de s stump f  winkli g z y -

klische n Simplexe s un d ei n positive r  V/e g i m Fall e de s 

rechtwinkli g zyklische n Simplexes .  E s is t  auc h klar,.di« s 

es z u eine m zyklische n n-Simple x gena u zwe i  (zueinand-j r 

entgegengesetzte )  zyklisch e Anordnunge n de r  (n-4)  -dimen -

sionale n Seite n gibt ,  di e di e obenerwahnt e Bedingun g er ~ 

fíillen .  Beid e Anordnunge n fíihre n z u zyklische n Raumviel -

ecken ,  di e bi s au f  Orientatio n gleic h sind , 

(2.4 )  Satz .  Ei n Raumvielec k is t  dan n undfru r  dan n 

spitz-, bzm. recht- ,  bzw .  stump f  winkli g zyklisch ,  fall s  da s 

zu ih m (vo n link a ode r  rechts )  konjugiert e Raumvielec k ei n 

orthozentrische s Raumvielec k ist ,  desse n zugehorige s 

n-Simple x spitz- ,  bzw .  recht- ,  bzw .  stumpfwinkli g ist . 

Beweis, .  Folg t  unmittelba r  ou s (2,2).. . 

(2.5 )  Sin d di e w H Zahle n 'dy a ^ ? - " '  c:-^ ^ 

von Nul l  verschiede n un d entwede r  all e positiv ,  ode r  gena u 

-  1 3 -  :  ' / • • " . • • .  •• ' 



/ 

eine von ihnen negat iv, 

é> f r } «t 

(10) M -

mit 
•Ai. • /•( . - 4 . 0, . .. ~<i 

• -d. d-.+ d^-rl... /< 

v/obei dann 

i s t , so hat die Matrix 

1 , i . _ C"  .. £ _ 0f ' 

1 ? . .1 - i ? . . <r 
— «- • •• -, ~ **  "V . - ^ N - * , * 

'  ,-rv 
*  # — JÍL 

• , / • •  

v 

und mi t  * £ au s (2 )  de n Ran g n .  un d is t  positi v  semide -

f in i t . 

Beweis .  Bezeichne n wi r  mi t  t  di e Einheitsmatrix , 

mi t  O di e diagonál e Matri x mi t  de n diagonale n Element -

en &*  x &% »  •  •  -  , .  -  .̂ ,  i .  ̂  ,  mi t  C  di e Matr i x 

(de r  Ordnun g -a +  4  ) 

/n .  A h .... Í\\ i A \ 
\ I 

0 0 -1 ... O  ' i  1 
/" *  í  i  •  I  I 

t  - -  |  -  -  ~  -  -  j  .  cvxá A - '  :  I > 
i  *• •  ?  •-' }  l. • • - , '• j  y \ i 

v j  • "  >  ;  / 

Dann is t  (  ;. ,  usw .  ia t  di e transponiert e Matr ix ) 
"l  ;  tZ ... .  >• ' 

M 
IV 1 

"D"* i  ̂ T ) "  v 

Da abe r 

i  M •  .  *t f  f . 

W.egen (  fc" 1-  tí  £í "  3 '  j ' ff * )j « .  D" j  -  D ^  é  ( /  - V ^  °  i s t 

de r  Han g vo n M hochsten s gleic h n, . Dagege n sin d nac h 

(9 )  di e Hauptminore n vo n (E -C" )  D  (  t  - c '  )  de r 

-  1 4 — 

g i l t , 
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i s t 
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Ordnun g A'» 2. f *  -* v
 ri .positiv *  De r  Sat z is t  bev/ieser u 

(2,6 )  Ei n Raumvielec k  v*   ̂ L AL, ,  A | S -  •  ,  / ^  M 3 
is t  dan n un d nu r  dan n spitzv/inkli g zyl:lisch ,  fall s e s posi -
tiv e Zahle n fu< ,-n ^  -• ,  ?v -  4  4  gib t  derart ,  dass *  fii r  di e 

Vektore n ^  s  A^H- ,  ( t  r  f '- 1! ' M;^^ r ^)un d f.'. -  • *  X  | H 

(li )  (a< ;  a -  )  *  - i  fv i  O* - ?H; )  , 

gilt .  E s is t  dan n un d nu r  dan n stumpfwinkli g zyklisch , 
fall s e s Zahle n jv „  (  jht,.  - •  ? 'ft TVt  , ,  gibt ,  vo n dene n 
gena u ein e negati v ist ,  all. e andere n positi v  sin d un d 

Z.-. fuk - j l ^  '-• '  ,  wobe i  wiede r  di e Beziehunge n (11 )  gel -
K = i > 

ten , 

Beweis .  Folg t  sogleic h au s (1,8) ,  (2,2 )  un d (2,5) , 
wenn d.., -  zr: gesetz t  wird ,  den n P ,  Q  i n (10 ) 

sin d dan n di e Matrize n de s orthozentrische n Raumvieleck -

es un d de s Raumvielecke s au s (11) , 
(2,7 )  Satz .  Ei n Raumvielee k V ~ [ A 1 ,  A Á .,-• ,  A * , +/ f  J 

is t  "dan n un d nu r  dan n spitzwinkli g zyklisch ,  fall s e s po -
sitiv e Zahle n f^  ,  fií9..  • > -fV- M gibt ,  s o das s fii r  di e 
Entfernunge n p (A± ,  A  •  )  (  i  <  J  ) 

(3L2)p lCA1-  ,  A ;  )  -  ~ i  (fH ̂ ^''^Vy^H^h^'' ̂ t^S ^  ' 
mit  i- .  .- -  J>.. .  -jft ^  gilt .  E s is t  dan n un d nu r  dan n stumpf -

*  *  • , 

winkli g zyklisch ,  fall s e s Zahle n -p .  ̂- ,  ýV?"*; « fi^+i 
gibt ,  vo n dene n ein e negativ ,  di e andere n positi v un d 

Ti -  t -  A 

fix, •- •  ̂ L .  -f\ <• O ist ,  wobe i  wiede r  (12 )  gilt . 
Beweis .  D a i n de r  .Bezeichnun g vo n (2,6 ) 

f ( A •  ,  A. )  -  (a í :  +  a,Ui+->-t^, ,  a, :  +  a. f  ,  +  ... *  ̂ .. < ) 
gilt ,  genúg t  e s z u zeigen ,  das s (11 )  un d (12 )  aquivalen t 
sind .  Da s beweis t  man abe r  leich t  z.B .  durc h Induktio n 
nac h ý -  -t . 

Anmerkung .  Au s de r  Definitio n des-rechtwinkli g z y -

klische n Raumvieleck s folgt ,  das s da s zugehorig e n-Sim ~ 
ple x dasjenig e rechtwinklig e n-Simple x ist ,  desse n 

-  1 5 ~ 



sämtliche zweidimensionale Seiten rechtwinklige Dreiecke 

sind und von dem in I5J(Satz 32) bewiesen wurde, dass ana-

logisch zu (12) , 

? , Aj )�= I - « 1 1 

für irgendwelche voneinander verschiedenen Zahlen 

aa. .. , , , v /4<.,x gilt o 
. S 1 \ ..„„,,, f 

(2 ,8) Satz. Jede vi -dimensional© (<>ti ~ 1 / Seite 

eines zyklischen n-Simplexes ist wieder zyklisch/und 

zwar von demselben Typ wie X (d.h. gleichzeitig spitz-, 

stumpf- oder rechtwinklig zyklisch). Dabei wird die zykli-

sehe Anordnung der Ecken in durch diejenige in i ' ¡ 

induziert o 

Beweis. Sei V - i. A .r ¿ /\t , � - , A^ } J das zu <>. zu-

gehörige zyklische Raumvieleck und seien 
Al (k - < k\ < .... c k , , ) -Eckpunkte 

* í ^ ** .. * ' \ / / r / 
der Seite . Es genügt zu zeigen, dass V - L^,,;'1^,? 

/ii j ein zyklisches Raumvieleck im zugehörigen 

�)?>-dimensionalen Raum t ist. Ist y rechtwinklig zy-

klisch, ist das Resultat bekannt ( (5.J, Satz 33; vgl. die 

Anmerkung nach (2,7) ) � Ist spitz- oder stumpfwinklig 

zyklis ch, so existieren nach (2,7) Zahlen 1l<fi2 , �� *> f W ^ i 

(im ersten Fall atlle positiv, im zweiten genau eine nega-

tiv und f. - p'k < 0 ) so, dass (12) gelten. Bezeich-

ne n wir ̂  .„ ~ a \ v>> k ,tr. „ 1 ~
1 

<*f, .... — 

> fu - Q i > >., '¡\ - (l i. ? - �« ? ̂  T k ̂  ^ ? 

1 \ k I- '" + ft , . + f'-K , * CL V. - » ' 
T :f;1 4 

Da lt. ̂  5' * 5 o. * q ,s sind entweder alle Zahlen l * /w V 7 

f. s ̂  _ 1. M 

> 'U 
positiv (im ersten Falle), oder ist genau eine Zahl 

(jy 0 (diejenige, in deren Summe im zweiten Fall die 

negative Zahl tl* auftritt) und Q l̂. O gilt. 

Aus (12) folgt nun, dass für i < 

A i <1 /v ^ | " | 

gilt, so dass wirklich V und zyklisch fon demsel-

ben Typ wie ^ ist. Der Satz ist bewiesen 

- 16 -
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Bevor wir den Hauptsatz (2,10) über zyklisch^ Raum-

Vielecke aussprechen, werden wir den folgenden algebraisch-

en Hilfssatz beweisen: 

(2,9) Es seien Ci9 ¿¿r-?
6
^ * 5 ̂  positive 

Zahlen. Bezeichnen, wir als eine "zu-lässige" Lösung 

X«, ; des Systems 

X 

(13) 
2 

für welche entweder alle ? " * ? positiv sijid 

(und dann ist * 4) , oder genau eine von den Zahlen 

X. , ? X,Vru negativ, die anderen positiv sind und 

< ^ (dann ist ). Dann gilt: 

1° Ist für irgendeinen Index k, ^ ^ > * > l \ ; 

so gibt es keine zügelässige Lösung von (13). 

2° Ist für jedes k - ^ 

vc; < 21. r c ; 

und gleichzeitig 3*k ^ 

l+k 

so existiert genau eine zulässige Lösung von (13), und 

zwar ist diese Lesung positiv, falls für jedes 

V, , 4 .4 k ^ 

e, < 2 1 
A >1 i7 

hk 

gilt, und nichtpositiv (mit X c - 4 ), falls für ir 

gendein k 

/ ? \ > c > ~ ^ -

i 4- k gilt. Im letzten Fall ist das zugehörige K, < 0 � ' jr 
Beweis. Wir können annehmen, dass 

(14) Ö < % <. t z f, ^ 



Setzen wir voraus, das s X c X ̂  ? ... 0 X eine zu-

lässige Lösung von (13) ist, und bezeichnen wir mit X die 

Zahl 
UV 

(15) * - 4:
 x

< -
c z 1 

* * 

Wir werden zuerst einige einfache Behauptungen be -

v/eisen. 

B.l. Ist Xc = A , so gilt 0< *i ^ -x2_ ~ " 

Beweis. Folgt aus - x^) (j^*-« -i-X̂ )- CA - C, usw. 

B.2. Ist X, «. ̂  , so gilt < X für i -

Beweis. Falls für X gilt, so ist 
x. > x- + 2 x. > - x � 

Fr* 

B. 3. Ist xe - , so gilt für 2'_J* » " * ' ' ' 

Xl - > - V XJ - Cr � 

Beweis. Die 1,-te Gleichung von (13) kann man in der 

Form x? -� 2. \ xv + C,- ~ 0 schreiben. � / 

B.4. Die Funktion X - vx ~c (c >ü/ nimmt im In-

tervall C ) ab. 

B.5.� Es gibt höchstens eine zulässige Lösung von 

(13) mit Xr - 4 . ? 

Beweis. Sei ijc = eine andere zuläs-

sige Lösung von (13) und sei ^ * ~£ 2L ij v . Dann ist 
t =� 

x + (sonst wäre ^ = � X^ für i * � � �> m - '1 nach 

B.3 und / y ~ X,rtv )„ Ist x > oj , so folgt aus 

B. 4 und B 3 , dass < tyl für i - . - 4 gilt. 

Dann kommt man wegen > 

/ \ > c � ~ C » x X X. � 
(16) ^ r.v o 1 V 1. - -1 

und analogischer Relation für . 1 zum Wider 

spruch yf . * rt/,. ~ -f 
> x- * ' — X Vj t/v - . 
fr-A 1 ^ ^ . Ebenso für X < � VI - / * . <7 

f x 

B.6. Ist Xc * -A , so gilt x,; > 0 für ̂  

< 0 ; ferner gilt <?wv > L̂... 

- 1 8 -



>  t J 

.  Aiso  k  *  m.* 

Beweis.  I s t  x,  <  0 (A á  k  á  m   4  )  u n d  * 
fu r   a l l e  3  4=  }c , A <é 4 ú niv  so  i s t  . 

*• **   K U ' ^ Í H  ,  Hieraue  und  aus  (14) 
řo lgý 

C y 5»  Č •  4  C  >  C 

4 + k 

B .7.  I s t  x&   s   A ,  so  i st  fu r  -i ~ J?---!  ">>*  -A 

X% ~  X  +• \J X *  f  Cí.;  , 

<V„   s  x  "   v/xT>~c\v  
Beweis  wie  i n  B.3  mit  Rutíksicht  auf  B.6  . 

B.8.  I s t c > 0  ,  so  i st  X  ~/~  ' / x % c  wachsend. 
B.9.  Es  g ibt  hochstens  e ine  n i c h t p o s i t i vc  zu lass ige 

Losung  von  (13 ). 
Beweis.  Wie  i n  B.5  . A 

B.10.  I s t  X„   s A ,  so  g i l t Si  Cv >  c ^  .  I st 

X„  *>  ~  /l  ,  3 0  g i l t  J>__  Ci  <  6,n  •  

Beweis.  Folgt  sus  ( 1 6 )v 

B . l l .  Es  i st  5  Ci  +  tv  , k  =  4,  >••  ,  *>v. 
*   *  a 

Beweis.  Folgt  aus  B.10  . 

B.12.  S ei  C^  v  f~_ Ci  .  Dann  hat  wenigstens 

eine  der   Funktionen  •  „ rí ,  _ 

e ine  p o s i t i ve  N u l l s t e l l e. 
Beweis.  Es  i st fy  ('  v/cj^  ) • <%  (VÍT~ ,  ) ,  wobei  fu r   ge

níigend  grosse  X <$%(*)<0,  <&(*)>  0  gilt  ées 
i s t  asymptot isch  g?  f x  ) ~  J~  ( j> l  C;    em  ) )•  

i    ^ 

B.13.  Sem 
<  SE  VŽ* 

,«  und  , 
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Dann hat die Punktion 

et C a) = (�->.'. - 2.)X �+ /x^ + ct » / x
1 

'5 it 1 \ 
mindestens eine negative Nullstelle. 

Beweis. Es ist r
4'~, (0) > C f wobei für .* —> - °° 

asymptotisch 

' ( x )"«- rr- v( >".. C. - (t ) < 0 
" ^ /Vi gilt. 

B. 14. Sei VT* \rC - » Dann hat q? (\) 
t »f 7-

aas B.13 keine negative Nullstelle. 

Beweis. Durch vollständige Induktion folgt leicht für 

positive Zahlen k , � � kt Cs ^ I ) die Ungleichheit 

i- -<I) k f -T * ' > f *' 1-t S 1 f 1 T < 

wobei die Gleichheit genau für s - 1 eintritt« Für 

k <1 0 ist somit 

¿v^Te, f x) < /x' t vcjftx vV+c^t 
r 1 t ? 1 

also C^ Cx ) < 0 

Nun werden wir den Satz beweisen. Aus B.3 und (15#) 

folgt, dass positive zulässige Lösungen mit den Losungen 

des Systems __ ^ _ / x ^ T ; , C % - V — " > 

X,r ��-� X i i' x'^-rv „ 

identisch sind. Nichtpositive zulässige Losungen von (13) 

sind nach B.7 mit denjenigen Lösungen des Systems 
f 6 - <f, ^ Xv. - x f V' X* Ct: 7 

x . - X — V X ** 
f y , V 

« -i 

identisch, für die x < 0 gilt. Hieraus folgt, dass im 

ersten Fall X eine (positive) Nullstelle von c^ C a ) 

(für £ Ä ) oder Cx.) (für l = -1 ) ist, im 
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zweite*^ Fall eine negative Nullstelle von (k ) . 

So ergibt sich der erste Teil des Satzes aus B.ll , 

B. 14 und daraus, dass im Falle der positiven Losung nach 

B. 10 
:*t <+ . 

< > Ct , also auch <: Zt. VC; gilt. 
c » 1

 %
 " ̂  

Die Eindeutigkeit im zweiten Teil ist eine Folgerung 

von B.5 , B.9 und B.10 � Die Existenz einer zulässigen 

Lösung unter den angegebenen Voraussetzungen folgt aus 

B*12 und B.13 � Der Hilfssatz ist vollkommen bewiesen« 

(2,10) Satz. Das zyklische Raumvieleck in ist 

durch die Längen seiner tu i /1 Seiten (Kanten) und ihre 

Anordnung bis auf die Lage in eindeutig bestimmt. 

Sind diese Langen ? ; - i'nv a , wobei 

4 , ~ rtuv*,(. < � <7 f f > gilt, so existiert ein solches 

Raumvieleck dann und nur dann, falls 

(17) i L . < > 1 ^ 

ist. Dabei ist dieses Raumvieleck spitz-, recht- oder 

stumpfwinklig zyklisch, je nachdem 
�ru 

<r 5 i 

X t 
nr>. 

o i. 

v 

da) = s:, n 

oder 

r > > i; 
1. r -t 

gilt * 

Anmerkung. Die Relationen (17) bzw. (18) gehen für 

Z in die bekannte Dreiecksungleichung bzw. pytha-

goreische Ungleichung über. 

Beweis des Satzes. Die Notwendigkeit von (17) ist 

klar. Die rechtwinklig zyklischen Raumvielecke erfüllen 

nach dem Satz 35 aias [*5l die zweite Relation in (18) und 

?iaeh demselben Satz ist dieses Raumvieleck durch die Lan-

gen eindeutig bestimmt. Aus der zweiten Relation in 

(11) folgt, dass einerseits zu jedem spitz- bzw. stumpf-

winkligen Raumvieleck eine positive bzw. nichtpositive 
- 21 -



zulassig e Losun g de s System s (13 )  mi t  in, - /n. i- U C„  «  £'ir 

existiert ,  andererseit s z u jede r  positive n bzw .  nichtposi -

tíve n zulassige n Losun g vo n (13 )  mi t  G^  -  %  ̂ ei n spitz * 

bzw.  stumpfwinklige s Raumvielec k mi t  de n gegebeng n Kanten -

lange n existier t  (wen n man i n (11 )  f ^  «  x ;  )  5 ,  X (  I 

setzt) .  Di e Existen z un d Eindeutigkei t  folg t  somi t  au s 

(2,9 )  un d (17) . 

(2 f ll )  Definition .  Wi r  nénne n (řu r  eine n Augenbliek ) 

zwei  Raumvieleck e i n E ^  direk t  bzw .  indirek t  aquivalent , 

fall s  e s ein e cineindeutig e Zuordnun g ihre r  Seitenvektore n 

gib t  derar t  ,  das s di e entsprechende n Vektore n gleic h un d 

all e gleichsinni g bzw .  all e entgegengesetz t  gerichte t  siri d 

Anmerkung .  I n diese m Sinn e sin d z.B .  all e i n eine n 

n-Simple x orthogona l  eingeschriebene n Raumvieleck e unter -

einande r  aquivalent .  E s is t  klar ,  das s jede š z u eine m 

Raumvielec k  V direk t  aquivalent e Raumvielec k au s V / 

durc h Hintereinandersetze n de r  Seitenvektore n vo n V (i n 

eine r  bestimmte n Reihenfolge) ? bzw .  noc h durc h Paralle1 ~ 

verschiebun g entstcht .  Man kan n auc h leich t  řeststellen , 

das s di e z u zwe i  aquivalěnte n Raumvielecke n zugehorige n 
x) 

Simplex e de n gleiche n Rauminhal t  haben . 

(2,12 )  Satz .  All e z u eine m zyklische n Raumvielec k a -

quivalente n Raumvieleck e sin d wiede r  zyklisc h (vo n de m ~ 

selbe n Typ )  un d habe n Umkugel n vo n gleiche n Halbmešsern . 

All e i n eine n orthozentrische n n-Simple x orthogona l  ein 

geschriebene n (zyklischen )  Raumvieleck e besitze n ein e ge -

meinsame Umkuge l  (ih r  Mittelpunk t  is t  i m Lemoinesche n 
\  xx ) 

x)  Vgl .  [lj ,  S .  10 3 -  104. " 

xx )  Dies e Tatsach e is t  fii r  de n Fal l  m, »  2. un d rf>. « ť  ó 

(i n eine r  andere n Formulierung )  bekannt .  Vgl.i_8] ,  S .  16 5 

und [9] ,  S .  158 . 
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Bewe is ,   De r   erat e  Tei l   folg t   au s (1,8 )  un d ( 2 , 4 ) . 
Der   zv/eit é  Tc i l   is t   fii r   rěchtwink l i g  zyki isch e  Raumv ie l 
eck e  ein e  Folgerun g  eine s  bekannte n  Satzes .   Se i   als o da s 
Ilaumvielec k  šp i tz    ode r   stumpfwinkl i g  zykl isch .   Di e  K a n 
ten lange n  A ^   de s zugehor lge n  zykl iaché n  nSimplexe s 
sin d  dan n  durc h  (12 )   gegeben .  Di e z u de r   Mat r i x  (   i  ,  ý  ~ 
  A  Q,  /K „  f•/ )  (nvfi^te r   Ordnun g  /  (/ ,   ' 1 \ 

invers e  Mat r i x  is t ,   wi e  ma n  sic h  leich t   íiberzeugt , 

/Í/V f   • /  \   ,   A 
(.  .  .  _   ^   4  ^   , ,   c . .  ̂ ,   =   c%t •  _ ,     2  ̂  
(  v    I .  •    •  ,  "  t   f  >f  •  r ^    fs v •  , }  v  s; ,  *  °   f u r  r.: ,  j  =   %• • • >  *v *  " " 

und  3  Ł   i '   A..  #  i  i ,  i  P  %  + 1  .nad (n +" O g i l t # 

Lau t   (1,13 )  i n [7 J is t   de r   Halbmesse r   de r   Umkuge l 
d iese s  Simplexe s  '  „   ,   r •••;  \ 

ti  «   /   Ý  Cca > 

is t   als o  ein e  symmetr isch e  Punk t  i  o n  v  o n  fu11  p ^  ,..'yfLnlf  +., ,  • 
.Hierau s  fo lg t ,   das s  jede š z u de m  gegebcne n  aquivalent e 
Raumvie lee k  di e  Umkuge l   vo m  gle iche n  Halbmesse r   ha t , 
den n  di e  Zahle n  x p ;  hange n  nu r   vo n  de n  Lange n  de r   zu ~ 
gehor ige n  Se i tenvektore n  un d  nich t   vo n  ihre r   Anordnun g 
ab . 

Di e  letzt e  Behauptun g  folg t   au s  de r   zwei te n  un d 

ai. s  (1 ,8) .     i 

3.  Netz e au f  eine m Simplex . 

I n diese m Ábschnit t  werde n wi r  un s mi t  de r  řolgen 

den Prag e beschaftigen :  Se i   Jsb    ei n  nSimple x i n  E  , , 

mi ť  de n Eckpunkte n  A  ̂ f Aẑ .  KJ.A^+I  ,  un ď se i   r   ein e 

Menge vo n einige n seine n Kanten .  Se i  ferne r   W f K )  di e 

P.íeng e vo n alíe n  ňSimplexé n mi t  de n Eokpunkten . 

C*  (!,..,. ,  (.',,,. ,   fi  i n  E„ v  ,  di e di e Eigensohaf t  běsi t  zen , 
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das s fu r   A   Aj  €  K C{ C j   dieselb e Lang e wie ,  A% A j 

hat .  Dá s Problé m ist ,  únte r  de n Simplexe n au s  <ffL(K)  die 

jcnige n Simplex e au f  zu f  inden ,  dere ň Rauminhal t  maxima l 

is t   (un d z u entscheiden ,  o b solch e Simplex e existieren) . 

Um sic h kur z ausdrúcke n z u konnen ,  verde n wi r  sagen ,  das s 

ei n Net z gegebe n ist ,  d.h .  ein e Meng e vo n Karite n mi t  vor 

gegebene n Langen .  Dabe i  werde n wi r  au f  di e Frag e de r  E  ~ 

xisten z irgepdeine s solche n  nSimplexe s nich t  eingehe n 

(auc h i n unsere r  Problemstellun g gehe n wi r  vo n eine m Sim 

ple x aus ,  s o das s  f i ' (K )  nich t  lee r  ist) *  Wi r  werde n i n 

diese m Siňnede n folgende n Sat z beweisen : 

(3,1 )  Se i  ei n Net z  N   au f  eine m  nSimple x  J >  vor 

geschrieben .  E s existier t  ei n  n~Simple x vo m maximale n 

Rauminhal t  mi t  diese m Ňet z dan n un d nu r  dann ,  fall s  da s 

Net z  N  zusammenhangen d  ist ,  d.h .  fall s  man vo n jede m 

Eckpunk t   i n  < L  au s z u jede m andere n Eckjbunk t  vo n  «2 L U 
c  < S „ .  > 

ber  di e (gfeschlossenen )  Kante n de s Netze s gelange n kann . 

Dabei  ha t  jede r  maximal e ̂ rtSimple x di e Eigenschaft,'das s ť 

gegeníibo r  jede r  i n N   nich t  liegende n Kant e ei n rechte r 

Winfce l  liegt # 

Beweis *  E s is t  geomctrise h klar ,  dass ,  wen n da s Netz . 

nich t  zusammenhangen d  ist ,  zwische n eínige n Ecke n belie 

bi g gross e Entfernunge n vorkomme n konne n un d de r  Raumin 

hal t  beliebi g gros s werde n kann *  Is t  dagege n  N   zusammen 

hangend ,  'un d lass t  man eine n Eckpunk t   A n  alle r  diese r 

nSimplejc e fest ,  s o liege n all e librige n Eckpunkt e alle r 

diese r   nSimplex e  i n eine r  feste n Hyperkuge l   (z«B « mi t 

dem Halbmesser ,  de r  gleic h de r  Šumme de r  Lange n vo n alle n 

Kante n vo n  N   ist. .  un d cle m Mittelpunk t   i n  A ^   ) .  Wenn 

man somi t  de n Rauminhal t  alle r  solche n Simplex e al s Punk 

tio n de r  Lange n de r  librige n Kante n betrachtét ,  s o is t  e r 

ein e .beschrankt e F.unktio n au f  eine r  kompakte n llíenge^ 

fall s  wi r  auc h ausgeartet e "Simplexe" ,  dere n Eckpunkt e 

i n eine r  Hypereben e ode r  eine m kleinere n lin e a r  c n ííau m 

liegen .  zulassen .  Als o wir d diese s Maximu m erreich t  un d 

es mus s nichtausgeartet e Simplex e geben ,  di e e s errciche n 
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(die ausgearteten haben den Rauminhalt Null). Wegen der 

bekannten Bedingungen dafür, dass zu gegebenen Kantenlän-

gen ein n~Simplex existiert, ist die Menge dieser nicht-

ausgearteten Simplexe offen. Analytisch bedeutet das,- dass 

in der bekannten Formel für den Rauminhalt V x') 

v " i - ^ n 1 ? 

/0, V - "I \ 
a n ß , . , irl \ 

I /� 0 5 fv I 

/-i i u <i Langen 

1
" r« ,> / 

WO 

v 

der Kanten A , A: im Simplex sind, für das maximale 

Simplex für -u. W; tr, A A... 4. N 
*tX> l/ ' r 

o 
$ C ist. 

^ fO, 1 \ 
Da jedoch die Inverse zur Matrix / / a auf der 

1 � 

Stelle von \ d a s E^lement jD t<?s ' hat, wo 

p 0 und Cf«. ist der gegenüber .Ab liegen-

de Innenwinkel, muss dieses Element verschwinden. Also 
fr' 

gilt Cf1,̂,,.. -» "vv— und der Satz ist bewiesen. 

Wir gehen auf die Eindeutigkeit und andere Fragen 

nicht mehr ein und werden dieses Resultat auf den spe-

ziellen Fall des zyklischen Netzes anwenden, 
f » 

(3,2) Satz. Ist das Netz aus den Kanten 

A\x , A.k Av«--> Ari/- Ann '^ivh A 1 V zusammengesetzt, 

so ist der maximale Simplex ein zyklischer Simplex. Die-

ser Simplex ist durch das Netz bis auf die Lage in 

eindeutig bestimmt. ^ 

Beweis. Aus (3,1) folgt, dass der maximale h-Sim-

plex zyklisch ist. Das übrige folgt aus (2,10). 

x) [l], S. 105. 
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Zum Schlus s gebe n wi r  noc h eine n andere n wichtige n 
Špezialfal l  an : 

(3,3 )  Is t  da s Net z zusammenhangen d un d ohn e geschlos 

seně Kantenziig e  (als o topologisc h ei n Baum)  ,  s o is t  de r  zu 

gehorig e maximal e Simple x rechtwinkli g  ,  wobe i  di e Kante n 

des Netze s Kathete n diese s Siniplexe s sind .  Diese r  maximal e 

Simple x is t  bi s au f  di e Lag e i n  L  , v eindeuti g bestimmt . 

/  '   Beweis .  Folg t  au s (3,1 )  un d de r  Definitio n des~recht 
winklige n Simplexe s i n E  x ) 

7  0 _ 7 .  —  ^ — —  ~ "   •  ™ 
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