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Coiamentationes^Kathematic^e U n i v e r s i t a t i s Carolinae 
25 3 (1961) 

ON CONVEHGEHCE OF SEQUENCES OP FUNCTIONS 

V,  ŠEDIVi f  ~  T/íKKOVA ,  Prah a 

I f  (GL, ,. ,  Ai *  }  (  j i  s A )  a r c spaces ,  we ca n de -
fin e o n a  cartesia n produc t  Gi  o f  set a W A a  conve r  -
genc e o f  sequence s b y a  wel l  Imow n way :  Fo r 
,x f' „  u  Q,  (n «  -1; .  2 ; * V ) ? x^^yr *  x  i f  an d onl y í f 

K*r.<  _  >:> '  v  i n th e spac e (u L >  U'X^ í o r  e v e r y . 
> £  A ^  X  ' i  denote s th e J& ~t h coordinat e o f  th e poin t 
X ) « Thi s convergenc e define s a  topolog y X t  o n U  i n 

th e wel l  know n wa y (fo r  A  c  Í, A AA, A consist s o f  al l 
X c  ( *  suc h tha t  x" 1——> x  fo r  som e X  €  A  f  Fo l  -

lowin g J « Nová k [3] ,  w e cal l  (Q >  t O a n ^'-produc t  o f 
space s  (Q*% 5  ̂ vl .

N/  en d denot e (G *  , * x ) ~ « £ # v w /̂.. A)  , 
Let  u s poin t  ou t  tha t  f  followin g E .  Óec h £l ]  a*  topolog y 
*i  o n th e ae t  CA i s  define d a s a  mappin g It f whic h t o 

ever y M C  Q  a s sign a a  se t  M.  M c  Q  an d satis -
fie s th e followin g axióma :  ***  é -  é« *x. Cx) =  (x) ,  •« .  (M^uM^ 
.•ríitM- ,  u  ̂ M i  #  Th e conditio n <U<(<U,"M}~-AL  M ,  call -
ed axio m F  b y E e Sech $ i s  no t  require d i n generál ;  i f 
i t  i a satisfied y the n -c o i s  calle d a n r  -topolog y an d 
( f A,^x )  a n F  -space ;  i f  i t  doe s no t  hold ,  the n ^  i s 
calle d a  no n -.,.» -  topolog y an d ( U v  ̂ v  a  no n -  F  -spa -
ce* 

For  an y topolog y  AJL o n Q  tw o furthe r  r  -  topo l  o -
gie s ar e defined :  -i £ ,  th e r  -reductio n o f  M. ,  whic h 
has a n opě n bas e consistin g o f  al l  CA ~ÁA, A  } A  c  Gí .  ; 
>u,  f th e F  -iaodá):f*icatio n o f  *a „  ,  whic h i s th e fi ~ 
nés t  o f  al l  F  -topologies ,  coerse r  tha n -o ,  9 Clearl y 
4i - y? x o r  ,< x «  x o i f  an d onl y i f  Ji- i s  a n r  -to -
pology . 

I n thi s not ě a n *ť-produe t  o f  two-poin t  space s i s 
studied .  Th e smalles t  cardina l  numbe r  >l  i s  found ,  fo r 
whic h a n *fc -produc t  o f  H  two-poin t  space s i s no n -
'  P  -space ,  event *  i t  í s  no t  countably, ,  compact . 



It is shora, that the ^-product ( (3 ? ¿t ) of uncountable 

number of two-point spaces and (Q f )are not regular. 

Several n criteria are given, when the space ( Q> ; it ) is 

discrete (I. - III.). 

In IV»- VIII. similar questions for subspaces of the 

spáče of real-valued functions on some F -space are stu-

died. 

In the whole note proofs are omitted. 

In this note, .N dénotés the set of all natural num-
A N A pv, 

berso If A7p are sets, A
0
 denotes the set of all 

mappings of & into A . If oC e x £ 6 then 

the element, corresponding to X in the mapping OC , is 

denoted C,k ) or X . - * a 

If cf. e A * ) C C B2 then ck 1 C denotes the mapping of 

t into A , for which ck IÛ (X ) ~ << (k) for all 

x € C - H denotes an arbitrary cardinal number. 

I. Countable compactness. 

Definition: 

The space (Gî jj,) is called countably compact, if e~ 

very infinite subset of Ca has a cluster point. 

Theorem 1, 1: 

Let (G;:tu. ) be a spáče. The following properties 

are equivalent: 

(1) < O-. , ̂  ) is countably compact. 

(2) (0. , *t> *'"j is countably compact. 

Theorem 1,1 does not hold for compactness only. 

Definition. 

Let o be the smallest power of a system of subsets 

of N 9 which has the following property: 

if S c N ' is infinite, then there exists A 6 </i such 

that the sets S A H 7 S - A are infinite. 

Theorem 1, 2 : 

Let be an ot -product, of H two-point spaces. 

The following properties are equivalent: 

(1) ca > ¿J j is not countably compact. 

(2) rl. à 0'. 
- 4 -
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II .   r  ­axiom ,  order "  an d regularity . 
Definitions : 

Let   ^   b e a n inřinit e  countabl e set,cC 3/ 3 ť­'   / v 
We writ e c i  h/ 3  i f  Jy(x^) > fl ( K)  fo r  al l   >< 6  A  ,  ex ~ 
cep t  a  finit e number .  I f  Jm h fS  doe s no t  hold ,  w c writ e 

We sa y tha t   A   c  '  ̂   i s  a n unbounde d systé m i n  N   i f 
fo r  ever y  y   ­   ^   ' '   ther e  exist s som e oķ* £ A   suc h tha t 
r   >+ '  < A  f 

We sa y tha t   * H ­  ̄  o o  >  <­  J V  i s a  hereditar y unboun ­
ded systém ,  i f  th e systé m  IO C  I n j   i s  unbounde d  i n  N 
fo r  ever y  infinit e  /\cN . 
We sa y tha t   a  se t  * A č   A r  ̄   j e a  chain ,  i f  i t   i s  linear ­
l y ordere d b y th e r e la t  i  o n  ^   ¯ 
An unbounde d systém ,  whic h  i s als o a  chain ,  i s  calle d a n 

unbounde d  chain *  Th e existenc e  o f  a n unbounde d  chai n fol ~ 
low s fro m Zorn' s lemma * 

Definitmon :   , . 
Let   T ^   b e th e smįlles t  powe r  o f  unbounde d  chain . 

Let   ^   b e th e smalles t  powe r  o f  hereditar y unbounde d 
systém * 
I t  i s  cl e a r  tha t   H.. .  a   t i   ' 4 ^   Ž  i   . 

The oře m 2,1 : 
Let  ( a,,  ­u/ )  b e a n  * t  ­produc t   o f   H   two­poin t 

spaces .  Th e followin g propertie s ar e equivalent : 
(1 )   (  Q,  9  ̂ t  )   i s  a  no n ­   F  ­space * 

(2 )   H   ^   ^ 
Let  (O, M*)  b e a  space t  A C Q  .  We pu t   <*<//* \  =  A   ,an d 
fo r  ordina l  numbe r   rt.   ,u .  V \   *   .., c r. U U-A). 

The oře m 2,2 : 
Let   a n  «£ ­̄produc t   ( Q ?  ­̂ ­  )  o f  two­poin t  space s 

be a  no n ­   r   ­spac e an d no t  countabl y  compact .  The n 
ther e exist s  A n-  ( *   suc h tha t  MJ* A   4 ­   ­V'" '  '  A 
fo r  al l  countabl e ordina l  number s  c o  . 

Definition :   v   \ 
We  cal l  a  spac e ÍQniL ) countabl y regula r  a t  a 

\  ­   5   ­ ť   " ť . , . ­ . ' 



s 
x) poin t   x   ,  i f   X   i s a n  V;  ­poin t   o f  ever y subspac e 

P > c ť   (Gj ,  «' )  suc h tha t   p ­  " 1 u  / \  u  O O,  X  4"  ''­ T  A 
i s countable . 

We cal l  a  spac e ((* -r
J4->  cbuntabl y regular ,  i f  i t  i s 

countabl y regula r  a t  eac h o f  it s  points . 
The ořem  2 , 3X x ) : 
Let  (QjU)  be  an  ŁŁ­product  of  H  two­point spa -

ces,  H  >  TA  .  Then  C&> ^   and  (Q>, *ť *)  a r e  not 
countably  regu lar . 

Theořem  2 ,4: 
Let   (G­.yU )  b e a n  s Ł ­produc t  o f   H   two­poin t 

spaces .  Th e followin g propertie s ar e equivalent : 
(1 )  Fo r  ever y  x  Ł  Ci .  ther e exist s a  close d se t  T  C  f^ 
suc h tha t   X  $  T ,  ecc l  7  ­  cS ^   an( j  i f  U   i s a  neighbor ­
hood o f  ' T  i n (G,.,Á^)  ,  the n  x  €  ­í* .  t t  . 
(2 )   (O,,** ,  J  i s  no t  regular .   / 
(3 )   (Q:,/UJ' )  i s  no t  regular .   \ 
(4) H £. H..5 i 
Problém :  I  d o no t  kno w i f  V1  i s  th e smalles t   cardina l 
number ,  satisfyin g th e Theore m 2,3 . 

III .   F  ­  reduction . 
j   Definition : 

Let   (O^x t )   b e a  space ,   V S  a  cardina l  number . 
We denot e b y a  symbo l  0'. (!^..AA  ̂ ever y  colle­ctio n 
Vx a ;  ;  X ­ ,A ,  " U 6 N  /   o f  element s o f   U   suc h tha t 
(1 )   'jQJu i  / I  •­ ­  V V  ­   \ . 
(2 )  Ther e exist s a  poin t   x  s  Gs  suc h tha t  x .  ,  — > x 
fo r  ever y  A   e  A 

(3 )  i f  {/r ^  |  e  ̂ { ^ j e A *  :\í4Aé  fo r  i*̂ ' , 
the n  x „  ,..j.--~r x  • 

x )   X   i s a n  R   ­poin t  o f  a  spac e  ( Q ;  ' O ,  i f  fo r  ever y 
neighborhoo d il   o f  X   ther e  exist s it s  neighborhoo d 
suc h tha t  AJ, Vuc XI. ,   / 

xx )  c f  Í6J ,  Theore m 1,1 . 

­  6 V­  • 
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Theorem 3,1: , / 

Let 1 1 be an -product of H two-point 

spaces. Then (0o x) ' is a discrete space if and only if 

there exists some ^ 9 

Theorem 3,2: 

Let o.) be an X -pfroduct of H> two-point 

spaces. Let (Kv)^ £ ); e / ^ u i ^ , * 
. A tr / \ 

and every ^ contain at least two points. 

If < G, . ¿u,) is a discrete space, (^ ^ ) is also a dis-

crete space. 

Theorem 3,3: 

Let be an ¿¿-product of two-point 

spaces. The following properties are equivalents 

(1) ( (X , ) is discrete. 
(2) H,. - rs 

x) 
Theorem 3,4 : 

, * Let ( f, * ( % , w t A - P £ 
j c / * f 

every K contain at least two points. Then ( // / is 

a discrete space. � 

<EV. The space of continuous functions. 

Now we consider an d -product v and its 

subspaces ,. where ; /c ) - ( .U.v ^ ; and all 

(' , ^ are the spaces of real numbers E^ (with 

a usual topology). Vie suppose that p is also a topo-

logical space and consider the space of real continuous 

functions on , . 

In the following theorems C ( P) denotes the.set of . 

all real continuous functions on P , or the set of 

all real continuous and bounded functions on P , or 

the set of all mappings of r into <� 0. > ; P(P) 

denotes any system of real functions on b « tt deno-

tes a topology on C(i-J) (event. DCP) ) such that 

( (, < ajS) (event. ( 0 ( a u ) is a subspace of a 

given -product. 

x) cf ¡e\ Theorem 2,2. 
" - 7 -



Theorem 4,1: 

Let m be a cardinal number. Let oaxct fYP)lk ft 

for every f * C CP) . Then r-v.o' h (P > S for 

every continuous mapping of P into any separable me-

tric space. 

This Theorem implies easily: 

Theorem 4,2: 

Let a set f ( P) be countable for every f e C<TP)* 

Then (C (P), <u ) is an p -space. 

Proposition 11,3 in [6] implies easily the following Theo-

rem: 

Theorem 4,3: 

Let t: ( P) satisfy the following conditions: . f 

1) If y e 0( E^), ' f e DC P) , then o f * D ( 

( Cj o \ denotes the composition of P and ^ ) 

2) There exists a function f e 0 C K) such that t (?) con-

tains a closed subset which is dense-in-itself and non-mea-

ger. Then ( D (P)> ^ ) . is a non - P -space.. 

This Theorem implies easily: 

Theorem 4,4: 

Let P be a compact space, containing an infinite 

discrete normally imbfedded subset*. Then < C al) is a 

/ non - P -space. 

V. F -reduction of a-space of continuous functions. 

Definit ion: 

Let DCp) be a system of real functions on P , k ( P) 

the system of all real functions on P , let rt be a 

cardinal number. The symbol <\}(P) ) denotes every 

collection j ; £ e J. . e H 1 of elements of 0 C P) 
* '' * 

such that . 

1) u w t - * * 

2) ^ ^ for all c * x . 

x) A set fc is said to be normally imbedded in a space , 

if p C, P and every bounded continuous function on 0, 

can be ¡extended continuously to r; . By discrete subset we 
mean simply a subset which, as a subspace, contains isola-
ted points only. - 8 - � 



3)  i f  '• >• ­.  ř  r  /­i  .  r :..  .  ­  < K^ ' ' )  ,  ^­,"   é  .­­  .  ^  +  <: , 

f o r  • :'  ř  2  ',  then  • ­•»  •  ­^.c.  .  .  • ­­*:­­>  'í  ­

Theorem  5,1°= 
Let  CO  ('':  ),  • ''­•)  be  d i s c r e t c,  c*­H.<̂   C (Ir)  ~  Hi 

Then  t h e re  e x i s ts  C'.K  {Ł  (Ý)  )  .  Let  ­1"  con ta in  a  á 
subset  /\  ,  2/utťí  X  '•  P»  ,  and  l et  j H ,  ((.(P))  e x i st  t h e­
r e.  Then  f t ( P ) ,  &  )  i s  d i s c r e t e. 

Theorem  5 ,2: 
Let  '1  •?  0,  '  P?  .  Let  T­(  P )  s c t i s fy 

b)  i f  ^  €  • '.'(/;  ,.)  t  q  has  a l l  d e r i v a t i o n s,  %{0)~  0/ 

• l  C D ­  1  ,  and  f  *z,b(P)  ,  then  § ' of  í  6  (P  >  •  
Then  the  fo l low in g  p r o p o s i t i o ns  are  e q u i v a l e n t: 
(1)  t h e re  e x i s ts  6r'  ( Ł) ( P)  i • 

(2)  the r e  e x i s t s  v̂,  (i)(P))­

Theorems 5, 1 an d 5, 2 impl y e&sil y th e Theore m II ,  1  i n Í6J . 
Theoî e m 5,3 * 
Let  P  b e a  space ,  containin g a  dens e countabl e me-

trisabl e subset .  Le t  ever y neighborhoo d o f  ever y poin t 
K e   P contai n a  neighborhoo d o f  >;  ,  whic h i s a  dense -
-in-itsel f  non~meagc r  normá l  space . 
Let   0  ( P )  C  CO 5 )  suc h that : 
1)   u D  (P )  -  OCP)  (i 0e. :  fo r  ever y f  e  C  CP )  ther e 
exis t  £ r, ,  e  D(P A oi -  -  4 ,  2 :  - — ;  suc h tha t  P n/~ r̂ > O -
2)  i f  A  c  P  i s clos.ed ,  ̂ ? é  A  ?  the n ther e i s a 
functio n f  c  D  CF )  wit h f  fy) ~  0  ,  f  (,\ )  * •  1 
fo r  al l  K  e  A  • 
3)  i f  f \  9  s  DCP)  ,  the n ř  .  9  e  D("P) * 
Then fo r  an y í  s  C { í ; ^  ~   10) ther e exist s a  se t 
M c  D(P )  suc h tha t  "*-' -  H ř  * *  C  HP )  -   (f)  x \ 

I f  mor e 

4)  ther e exist s a  functio n n  e  C(P )  suc h tha t   kx 4= 6 ? 

and  K­ÍZ  D(P) fo r  ol l  f  6  D  CP)  , 

x)  Th e closur e M.#H /  o f  H |  we certainl y conside r  i n 
th e spac e  (  t  (  f'\*'+)  only ;  Some non-continuou s function s . 
ar e th e limit s o f  sequence s o f  point s o f  H r  ,  too . 

-  9  -  • 



the n ther e exisť s  t~\(­,  _   D  C P  )   suc h tha t 
>*. H<;  -  C  Cf ?)  • -  ( O ) . 

Thi s Theore m may b e applied ,  fo r  example ,  fo r  th e se t  o f  • 
al l  reá l  function s o f  reá l  variables ,  havin g al l  deriva ­
tions .   .   i 

VI .  Some result s abou t  th e spac e  {C  (P)  ÁI ) ­

The oře m 6,1" :   . 
I f  a  normál  space  P  con ta ins  a  l o c a l ly  f i n i t e  d i s­

j o i n t  systém,  the  power  of  whích  i s  ; ^  (event*   T^  ,  e­
ven t.  o'  .  T.^  Xjvthen  CC  (\>)1  *.</)  and  CC  (  ?)7  ,u  *  ) 
are  not  r egu lar  (even t.  (C  CPX  **­)   and  (C  rfV,  xy  ) 
a re  not  countab ly  r e g u l a r,  event*   (CÍP)*,  *A>  )  con ta ins 
a  s et \H such that  ÁA^ÍÍ  í;  ­u  w  '  H  f or  a l l  countab­

l e  o r d i n al  numbers  oc) •  ; 
The ořem  6 , 2; 
Let   : :  b e th e smalles t   ordina l  number ,  th e powe r  o f 

whic h i s a  regula r  cardina l  numbe r   rS  » Le t  ever y subspa ­
ce o f  som e spac e  ÍU,  u,)  contai n a  dens e subset ,  th e 
power  o f  whic h i s  <   r \  • 
Then ther e exist s a n ordina l  numbe r   c* ,  fo r  ever y  R  ­  ' * 
suc h tha t   r/\ ,  <   C J  an d  .K/̂ "  K   ­.  ÁJ.%  K 

*  i  Th e oře m 6,3 : 
Let   )­ '  b e a  unio n o f  th e countabl e numbe r  o f  co m ­

pac t  metri c spaces .  The n ever y subspac e o f   ( C  (ť)?  u) 
contain s a  dens e countabl e subset * 

The oře m 6, 4 whic h i s a  strengthenin g o f  Th e oře m 1, 2 
i n  J2J ,  follow s  immediatel y fro m th e Theorem s 6, 2 an d 6,3 : 

,  Th e oře m 6,4 : 
Let   P   b e a  unio n o f  th e countabl e numbe r  o f  compac t 

metri c spejces * 
Then ,  fo r  ever y  H  o   COP)  ,   M/"'H  ~  *C.  H .  fo r  som e 
countabl e  o C  . v ,   ••   \L 

Y  an d consistin g fro m ope n scts,| / 
VI I  •  Countabl e  compactnes s o f   (C (  P  ) : /   *<*•  ) « 

C (  P )  denote s th e se t  o f  al l  continuou s mapping s o f 
K  int o  <  í­C­ i  >  i n thi s s e ct i  on . 

­  1 0 ­



Theoře m 7,1: 

Let   a  spac e  P   contai n a  normall y  imbedde d  di s ~ 
cret o so t   o f  th e powe r   o  .  Thc n  (Cííy\u/±Q  n o t   coun ­
tabl y  compact . 

Theoře m 7,2 : 
Let   a  normá l  spac e  P   contai n a  close d  er y  sub ­

8c t  whic h  i e no t   opon .  The n  (č(P)  ̂ >* A  )  i s  no t   countabl y 
compact . 

Theoře m 7,3 : 
Let   (o  ­   ­h '  i  . 

a)  I f   P   i s a  peřfectl y  nořma l  space ,  the n  í  C   íY)t
  Ji­)  ±s 

countabl y  compac t   onl y fo ř   a  countabl o  discret e  " P  . 
b)  I f   P   i s a  normá l  spac e  an d  (C  (  ť)>ái*  )  i s  a  no n ­   ^   ­
­spac e ,  the n  (  ( .  <   !ť'*). .  *( ­  )   i s  no t  countabl y  compact * 

VIII .  Bore l  functions * 

Let   " P  b e a  peřfectl y  normá l  space .   \l>(\')   denote s 
th e se t   o f  al l  reá l  Bore l  function s  o n  Y  ,  o r  th e se t 
of  al l  reá l  bounde d Bore l  function s  (o r  bounde d  b y a  CGX>* 

tai n  constant) ,  o r  th e se t   o f  al l  characteristi c  function s 
of  Bore l  subset s  o f   P  .   A definitio n  o f  th e topolog y   ­!L 
on  E C P )   i s evident . 

­   Theore m 8,1 : 
Let  u s suppos e  tha t   a  peřfectl y normá l  spac e  P   con ™ 

tain s  a  normall y  imbedde d discrete > subset ,  th e powe r  o f 
whic h  i s  r >  ­   K   *   ,  le t   :<i­­̂ ­   H   ž ;   2. '  ' ­
Then  ; '  &  <   ^ ) ,   M* )  i s   a  discret e space . 

Theore m 8,2 : 
I f  a  peřfectl y normá l  spac e  P   contain s  a  Bore l 

subset ,  whic h ma y b e mappe d  cpntinuousl y  o n a  topologica l 
produc t   o f   rJ\  two­poin t   spac e a ,   :^y/L  P  ~~:  Z  '  ,  the n 
( I:'­ ­  ( ? ) ;  y ^   /   i s  a  discret e space .   r   V .  ­
I t   i s  cl e o ř  tha t   th e Theorem s  6,1 ;  6,3 ;  6,4 ;  7,1 ,  hol d  als o 
fo r   (&  (  pV ,   iL  ) ; 
The problém ,  raise d  b y J .  Kovák ,  whethe r   (t  ("Ł..;. )  *'/)   i s 
regular ,  „ .  remain s unsolved .   I t  ma y b e show n only ,  tha t   thep e 

­? 1 1 ­

i 



exists a subspaee P of E^ such that (& (p\u) f and 

tt*'} are not regular (neither are they countab-

ly regular). * 
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