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Commentationes Mathématicae Uiiiversitatis Carolinae 

3 , 2 (1962) 

mEMmrš^i<ms<mFTm DER WELTLINIEK UNB GLEXCHFORMIG BE -

SCHLE018IGTI BEWEOTG ETDER MINKCWřSKISCHM MECHAUUC 

FrantiSek KOŽICKAJ Praha 

1» Einiga EJgenschaften der Weltlinien 

Im gegebenen Lorentzschen Raum-Zeitsystem (x ř <y,%71) 

se i die Bewegung eines Masaenpunktes von Ruhmasse (& duî ch 

die Gleichungen 

(1,1) X - X<t> , V . y f t - ) r . * - * t t > , t€ (- oo f ao) 
beschrieben* Dabei vdrd vorausgesetzt: 

(a) die Funktion#a xCD^tth *>&) sind ree l le Punktioren 

des reel len Parameíers t (wZeitH), welche im Interval 

(~<», o© ) atetige Ableitungen wenigstens vom Range fíinf be-

sitzen; 

(b)'ffir jedeš t e (- oo 7 ao ) ±st 

IV» 5 t&MfeNiff* C ( C — Lichtgeschwindigkeit) 

Die skalaře Funktion 

(i,2) r - 'x(t)-f |A/- •$*-*" 
o 

wird als "Eigenz.eit" des betreffenden Masaenpunktes M be-
zeichnet. Im Bezug auf die Yoraussetzung (b) existi -t. srn 
der Funktion inverse Punktion í« (X) (d»h. aan 
lasm die Gleichung (1,2) ekvivalent in der ?orm t = i íT) 

schreiben)* Fuhren wir in die Gleichungen (1,1) den Parame-
ter X ein, dann entspricht der Bewegungskurve (1,1 in 
dem Minkowskischen (linearen) vierdimensionalen Raum Tffí 

die Weltlinie mit der Beschreibung 
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(1,3) x *xfr),/r* V ? ) , * • * m i *- * rr), 
v*o Kf <y,Z,t die Koordinaten der Punkte in 3Jř sind«. 

Im Sinne der in der Tensorrechnung ublichen Symbolik 
fuhren wir die Bezeichnung 

x'- x, x** ̂ , x3 = r, x** t 
e in . Im ganzen Texte dieser Arbeit laufen die gr iechischen 

Indizes die Menge l ,2,3i4> die l a t e in i schen Indizes d ie Men-

•&e 1,2,3 durch* Bas Symbol X** bedeutet dann d ie Koordina

ten des Punktea x € 771, % d ie Koordinaten déa Punk-

t e s y: € 771 u*sww* Vektor- und Tensor gros sen werden wir 

direkt durch ihre Komponenten ausdrucken, d«iu wir werden 

sagen *der Vektor v ' m a n s t s t t n'áer Vektor mit áen Kompo-

^eiiten" r ^ oder *der Tensor ^dij% "** a n s t a t t Mder Tensor 

mit den Koordinaten ^/š w* Babě i werden wir immer die in 

der Tensorrechnung ubliche Einsteinsche Sumaation (Eins te in 

ech© Konvent i on) benutzen» 

Ble indef in i te Metrik des Baumes 271 i s t vollkommen 

durch den Tensor g&js beschrieben, wo 

C l , 4 ) ^ i f - 9 * i , , f t s " ^ 9*m-e*9 9*/*9-0 fur<K,4*fi i s t . 
In den Punkten der f e l t l i n i© (1,3) , derer Beschreibuna*** 

man XXOXL kurzer auf die Form 

(1,5) X 4 - - X * C V ) 

bringea kasin#" gelten dann - unter oben angegebenen Voraus-
setzungen. (a), (b) - die řolgenden Gleichungen: 

Ji j<*> P 'í* . Q ;«• 
(lf6) dr % **&*> * <*« * ' 
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Tf\ <U.C 4 
-5, í* , 

(UČ 3 

(Jt * 1,2,3,4) sind Vektoren entlang der 
gegebenen Weltlinie (1,5)9 welche ortogonal und normiert im 
die Grossen -t 

Sinne der Minkomkischei1 Metrik s ind, d.h. 
4, 

( i f 7 ) 

Dabei i s t -i « ^ ^ und der Vektor t hat die 

d^x** Richtung des Vektors (U -^jj-i , d.h* des Vektors der 

Minkowakischen Krscft. Die Grossen P, & , R , die in den 

GieicbungeB (1,6) auf t re ten , sind nichtnegative Skalaře in 

Punkten der Wel t l in ie (1,5)% die invariant gegenuber den 

samtlichen Lorentztransformationen sind. Piese Skalaře wer-

dea in denselben Masseinheiten wie die Krnft ausgedruckt 

und es g i l t fur s i e : 

(1,8) 
p- (*- ^As-znp 

d1 

<uřc 

(1 ,8) , 
Í4i 

c4-

X X X 
x ^ x * x * 
x4 x 1 ^ 

x< Je1 x5 l2fx 

3. 

* 4 
J t - ) T 

x 1 X5 X* 
x 1 x J X* 
5ř* x 3 x * 

X 

X5 x * 
x 1 X * 
X* X 4 

x< x 1 x J | 

x 1 x 1 x1 ' 

fár P + O . , (X = 0 fur P= 0 , 
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( l , 8 ) c X X X X 
ffirfl + 0, R*>0 tur ÚL*° O 

( 1J* •« . Signum der Betepninante r e c h t s , 

•*•*. 4 ^ , z* dr •oLT* U»3# . .W«) 

Die Gleichungen (1 ,6 ) , die man ala "Frenetsche Formeln" 

der Wel t l in ie in dem Minkowskischen Raum ansehen kann, wua>* 

den i n e ine r fruberen Arbeit des Verfassers abge le i t e t 

In d iese r ř ruheren .Arbeit wrden, auch d ie řolgenden Resul ta- ; 

t e bewiesen: 

I ) Wenn P * 0 ent lang der gegebenen Wel t l in ie i s t , dann e -

x i s t i e r t e in derar t iges InertiaLsystem, i n we lehem der 

Massenpunkt im Zustand der luhe i s t . 

I I ) Wenn QL**0 ent lang der gegebenen Wel t l in ie und P n icht 

i den t i sch g le ich Hulí i s t , dann e x i s t i e r t e in de ra r t i ge s 

Iner t iaLsystem, in dem sich der Masaenpunkt ge rad l in ig a-

ber n icht gleichformig bewegt* 

" I I I ) Wenn R*0 ent lang der gegebenen Wel t l in ie und ft n ich t 

i&mt i sch g le ich Hulí i s t , dann e x i s t i e r t e in d e r a r t i g e s 

Ine r t i a l sys t em, i n welehem s ich der Massenpunkt in e ine r 

ebenen - von e iner gerade veršchiedenen - Kurvě bewegt* 

Unser' e r s t e s Z ie l i n .d i e se r vorliegenden Arbeit i s t der 

Be-.veis e in ige r chnrakter is t i schen Eigenschaften der Wel t l i n i e , 

Diese a rbe i t i s t bisher im Druck* Sie ;vird am Ende des 
1"S? in der TschechoslowaMschen m/vthematischen Z e i t s c h r i f t 
(Czr-cíiOslov*3k Mathematical Journal) ve ro f fen t l i ch t . Auszug f:u3 d i e se r Arbeit im Sonderdruck der Ze i t sc l i r i ř t fur ange-
v:*ndteJS5arthe:nntik und Mechanik, Bmd 41 , Sonderheft-GA^-Ta-
gung Wurzburg 1961* - g • 



die in erster Reihe als Folge des obeit angegebenen Postulats 
(b) sind. Zu diesem Zwecke řShreni wir folgende Mengen ein 
(bei fest gewahltem Punkte f e ÍÍL ): 

K,.eC««;*,G<*-í*> (-'- ť>- o) ... Isotroplocher 

Doppelkegel mit der Mitte in £ . 

Kj*« E [ x * 0 1 ; 9 ^ Cx*- § * ) ( x A - \ * ) > 0 ] . . . Aussenraua 

des Doppelkegel3 Ke . 

K j * - E l x « « X , ^ C x * - f * ) ( x 4 - ^ ; . < OJ . . . ^enraum 

(1*9) des Doppelkegels K | -
+Kc * E [ x e K | ; X ^ | J # # # Positive* i -

sotropischer Kegel im Punkte £ -

" K | " E [ x - e K | j X 4 I J .«• ITegativer i~ 

sotropischer Kegel im Punkte £ . 

* K ? * - E £ » C « K " ; x*>f*J 
f J ' . • • Innenraum 

des Kegels *ICs • 

K *. EL* €-K| J x < ( J ... Innenraum 

des Kegels "*K« • 

Hilfasatz 1» Sei £ ein beliebiger Punkt der Weltlinie 

(1,5)• Dann gilt íur Jeden Punkt x dieser Weltlinie, 

Beweis: Es seien T , T die Werte des Parameters T , 

die den Punkten | , X der gegebenen Weltlinie entspre-

chen (in angegebener Anordnung). Unserer Bezeichnung nach 

sind also x** (t) die Koordinaten von £ , x* (T) 
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die Kcordinaten von x • Bilden wir ntm den Atisdruek 

(1,10) A = $*A (*•*• (V -'** <7» (**<V- x ' ' r T ) } • 
Kehren rir zu dem ursprunglichen Parameter t zuruck, dann 

l a s s t s i c h , lau t ( 1 , 1 ) , ( l f 4 ) 9 der Ausdruck A aus (1,10) 

řolgendermassen unischreiben: 

* Im** 4 V "1 O T O 

v/o cffc das bekannte Kroneckersche Delta i s t , 

t <* t (T), t~ t ( T ) im Sinne der e in-e indeut ígen Zuordnung 

( 1 , 2 ) . Aus dem Postulát (b) fur die Kurvě (1,1) f o l g t : 

( i , i ;o) . 
J V*cLi dt j ?Zt,t> 1 ' 

I . 

V on dem geometrischen St and punkt aus ist die Geltung der Un«* 
gleichung 

(1 ,«)„<£, fx; (t)- *Ýt )> ftYf >-*'« Mjffaiťif d *f • 
Aus ( l t 1 2 ) a ^ fo lg t unmittelbar: 

CTI f X* Ct ) - Aí ří )) 6c* (t )-Kk(t))<CX(t~t)í. 
*#C -8 O *f «ř .T » • • 

Daraus und aus (1,10), (1,11) ergibt sich 

Im Sinne der iň (1,9) angefuhrten Symbolik bedeutet diese 
Ungleichung,. dass der Punkt x mit den Koordinaten X Cť) 

der Menge • .K* angehort, 

temjteuaiK l* Die ^eometrische Bedeutung des Hilfssrtzes 1 ist 
kl«p. Die Weltlinie Hegt im Innen jedeš isotropischen Doppel-
kegtls, dessén Mitte der Weltlinie angehort (wenn wir 2u die-
aém -Initénteil den Gipfel des Doppelkegels beirechnen)* 



Hilfssatz 2» Seien ř y £ zwei verachiedene Punkte der Welt-

lini^e (ls5)« Danu giltr 

i - ' i' /'-'• * . a ••• • 

Beweiss Denken wir uns die gege bene Weltlinie mittels der. ur-

sprSnglichen Gleichungen (lfl) beschrieben* Es seien t , t 

die Werte des Parameters t » die (in angefůhrter Anordnung) 
den Punkten f , ř entsprechen* Aus der Toraussetzung 

1 i 
f + | geht hervors daaa t + "t lat* Set zen wir ?or-
1 i' i x 

ausjdasa t > t ist. Wenn wir anderseits aus der Beachreibung 
(1,5) der gegebenen Weltlinie auágenen und mrenn wir mit 

| s x^ír), §> * A CT) di® Koordinaten der Punkte | , £ 

bezeichnen, dann folgt aus unserer Voraussetzung, áos&f >£ tet. 

1 na^h gilt gleichzeitig: £ c K " Dem Hilíssatze 

Es ist also 

d.13) toť-ťHť-ťXO' ť>ť ' a. 1 i i 

Aus der Definition der. Meng^e K, in (1,9) folgt, dasa 

der Gipfel £ des Kegels *K, dem Innenraum des Kegela 

* l 
Ke angehort, d«h. | € + K , 

Sei nun x mit den Koordinaten x** ein beliebiger 

Punkt des Kegela * K P » X 4* £ . Dann i s t 

<1.14>^4ff*-f*)(*4-f4>-<>, ^ > f ' 
Wir def inieren weiter die Žahl A folgendermassen: 

( l ,15)a A í f * - f ) + X * - f - 0 , 
i i i - 9 -



d.h. _ * rh 

atvK A *—r*—cí < O v-r 
>• i 

(lsut (1,13), (1,14) ). Aus (1,14), (1.15)a ergibt sich dann 

- ti^íV-V >>«*-PJ f^>r-ť;+ ̂ - Í^J --

Daraus folgt 

(Lis) fc,«*-P<í*-f*)<0. 

Laut (1,13) i (1,14) ist dle rechte Selte dleser Ungleiehung 
positiv und demzuf olge gilt (mlt Hinsicht auf (1,15)̂ J 

i x ., t 
Es ist. m m • „ . 

woraus ~ mit Hilfe von (1,13), (1,14) und (1,16) - folgt,daaa 

(1,17) 9 - / ^ * - f * > ^ 4 - { 4 ) < 0 . 
1 1 

ist, d.h. X 6 --K-* 

Ba auch x > f (was aus (1 ,14) , (1,13) sichtbar i s t , 

fo lg t aus (1,17) unmittelbar, dasa X € K* i s t . Je-
•i 

der Punkt des Kegels^K* gehSrt also in den Innenraum dea 
x 

Kegels *K* . Dies bedeutet, dass dle Mengen"*K| > ^Kc 
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keinen gemeinsamen Punkt haben, d.h. *Ke n "*"Kc w K* 

Die Behauptung ""Kg H' " Ke = 0 wird ahnlich bewiesen. 
4 2 

Hil fssa tz 3« Zu jedem Punkt X € ffll e x i s t i e r t hochstens 

e in Punkt i der Welt l inie (1,5) d e r a r t , dass X € * K | 

i s t . Beweis i s t k l a r . Waren £ , £ zwei verschiedene Punkte 

der Welt l inie (1,5) mit der Eigenschaft Xc *K* , X e + K f 1 

dann ware X c * K | n K»| im Widerspruch mit der Be-
1 2 

hauptung des Hilfssatzes 2 • 

Bemerkung 2. Hilfasatz 3 gilt selbstverstandlich, wenn man 

daa Symbol "*"KP in ~K* umwechselt. 

Satz 1. Es selen (1,1) die Bewegungsgleichungen eines Massen-

punktes im gegebenen Lorentzschen Raum-Zeitsystem (x1 y , % , ~ t ) . 

Seien weiter (1,5) die Gleichungen der entsprechenden Weltli

nie. Wir setzen voraus die Existenz einer Žahl v > 0 mit der 
o 

Eigenschaft: 

(1,19) IVI -V<4 J^éfáí K C fap J e d e s ř > ^ ° ° ' **>• 

Zu jedem Punkt X € ??X existiert dann gerade ein Punkt f 

der Weltlinie (1,5), fiir welchen X € ~ K f und gerade ein 
•• • . . * 

Punkt £ dieser Weltlinie, fur welchen X £ + ^ P ist. 

Beweis: Unterscheiden wir zwei Moglichkeiten: 

al Der Punkt X gehort zu der Weltlinie (1,5)• Der Kegel 
o 

*K X enthalt dann den Punkt X (er ist der Gipfel des Ke-
P' * . • 

gels^. Kein anderer Punkt der Weltlinie běsitzt diese Eigen
schaft, wie es sofort aus dem Hllfssatze 3 hervorgeht. 
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b) Der Punkt X gehSrt nicht zn der Weltlini® (1,5)• Be -

sseichnen wir X di® Koordlnaten des Punktes X f X * 

di® Koordiaaten des laufenden Punkte® x € 73fl • * Auř drimd 
der Besetoeibuisg. (1,5) der Weltlini® definieren wir die 
Funfction 

(1,20) > tt-)-*^ O^m-X") (x*fTj- X* ) • 
Dann gilt: 
Behauptung 1« Es gibt Wert® des Parameters V der Weltlini® 
(I tSi t íSr nelíbe di® Fuzdction f Í T ) a » (1,20) positiv 
l a t . 

Um di@® au beweisen! betrachten wir die Hypereben© mit 
der.Besetireibung x* » X in Wt (die ofsfsnsiehtllefa 

durch den Punkt. X durčhgeht)* Diee® Hyper® bene schne idet 

dle Weltlinie (1,5) to besttamtem Fntíkto x mit den Koordi-

naten X dureb, wob®i £ * A * Dann i s t ab@r 

9rfA ř^-x*) rx^f) - si (f-f) (*"-xk> -

da der Punkt X mit kein®B Punkt der Weltlini® (1,5) ZUM 

sammeidďSllt (Isut Toransaetauiag)* ř£r d®n Wert T des Pa» 

raaetara, der dea Punkt® x . oaispirlalit (d#tu x**'* x ^ í T ) 

i s t slso f (TI pbsltlw*' 

Behauotung 2« Unter der VeraaaaataiiBg (1,19) gibt ®s> Wert® 

dfrs Par«a®t®r@ T der Weltlini® (1*5)* far welch® di® Funk~ 

tion f (T) mm (1,20) negativ i®t» 

23©n Beweia dieeer B®hauptung fShren wir folgendermaesen 
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durch: Es eei X der Punkt mit den Koordinaten x**̂  x^Cf) 
ů o o 

der Weltlinle (1,5), í*ur welchen 

(i,2i) yí'r ) ! s<^/» rx* rT )-rKx*/T )-^ )>0 ' ť~ ?> 
dessen Existena durch Behauptung 1 gesichert lst« Betr^chten 
wir nun den Kegel *&x

 in ^ mi-t der Beschreibung 
^ . E f x . a W ) ; 4 ^ - x ^ ^ - x * ) - ^ ) * íxV**)*.0,x«ix* 
Als Innenraum des Kegels *"&x deřinieren wir dle Menge 
(l,22)\^£rx Ém;^(x*-/)fx*-x

t)-^)řx*-xy<í) /x*>x*). 

Wir betrachten weiter die Hyperebene 
(1.23) Rk -Efx.e W / x*-fc, k > x * ) , 
wo k eine bisher unbestimmte Konstantě ist» Fuhren wir 
noch die Mengen 

(1.24) K K? f l R»'?" + í l? n R» 
ein, dann ist offensichtlich 
§ . £ í x e m ; / f k ř x * - . j r )(xfc-X* )-C*Ck-X*)*< 0 ) , 

| - E ň c « » l ; 4 1 f x 4 - x < ) f x * - x * ) - i r i f ) * C k - x ^ < 0 ) . 

Die Menge S s t e l l t den Innenraum einer dreidimensional er 

Kugel mit dem BSittelpunkt in X und vom Halbmesser 

? , c l k - X M . d i e M e n g . S a t e l l t dann den ^ 

raum einer dreidimensionaler Kugel mit dem Mittelpunkt in 

x und v cm Halbmesser P * v l k - X I dar* Beide 

diese Kugeln l iegen in der Hyperebene R̂  aus (1923)« Aus 

(1 ,19) , (1,23) folgt 

(1.25) f - c C k - x * ; , / > • V(k-**). 
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Besseichnen wir noeb cLf3L dia Entfarnung dar líittelpniikte der 

Kugeln S , ^ in dar Hjperebena (1*23), d»h* 

^-k^r-ř^^?*' 
Wlr wahlen mm dia Žahl k ao groea, damit df% < f> - f 

wara« Es genSgt dazu dle Wábl 

(1,26) k > X* + - ^ > 

nia es aich aus (l«25) ergibt* Baan aber enthalt dar Xnnen-
rsum áer Ktagel S (voa Halímeeaer P ) den Xnnenrsram dar 

.<Kagel S (vom Halbmeaser f )* d.lu S C ^ # Daraná 

:.und mm (1925) folgt dam 

(ls27) f C + K,j -. ' 

Atas der Torauaéetsung de® S.atsaa 1 (Formel (1,19)) folgt 
aber (was in.ibnlieher Weiae wie "dle Behauptung des Hilfssat-
ssea 1 bewie sen werden kann), daae alle Punkte X der betrach-
teten Weltlinie, fur welche X > X ist, der Menge 

Ux aus (1922) anhSren* Die Hyperebene R. aoa 

(1,23')* wo k die Eigenaehaft (1,26) běsitsi, aehneidet dia 
betrachtete Weltlinie in ainem a insigen Punkte £ mit den 

loordinatei^ •£ ''ivrAf wbei £ » k : iat* Ba 

f £ * C % f'« Rfc lat, iat a u e b f c ^ ^ n Rk» S . 

Saraus and aas (1,27) folgt dann, daaa | C + K X i s t . 

Aua dar Definitloa +KX ia (1,9) řolgt dann, daas 

(1,28) 9 ^ ^ T - Ý ^ f f - . J J ^ X -0, f* - '*• > X* 

14 



lato Es sel T derjenige Wart des Parameters T dar Welt-

linie (1,5)f fSr zalehán £*** ** C ^ } iet. Aus (1,28), 

(1,20) folgt dam y/ (Ť) < 0 e Hiemlt lat dia Behauptung 
2 bendeseiou 

Hun lat eeben leicht dan Beweia der Behauptung des Sat« 
ses 1 ̂ ©llsuendeBo Bia Fusiktion f CC) aus (1,20) ist 
eine stetige Funktion von T in Punkten dar Waltlinie (1,5), 
dia - der Behauptung 1 und 2 nach - mindeeten® in einem Punkt 
dar Waltlinie einen positiven und mindastans in einem Punkt 
dař Waltlinie ainan negativen fert annilU Baraua folgt dle 
Exlatena wenlgstens eine© Punktes J (der Waltlinie (1,5), 

dar ainam beatiantan Wart X* de® Par amatéra T entsprieht), 
flb dessen Keordinaten f*'* x"0 CT*) gilt 

(i,29). yfr*>- 9**J$*~ť) $'-£;) • * • . 
Babel is t T < T * < T . w T . T die betreffenden 

Parameterwerte aus dem Beweis der Behauptungen 1 und 2 sind. 

Aus dleaer U-̂ glelebung folgt aber (in Folge der Monotonie der 

Funktion t (T) ) , dass 

.tcrxtCT^xtcT) 
i s t , d*h, • 
i s t . * 

Es i s t alao Qaut (1,29) und der vorigen Ungleichung) 

Mes bedeutet aber, dass zugleich 

J d ě > 

lat, was man aus (1,9) elnsieht* Setasen wir noch F - 6 -? 
-i 

dann haben wir die Existenz des Punktes £ der Waltlinie 
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(1,5) mit der Eigenaehařt JK € ~Kc bewieaen. Bie eindeuti-

ge Exiatenz folgt dann unmittelbar aua dem Hilfasatze 3 und 
der Bemerkung2 , In ahnlicher Weise wird die eindeutige B~ 
xiatenz des Punktea £ der Weltlinie mit der Eigenachaft 

z 
X 6 *Kc uberpruft. 

Bemerkung 3« Fur die Punkte € $ E aua dem Satze 1, deren 

eindeutige Existenz oben bewieaen wurde, sind dle Implikatio-

nen 

X * * * 

i * 

gultig. Baraus folgt, dass der Boppelkegel K* die Weltli-

nie (1,5) entweder gerade in zwei (verschiedenen) Punkten o-

der in einem ein2igen Punkt schneidet* Ber zweite Fall kommt 

gerade dann in Frage, wenn X der Weltlinie angehort* 

Weiter gilt offenaichtlich 

X e f K { n~Kf • 

Satz 2« Sel L die aus (1,5), fur welche ein Punkt X € Tfl, 

o) 
mit der Eigenachaft exiatiert 

(1,30) L n * K x « 0 YL A~K*. - py • 

Bann g i l t : 

( 1 » 3 1 ) 1 >s^/x IVl - C , 

X € L 

2) 
Bie Exiatenz aolcher Weltlinien werden wir 8pater an e i 
nem einfachen Beispiel zeigen* 
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Ci,3i>- L c m-• (+K? u+Kx ) 

ÍLc M-C-KÍ* u "Kx)) . 

Bewei«s Wenn ein Punkt X € #3t mit der Eigenschaft (1,30) 

existiert f dann - der Behauptung des Satzes 1 nach - existiert 

keine Žahl V (0< V < C ) mit der Eigenschaft (1,19). 

Daraus folgt unmittelbar (1,31)^* Der Behauptung 1 aus dem Be-

weise dea Satzes 1 nach, gilt fur den Punkt X der betrach-

teten Weltlinie, fur welchen x* * % • ist, 

á*h. X 6 Kx .Wenn es wenigstens einen Punkt f der 
o o 5 

Weltlinie L gabe, fur deh 

gelten mochte, dann miisste auch ein Punkt £ der Weltlinie 

mit der Eigenschaft 

existieren. Dies folgt aus der Stetigkeit der Funktion y/ CT) 

aus (1,20). Dann ware aber f € L O K x und dies steht 

im Widerspruch zu (1,30). Daraus folgt, dass fur jeden Punkt 

X. der Weltlinie, fur den x * ž X * gilt, die Ungleich-
o 

UDS ^ A <V
t-X't)<V-X',) > 0 

erfullt ist v Dies bédeutet aber, dass alle Punkte X der 

Weltlinie L , fur welche X* £ X ist, in der Menge 

r̂í "" i K x U Kx / liegen. Der Bewais der Behauptung 

:.- -17." • 



des Satzes fiir den Fall L n ""Kx - 0 vtlrd in ahn l i -

cher Weise durchgefíahrt« 

Bemerkung 4« Aua dem Satze 2 fo lg t uhmi t te lbar : Es ae i 

L eine Wel t l in ie mit der Beschreibúng ( 1 , 5 ) , fur welche e in 

Punkt X € Wí mit der Eigenschařt L /V Kx * 0 

e x i s t i e r t . Darin g i l t : 
H ty Ujet 

Mjun, J VI » C , L C K x # 
K C L 

Wir werden nun ein einfaches Beisp ie l solcher Welt l inie 

vorfuhren. 

Be i sp i e l ; Im. gegebenen InertiaLsystem bet rachten wir die Kur

vě mit der Beschreibúng 
Vo^ + c 1 * 1

 f & + 0, t e /-op , oo) x » x4 

(1,32) % » X* ~ 0 ; 
ca 

X 

1 

3 » o . 
Dann i s t 

(1»32)b Z t \JZFTe? ' <L* <L* 

und 

".*'.""- ^w~Kt *> *«<—• -'• 
ir konnen also die gegebene Kurvě als Bewegungskurve eines 
Massenpunktes ansehen. Unserer Kurvě entspricht in 771 die 
Weltlinie 

(1,33) x W o N - C * * 1 , X 1 - X 3 = 0, X * - t , t e í-oo,~). 
Es sei X Punkt aus #Z mit ůen Koordinaten X - 0 tixr 

9 ů 
<*, = 1,2,3,4 . " 
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Dann gllt 

fur jeden Punkt der Weltlinie (1,33). Sie liegt also in der 
Menge K x $ d.h. im Aussenraum des isotropischen Doppel-

kegels im Punkte (0,0,0,0)- (Abb.l). Dem Satze 1 und der Bemer-
kung 3 nach ist dann 

frUM, I Ví m c . 
x « L 

Dies folgt auch offensichtlich aus (1,32) , wonach 
JVhn, |VI » i W lVl - C 

ist. Die Kunre (1,33) liegt in der Ebene x , t * sie stellt 
offensichtlich denjenigen Teil der Hyperbel (**)x- c t - CL 

dar, wo x* > 0 ist. (Abb.l). Aus (1,2), (l,32)c folgt nun 

^ ř\fA ^ {+ ř [*V rit *^~ la-1 

und weiter 

\ '1ŽC- Jal-

Aus (1,34) bekommen wir 

Daraus und der Formel Cl,8>a nach erhalten wir weiter 
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wo P derjenige Skalař aus den Frenetsehen Formeln (1,6) 
und (U dle Ruhmasse des bewegten Maasenpunktes bedeutet. 
In unserem Fslle ist also 

(1.34) p - f - f s r 
konstant, Mit Hilfe der Formel (lf34) konnen wir die Glei-
chungen der Kurvě (lf32)a auf dieForm 

x.^t Í^t&'\ 1-*-0t **(-*,-) 
bringen, Fur genugend 'klelne erhalten 

wir 1x1 erster Aproximation 

d.h. 
i P 

* p 2 /« 
0 

Fíihren wir noch die Bezeichnung 

r.\tx , 

- 1 1 .. 

x » -^— I? ' 9- ^ 
e in f dann haben wir die klassisclie Formel 

X = X i- \ q tx 

fur die gleichformig beschleunlgte Bewegung (mit der An -

fangsgeschwindigkeit gleich Null) ^ 

Unser Beispiel i s t in gewissem Sinne von dem physika-

l isehen Standpunkt aus interessant* Denkan wir uns einen 

3) " " 
Sieh z.B* A,I.Žukov:Wedenie v teoriju otnositelnosti, Gos* 
Isdav.fys,-mat•literatury, Moskva 1961, Seite 91-92* 
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Beobachter A im Ursprung des gegebraen InertiáLsystemSjdes-

sen Weltlinie im zugehorigen Minkowskiachen Raum WL durch 

die Gleichungen 
X< . X* - X* m 0, X* • *,' t € (- OO t ao ) 

beschrieben ist. Bt6 vcm dem Beobachter A in der Zeit 
teC-oo^O) susgessndte Signál erreichi den Massenpunkt 
(deaaen Bewegungakurve in (l,32)a beschrieben ist) und daa 
vom Massenpunkt abgeprallte Signál kehrt zu dem Beobachter A 
in einer gewiasen Zeit t e (07 oo) zuruck. Ein jédes 
Signál aber, welches in einer Zeit t € < 0 7 oo > von 
dem Beobachter A ausgesandt wurde, erreicht uberhaupt nicht 

den Massenpuakt (der sich 
entlang der Kurvě (1,32). 

a 
bewegt)* In dieaem Falle 
ist ea also bei der Rádio-
lokation zweckl08 die Sig
nále im Zeitinterval 
< 0; oo ) vom Beobachter 
A auazusenden* Die Sig
nále, die im Zeit interval 
(~~ °° $ 0 ) ausgesandt 

Abb»l wurden, wbeta8tenw vbil-... 
standig die Bewegungskurve des Massenpunktea» Viel achlimmer 
ware daran ein Beobachter, der aich mit dem Maasenpunkte mit-
bewegen solíte* Ein von dieaem Beobachter in beliebigem Zeit-
punkt ausgesandt es Signál kehrt nle - ala vom Beobachter A 
abgepralltes Signál - zu ihm zuruck (Abb»l)« 

Den eben betrachteten Spezialíall (1^32) der Weltlinie 
- 21 -



werden wir tiefer in dem nachsten Kapitéi untersuehen« 

2* Gleichformig beschleuniate Beweguiut in der Minkows-
kischen Me chanik 

Befinition L Es sei durch (1,1) die Bewegungskurve einea 
Maaaa&pímktea im gegebenen InertiáLsystem beschrieben, dařen 
entspreehende Welt linie im Minkowskischen Raum ^ in (lf3) 
angegeben ist» IJs gelťe 
(2JL) P * P * k<m*>t + 0, a ~ R - 0 ; 

9 O 

in jedf m Punkte der Weltlinie (1,3), wo P, fl , R dieSka-

largrossan aus der Frenetschen Formeln (lf6) ainá# Bann sa-
gen wir, dass sieb der betrachtete Mfessenpunkt gleiehformig 
beschleunigt bewegt (im Bezug zun Lichtstrahl)* 

Bemerkung 1„ Ber Begriff der ebůn eingefuhrten besch-
ieunigten Bewegwag; lat offensichtlich invariant in Bezug 
sof die Grappe der Lorentstransíormationen* Bies folgt aus 
der Invariant der Skalaře P, A , R # Es ist also durch 
die Bedingungen (2,1) eine gewisse Klasse der Weltlinien 
charakteriaiert* In den nachsten Ueberlegungen wollen wir 
eine geometrisehe Charakteristik dieser Klasse von Weltli
nien dargeben» die in jedem Lorentzschen System gtiltig 
wirdo Zu dJasem Zwecke fuhran wir einige metrische Begriffe 
im Minkowsktschen Raum ein« 

BefInltion %« Sei f € Wt ein řeatgewahlter Punkt, 
Q* > 0 ein# feate Žahl* Bie lenge 
Í2f2) H f řa)-£Oc 6 »í; ̂  f x * - p (x 4- ̂ ; * oř - O) 

nennen wir aine H -Hyperflache in ffit • 
Bemerkung 2, Ber Begriff der H -Hyperflache ist in

variant gegenSber samtlichen Lorentztransformationen in fflt • 
- 22 -



Dies folgt daraus, dass diese Eigenschaft daa Skalarprodukt 

Satz 3* Die geodatischen Linien ** der H -Hyperflache 
(2.2) sind Weltlinien mit der Eigenschaft (2,1)• 
Beweis: Ber kovariante Vektor mit den Komponenten 

(2.3) T^-i** <**-ť> 
lat der Tangentialvektor der Mannigfaltigkeit (2,2) in jedem 
ihrer Punkte; er ist nonniert im Sinne der Minkowskischen Me
trik, d.fcu es gilt fur ihn 

*$ *<* '/i ' f 

wo 9 der zu dem Tensor g^^ kontragrediente Ten
sor ist, d.h. <jfr 9r/3 *'<£* • 

Ber Vektor 

(2,4) w"» 9 ^ V = 4 ^ - r } / 
der offensichtlich die Bedingung . a 

erfullt, ist sogenannter Normal-Einheitsvektor der Hyperfla-

che (2,2) im Sinne der Minkowskischen Metrik* V on jedem Vek

tor 4T (vom Nullvektor vepschieden), der im Punkrfřte der 
betrachteten Hyperflache definiert ist und der in diesem Pun
kte die Gleichung 
(2,4)* ^Tc, » ° 
e r f u l l t , sagen wir, dass er in der betrachteten Hyperflache 

ieí 

4)" 
liegt* Der Vektor V mit der Eigenschaft (2,4) und 

d.h* im Sinne der Minkowskischen Matrik* 
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der Vektor H** aue (2,4) atarit ortogonal im Sinne der Minkow-

akiachen Metrik, á . h . 

Diea fo lg t unmit te lbar aua (2 ,4 ) , ( 2 , 5 ) . 
Die Maraiigfaltigfcait (2,2) l a a s t aieh auch durch die 

Gleichungen 

(2>5) \ 1 JL 3 ^ CJ 

psrametriach beschreiben, wenn vrtr noch den Definit ionabe -

r e i ch rf € < - 5T ;iT> , tf* e <0 ? žfT> , f}% € (~ &> t **> ) 

der Parameter ^9f]Xj if^ angeben* Bezeichnen wir weiter 

(2,6) B * » 4 ^ ^ * - ' ' * '* '*> * " /l'2'i) } 

dann wird der erste metriache Tensor (im Sinne der Miúkow-
skischen Metrik) der betrachtěten H^perřlache (2,5) folgen-
dermasaen dedfiniert 

(2 ,7) %*> * Ba. 9** 

und di® Berechpung aeiner Komponenten aua(2t5)f (2,6), (2ř7) 
•fuhrt zum Reaultat: 

(2,s) *i1 ' * 

%*k * 9ki = 0 fúr i * k Ct, k - -/, 2,3 ) . 

Der Tensor mlt den Komponenten 
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i a i sogenannter zweiter metrischer Tensor der Hyperflache 

( 2 , 2 ) . Es lat offenaichtlich 

(2,9) K*~ K&ld*T« (%*~*) -

Aus (2,3) fo lgt aber: 

Baraus Und aus (2 ,9 ) , i 2 , 7 ) fo lgt dann unmittelbar, daes in 

Punkten der Hyperflache (2,2) dle Gleichungen 

C2,10> \ A - £ $ • > 

e r f u l l t aind* 

Wenn wir noch mit den Symbolen J 

(2,11)^} s Í »'* & «** + ^ * " * " 5 a t 9f*> 

dle Koefieienten der induzierten Konnepcion 4^r in dem Minkow-

skischen Baum 3?t eingebetteten Mannijgf altigkeit (2,2) be

ze i chnen, dann gilt (ahnlich wie in den Hemannschen Haumen) 

die bekannte Gausache Formel 

<2,i2> Bt*:-*:^}-*-**"*' 
Es se l nun durch die Gleichungen (1,3) eine Weltlinie in 

ffl beachrieben, die in der Mannlgfaltigkeit (2,2) l i e g t . 

9 i a t zu dem Tenaor 9c^6 kontragredient, d.h. 
ace^ g^ » cT£ • Bieser Tensor ia t im Bereich 

den l e i cht durch einfache Parametertransformation bese i t i g t . 
- 25 -



Dann gilt in jedem Punkte dieser Weltlinie dle Gleichung 

In jedem festen Punkt die ser Weltlinie gilt dann 

(2,13) i*řT)-- $-£-* C T ' 

wo i * (a, - 4, 2,3) 
die Koeřř ic ienten der zugehori-

gen Linear-Kombination sind, die einen kontra^ar iantén Vektor 

der be t rachte ten Hyperflache (2,2) im be t rach te ten Punkt dar-

s te l len* Auř Grund der Formel (2,12) fo lg t dagán au® (2,13) 

Diese Relat ion I s t aus der Riemannschen Differentialgeometrie 

wohl bekannt* Dabei bedeutet <s7 das Symbol der absoluten 

Ableitung i n Bezug aut die Konnexion (2 ,11) , d9h* 

Aua (2 ,10) , (2 ,13) , ( 2 , 7 ) , (1,7> ř o l g t nua 

d*h* 

Laut der e r s ten Relation in (1,6) i s t 

d :*> P . l*> m 
• 2 * 1 5 ) c diX * ~ <u> t 

Aus (2 ,15 ) b c , (2,4) und (2,14) fo lg t : 
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Set zen wir nun voraus, dass die be t rachte te Welt l inie 

(1 ,3) eine geodatische Linie (im Sinne der Minkowskischen Me

t r i k ) der Mannigf a l t i gke i t (2 ,2) a e i . Dann g i l t 6 ) 

ent lang d iese r Welt l inie und die Gleichungen (2,16) reduzie-

ren s i ch atrf die Fornt 

Wenn wir diese Gleichungen nach T differenzieren und wenn 

wlr d i e Frenetache Formelu (1,6) benutzen, dann erhal ten wir 

d ,h . 

lil Bezug su t a le Unabhangigkeit der Vektoren L 7 i , V 

f o l g t aus die sen Gleichungen 

Laut (1,8) i s t auch R » 0 . wenn fl » 0 i s t . Wenn die 

be t r ach te t e Welt l inie eine geodatische Linie der Hyperflache 

6) 
Bie geodatische Linie i s t allgemein durch die Gleichungen 

^ t ^ a Cf (V)i^ def in ieut (<p(T) . . . S k a l a ř ) . Da 
9<*-e* V* ^ ^ ' ^ i a r t » e3?gikt aich daraus, dass 

9*4- \ ^r ť-t ~ 0 g i b t . In unserem Fal le i s t a l so 
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(2,2) i s t , ' dann g i l t also P » fccm&fc > 0f Q,;* R s O i n a l -

- l e n ih ren Punktem Damit i s t aber unser Sáta 3 bewiesen. 

Sats 4» Es s e i durch die Gleichungen (1,3) eine Wel t l i 

n i e i n 73fL: besctoieben, d ie d i e Eigenschaft (2,1) aus der 

Ďeř in i t ion 1 bes i t z t e Baňa eadLstiert in ffll eine M ~Hyper«-

f lache mit den Eigensehařtem 

a) e i e e n t h e l t die bet raehte t# Wel t l in ie $ 

b) d ie be t r aeh te t e Weltl inie i s t eine geodatische Welt l in ie 

d i e s e r Hyperflaehe (im Sinne der Einbettung im Minkowskischen 

Raum)« ;# 

Beweis: Es seien <Cf ir zwei festgewahlte Zahlen (reel le}# 

Definieren wir - fur jeden Wert T des F a r a m t e r s der Welt

l i n i e (1,3) - d ie Funktionen 

(2,17). f ^ f fr)*>x (t)-~p—tx (^}*™>% t r , 

wo xArr),|*rr),^T),t<sCrr) dtnsiim w§'(if3) 
ui*4 (1,7) haben* Mit Hilfe der Frenetschen Formeln (1,6) nud 

i n Bl̂ xug auř d ie Voraussetzung (2,1) e rha l ten wir aus (2,17).: 

d*fa# c s iná Koordinaten eines fes ten Punkt es in í$t • 

Aus (2,17) fo lg t - in Bezug*aif die Relationen (1,7) -

Daraus f o l g t , dasa jed® Hyperflache mit ůer Beschreibung 
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wo -u, f V beliébige Zahlen sind und 

2fi9) f « x*fpr ffc i* <V+ " V<V + rr<V 
( T iat e in bellebiger Wert dea Parametera T aua dem Be-

finition8b«reich dea Parametera der Weltllnle (1,3)} dle be

trachtete Weltllnle enthalt* 

Fur dle Hyperřlache (2,18)^ konnen rilr uns die parsmet-

rlsche Besehreibung (2,3) denken, wo f den Sinn aua 

(2.19) haben und 

(2.20) a * y ~ p T - + < t + 1 T 

l a t . 

Bel Beibehaltung der im Beweie dea Satzea 3 eingefuhrten Sym

bolik g i l t damot (2,16) fur die betrachtete Weltl lnle, d.lu es 

ge l ten die Gleichungen 

(2,2» -£-i*-*<***«•-£«*-!*>• 

wo f* in (2,17) und a in (2,20) definiert ist. 

Fur die Wahl i6» 0, -tr. 0 erhalten wir aua (2,18)b 

dle H -Hyperflache 

wo - laut (2,17) -

welche eben dle betrachtete Weltllnle enthalt* Ba P posi

tiv ist, erhalten wir weiter aua (2,20) bel der Wahl 
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1 . u =>" ir z* O : 

• .- P 

Dar au® t*nč mm tt$22)^ e rg ibt s ich dann 

Untar Bmzmtzwig, i i e a a r Btl»ti©n radusieran aieh d ie GleicfaoB-. 

gen •tžfžl) mď d ie Foant 

Da B ^ <&/ » 1,2,3)' uanbhingige Vektoren a ind , ř o lg t dsraoa 

dob* die be t r ach te t a Welt l inie i s t eine gaodafciaoha Linie ( I s 

Sinjae der MinkowaSciselian Matrik) dar H HSjperflach® (2 t22) • 

Danti t i s t d ie Behauptung éas Satses 4 bewiasen* 

Bamerkupjg 3» Die Satssé 3 und 4 geben die Antwort msf dam 

i n der Bemarlnang 1 (Kap*2) galegte Probleau Bas Reaul ta t f wel~ 

ebes i n diaaen Satsen a u f t r i t t , l a s s t s ich kurs folgendermaaaen 

zusammenfaaaen: Die Welt l inie (1,3) i s t eine Wel t l in ie mit der 

Eigenschařt ( 2 9 l ) gerade dann, wenn s ie eine geodatlsche Linie 

e ine r H-Hyperf lache i a t (d»h. geodatlach im<Sinne der in 

der H -Hyperflache induzier ten Minkowakiachen Metrik)» Da-

durch i a t d l e Klaase a l l e r Walt l inien mit der Eigenachaft 

( 2 , 1 ) , d»h* die KXasse a l l e r Wel t l in ien , die der gleichformig 

beachleuaigten Benegung entaprechen, geoiaetriach cha rak te r ! -

a i e r t * 

Am Enda des Kapitála 1 wurde e in apes ie l lea Beispie l e i 

ner gleichforniig beschleimigten Beiwgnng angegeben. Aus dar 
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Deřinition 1 und der Behauptung II, Seite 6 ' , sleht man 
ein9 dass man zu jeder - (in einem bestimmten Inertialsystem) 
- gleichformig beschleunigten Bewsgung ein geeignetes Iner- . 
tialsystem aufstellen kann, in veleném diese Bewegung durch 
dle Gleichwngeii (l»32>a beschrieben ist* 
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