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DIE ČECHSCHEN KOLLINEATICNEN EIHES FlJtCHESPAAHES 

Václav HAVEL, Brno 

Es werden die Begriffe und die Methode verwendet, welche 

A, Svec in [3] und [4] eingefuhrt hat . Das begleitende Tetra-

eder kQ A^ Â  A^ einer Flache 3* (vom Typus Í Q 3 ) nen-

nen wir nun a p e z i e l l , wenn 

(I) d I 0 > S j i 0 + du lx > dv A 2 , 

d A l " S l A o * 5 1 A l * ^ d u \ * < l - n ) d v ^ 3 , 

dAg a 5 | A 0 + p d v A^ • 5 | i^ • (l+h)du A3 , 

wobei u, v asyiaptotische Parameter sind und O \ s ay du • 

• b^ dv fvir entsprechende i , j ; v/eitere Einzelheiten s i ehe 

[6 ] , S. 367. 

Fur di<3 Dualisntion §5 der Flache 3$ konstruieren 

wir das s p e z i e l l e begleitende Tetraeder XQ T, 1L X* mit 

(II) d A0 » Z °0 AQ + du tx + dv %£ f 

d A l 1 Ao * ^ 1 A l * ^ du 12 • (1-h) dv A3 , 

d A2 = 5 ° A 0 + x&* Â  + 2> | A2 * ť 1 ^ d u A3» 

d A3 = ^ 3 Ao + ^ 3 A l * ^ 3 ^ + * > ! A3 t 

wo 5 I s a| du • b| dv fur entsprechende i, j . 
Setzen wir IQ * -Jl^Sjigl, A1 * - (1+h) í ̂ A ^ ] , 

Ag a (l-h)[A0A2AJ , A- « [IjIgjL], dann bekommen wir fůr 
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dla Dualieation p der Flache (P daa zugeordnete ape-

z ie l le begleitende Tetraeder ^0^3?2^3 mit 

(1) d TQ - - S ^ AQ «• du Tx • dv X2 f 

d tx * (1+h) 5 ^ T0 -• (d ln I 1+h I • <D | ) ^ — y5 du A2+ 

* (1+h) dv t v 

d t » (1-h) 3 \ Aft — *p dv A, + (a^n / 1-HI -
* J ° 1+h L 

- 3 j ) Â  • (1-h) du A3 , 

dA 3 = . a , | A 0 + — < y | A 1 + — * y j A 2 - « S A 3 ' 

v g l . [ 6 ] , S. 392. Es i s t also ajj = - i* , %° » - 1,3 , a° = 

- (l+h) Si , b? - (l4i) b* tí = - V - - 5| , tí - A - - í | , 
J -1 J x 1+h "• x 1-h * 

-Jj| a _ ^ , Zl = 1+h, a | =• (1-h) S j , ^ 3 (1-h) b* , 

^ 1+h ^ 1-h 1 ^ !_h 1 2 

* 1-h, 

"3 a 3 ' b3 b3 » a3 ^Ž *2 » b3 T+č *2 » a3 ~ 1+h ' •» 1+h 

IX s°' 
r2 _ _ ro ~3 _ -o -r3 »_CO 
*3 ; * T *1 * *3 " ' *o » b3 * bo ' 

$*t* 1. Es selen (P , P áU FlSchen mit spesiellen beglei-
tenden Tetaaedern A^lj l j l j , A^AjA^ besuglich den asyapto-
tlsehen Paraaetern 5, T , bsw. u, v . Die Gleichhelt u • u, 
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v - v vermittelt zv/iachen $ 9 (P eine Korrespondenz C • 

Setzen wir weitar voraus, dass eine Bert&jrungskollineation K 

- der Korrespondenz C im Punkte A 0 c fi f olgende Bedin-

gung erfullt: 

Bedingung 1. let a die Aayaptotik im Punkte A Q e P, fur 

welche dv * 0 gilt, ist a* ihre Entwicklung im lokalen 

Raunte bezuglich AQ und haben a, a* analogische Bedeu-

tung fur P v so projizieren sich die Kurven a * f JK a * 

vom willkurlichen Punkte der Qer&de AQA2 in die Kurven mit 

der análytischen Beruhrung zv/eiter Ordnung. Eine solche Kolli-

neation 1K ist durch die Relationen bestimmt: 

(2) Kl 0-A 0, 

K ^ . J- (t| -t°)A0^A1 , 

K A3 = <K,0A0 + *,xkx • ^ ^ + a C ^ , 

wo 

(3) »i a •! - ai . ^ = ̂  - b| 

und wo «oQf dC l f <K2% CC^ wi l lkurl iche Koefiziente (aC* + 0) 

s ind. 

Beweis. Jede Beruhrungskollineation K der Korrespondenz C 

hat die Form 

»< AQ « A0> 

K A^ - <t kQ + A^ , 

KA 2 = mAQ • A2 , 

KA3 » oC0A0 «• o C ^ • ^ 2
A 2 * <*-3A3 > oC3 4- 0 . 

Durch direkte Reehnun* f o l g t nun 
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K X0 • A0 f 

K d I 0 « d A 0 + ( S £ - a j 2 + 4 d u + mdv)A 0 , 

K d2 A0 « d2 A0 • 2< S £ - o>£ • 4 du • m dv) d AQ • 

* * 1 A l * * 2 *2 + * 3 A3 ( m o d V » 

wo 

# x » (aj - a® - 2 ^ )du2 • <tj - t£ • a | - 2 m • 2 eC]L)du dv • 

• irt- T} *? t 

#2 s ( # ~ Z8 ) d u 2 * í a i " 8o * *i * 2JÍ * 2 o C 2 ) d u d v * 

+ ť t | " *o *" 2 B ) d v 2 » 

*3 * 2(<*3 - 1) du dv • 
Dia Projektionen der Kurven a * f K a * vom bellebigen Punk
ta dar Gerade AQA2 sollen nun dle analytiache Beruhrung zwei~ 
ter Qrdnung haben; elne solche Sltuatlon t r l t t gerade dann ein, 

wenn dar Punkt $\k\ * #2A2 * ^3A3 f ^ p d v * ° d a e v i t l ~ 
faehe tou Â  i s t f d.h . wenn $ i 3 $\ s ° t 0<Jer andera 
aj - •£ - 2-£ = 0 • Analogfeche Re lat ion g l l t beim Austausch 

von u, v . Die Bedingung X lat alao durch 

eharakterlaiert und dar Beweis i s t damit beendet* 

Folgerun^.Die Berunrungakollineation K aia Sats 1 f ixiert 

dle Punkte AQi A ,̂ Â  gerade dann, wenn 

(5) «J » *°0 , t | - %l . 

Satz 2« Setzen wir voraus, dass fur dle Beruhrungakollineation 

K aua Sats 1 dle Relation 

(6) K {91/i1 • 3 ^ 2 • í 3 ) * - e ^ • ajA2 • A 3 
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fur gewisae §lt S^, 6lf ^ g*11^ D a n n f°lg* e s 

(7) <*0 - ^ ( a i - s°0) * ̂  i2(t| - t£> , 

^2 * ̂ 2 ~ ̂ 2 ' 

<*3 * 1 . 

Beweia. Aus (2) und (6) folgt sof ort ^ £ + 5^ m * ^ o a ° ' 

^ • ^ 1 ~ ^1» ^2 + ^ ~ ^2* ^ 3 = -1 u n d d a r G U S d a n n (7)» 

FjOl£erungen. l a t besonders h = h = 0, 1/51=1/31 , 1 y I = i Jpr-1 , 

5X » — (bj - t | • U n lfl2X~l TXl\ >» ^ 2
 = ~ (52 * *1 * 

*i= ~ (bi - ^ * c l n ' /S 2 ^ 1 r x i y . *2
 = -^(a22 - a i + 

+ ( Z n l/J* f"2*"1 | )u) , d.h. sind - ě ^ + i ^ + 5 ^ , 

•©•̂ A, + -SjA, + '®T*"I d^e Einheitspunkte der kanonischen Geraden 
vom Index A (vgl. f 2 ] , S.594), so folgt 

(8) otQ = Í-((sJ - s°) (b{ - b| + ( Jl-a 1/3 2 * _ W • 

f (t | - t^Hif - íj; + ( 4. n I jlX r2*"1! )u>) , 

* 2 = i - {al . 8 | ) . 

Gilt noch (5), so hat die Kollineotion K die Form 
IK Á 0 => A0 , 
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JKÍ X * A 1 • 

K Ap a A« , 

KX 3=Í.(tl.ti)A 1 + ^ ( . i - . | ) A 2 * A 3 

und IK erhalt kanonische Gerade VOM jeden Index A . Die 

Relstion K Aj » A^ gilt dann gerade ia Palle 

(9) *i m 4 • 8Í * a2 • 

Spesiell fur P « P , Â ^ • t± (i » 0,1,2,3), h » O, a « 

° ®o *" ®1 " *2 * ®3 s ° » b « b^ - b| - bj •• "^ » O iat (9) 

erfullt und K erhalt jeden Punkt k± (i » 0,1,2,3) und 

kanonische Gerade vom jeden Index X • 

Satx 3* Die Kollineation K aus Sntz 1 soli die Relation 

(2) erfullen, Pur alle Punkte SjA^ + S^Ag • 1L, ̂ xAl * ^2^2 * 

• A- f fur welche 

(10) K ( 5 ^ • i ^ • I3) = ^xkx • %2k2 + A 3 

gilt, folgt dann 

l . i .. - 1 cu) - (ai - •;> \ • - (t| - tj) ^ 
2 * w x 2 

*C o » 

Der Beweis ergibt sich sof ort aus (7). 

Polgerumeen. Silt beaondera (5), ao sind die Gleichungen (llj^) 
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identísch erfullt und alle Funkte ^ ^ 1 * ̂ 2A2 * A3 ' ^1 c 

€ í- co 9 oo )9 í^ e (~ <*>,«? ), erfullen au ch (11-). -
Ist aber (5) nicht gultig, so liegen die Punkte ^ ^ 1 * 
* ̂ 2A2 "** A3 ' bzw# ^1A1 * ̂ 2A2 * A3 ' v?elche ^10^ erfullen, 
iramer aif der Gerade, die durch Cíli) bzw. (lig) bestiiamt ist. 
Satz 4* Es existiert gerade eine Kollineation IK aus 3:>tz 
1, v/elche folgende Bedingung erfullt: 
Bedin^mv; 2. Es seien R, TT die Strahlflachen mit crseu^onden 
Cnvr-den A ^ , bzw. AQA2 , v/o A Q e a, A Q € a . 
Die llorrespondena C * zwischen R, 1? sei so b^stimmt, dnss 
sich die Geraden AQA2, A Q A 2 fur A Q = C A Q in C * ent-
sprechen und dass IK und C * zv/ischen diesen Gereden die-
selbe Abbildung vernitteln. Die Kollineation K ist eine 
Beruhrungskollineetion fůr £ * gleichzeitig in allen 

Punkten der entsprechenden Geraden, 

Beweis. Es seien also R, R die Strahlflachen mit Erzeuger.-

den A0A2> A0A2 , wo A , A die entsprechenden Asymptotiken 

v = const beschreiben. Der laufende Vunkt der Flache R bzw. 
<5? hat die Form B = r AQ + A 2 bzw. 1? = *?? kQ • A 2 . Die 

Kollineation IK induziert zv/ischnn den Geraden A A2, A A0 

( C A Q = A Q ) die Abbildung B » r A Q + 1^ -* F = (m + r )AfJ
+ 

+ A2 und damit ist nun c* als Korrespondenz zwischen R 

und rRl volkommen bestimmt. Die Kollineation JK ist eine 

Beruhrungskollineation beziiglich C* simultan in allen 

Punkten der entsprechenden Geraden A A f ^0^2 dann un^ nur 

dann, wenn 

(12) IK B « F , 

IK d B = d F + ( X xdu + X2 d V ) F 

identisch in du, d r , f g i l t . Dabei i s t 
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dB * ( a | du • Xa£ du • d t ) A 0 • r d u A^ • a | duA2 * (l+h)du A^, 

dF ~ ( a | du • m-jdu + d r * ( « * r ) a j du) AQ + (m+ T Jdu A1 * 

• a | du A2 • (1+h) du A^ , 

wo dm s nudu fur dv s O gesetzt wurde nach 

(13) d i » ^ du + i 2 d v f 

dm « nu du • au dv • 

Durch Einset&en in (122) bekommt man 

Ca£ du • tř aJJ du)A0 • X% duAQ + m a | du AQ • a | du Ag • 

• (l+íi) <JCQ du A0 • (1+h) oC1 du Ax • (1+h) ot2 du Ag • 

• ( l+h)«c 3 du Â  » (ag du + (m+*r ) a£ du • m^ du) AQ + 

• m du Ax • a | du A2 • (1+h) du A^ • X^ du A2 * X^ dv A% • 

• A^Cm+r ) du A0 + A2CJT+ tr ) ď r AQ 

und weiter vergleicht man die Koeffiziente bei du A0> du A, , 

, du Ag, du A^f třdu AQf t d / r A Q ; e s fo lgen die Relationen 

(14) a | • a | m • (1+h) ocQ
 3 fi^ + i a j • n^ + AjM , 

S ° W =a° + Ax , 

(1+h) $0^ + m » 0 , 

a | + (1+h) <»c2 a a | + ^ x ' 

* 2 » 0 , 

(l+h)*c3 = l + h 
und daraus schrittweise 

i 2 1 O <í 3 1<fh 
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(15) * 0 - Í - - ^ = ~ ((ti - t°) (a° - i | • L (.1 • .0) • 

• <*Í " *S>u> » 

1 t | - t? . 
1 2 l*h 

= — ( s j • 8° - 2 3 ' ) , * 2 

o C 3 = 

1+h 

Der Satz i s t damit bewiesen. 

I s t nun s p e z i e l l P = P , A i * ^ i ( 1 = O f 1 * ^ ) mit 

Z°Q+ &\ + S |V^"o ( [ 3 ] , S. 386) , so f o l g t nach ( l ) f ( l ) , 

(2) tf - 1 ; - % -% - u; - T S ; - I | • i - * *i - bj - t j . 

- b + — J - , 
l - h 

1+ÍI 

a2 = a2 - *a2 = a2 • **u + a l • . r*_ yo ro ^ r j - l 

_=* (<_b • _JL.) ( . g | - af • JL ) -

- 2 <a| - (l-h) ah • <-b • J í t . ) ) , 
* J l - h u 

A 2 1+h l - h 

^ l l K. o K i 
oC « _ ( £ - . 2 ( t f + _ Í L . + S l ) ) 

* 2 1+h 1+h ^ l - h l 

so dass 

* o a 

* l - h 
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1-h 
J 1+h 

Die Kollinention IC íibergeht nun in eine Korrelation mit 
der Inzidenzquadrik, v.*elche durch die Gleichung 

- 2 — x° x3 - 2 x 1 x2 • ( «C, - - - A = - - b) x1 x3 • 1+h 2 1+h 2 
• <«*., - i b i _ — á) x2 x3 + oc.,(x3)2 

* 2 1+h 2 J 

beschrieben wird* 
Analonisch kann man schliessen, indem man in Bedingung 

2 u, v einandar auatauscht. 
Die Idee, die zuř Konatruktion der Kollineation IK aus 

Satz 4 fuhrt, stcnmt v on 12. Čech (flj). In Artikel flj wurde 
diese Idee zu einer neuen Definition der Lieschen Quadrik im 
Punkte der Plaché des gewohnlichen Raumes verwendet. Der Fall 

y , (P = (P (nach unseren Bezeichnungen)hat A, Švec ^ 2 fur die Plachen vom Typus ÍP Q ^ in [5] behandelt. 
Satz 5« Ss gelten die Voraussetzungen des Satzes 4 und P = 
« f , A± a ~x (i * 0,1,2,3), h « 0 . Dann fallt die Kolli
neation WC ais Satz 4 mit der Grundkorrelation dieser Dua-
liaation (in einer solchen Grundkorrelation gilt A^ -> T^ 
fur i * 0,1,2,3) gerode dann zusammen, wenn 
' (16) a a o, b « O, a£ « . ^ 

Beweis. Sind die Voraussetzungen des Satzes erfullt, so gilt 

K A^ « T | (i » 0,1,2,3) gerade dann, wenn 

(17) s° * •£ - 8 | , t ; - i | , « | - o , 

ude es sof ort aus (15) und (2) im Palle ^ » m = oC^ « oc2
 3 

* «CQ * 0 řolft. In unserem Palle sind aber die Gleichungen 
(17) gerade der Porm (16), so dass die Behauptung bewiesen ist. 
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Eine andere Bedeutung der Gleichungfcn (16) bei h - O 

i s t : Die Quadrik Q^ (O) €us [ 6 ] , 3 . 390, f a l l t mit der s o - . 

"vresentliehen" Oskulat ionsquadrik mit der Gleichung x° x* -

- x 1 x2 = O ( [ 2 ] , S.597) zuar-iauen. 
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