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ZERLEGUNGEN IN KARTESISCHEN FUNKTIONEN
(vorléufige Mitteilung)
Véclav HAVEL, Brne

Es sel / & ﬂ die Menge, welche denf)lement o nicht
enthéilt, weiter setzen wir /[ = /v {0} -

Es sei (M, )., Familie vonzr;:lchtleeren Mengen und
Sur jektion zwischen IT M., M, ; aas Paar F=((M_, Yor F)
nennen wir kasrtesische Funktion oder kurz nur Funktion.

Ist J 4+ M, € M, fr Jedes o, undist £’ dle
Verengung von f suf lT M; s wobei Mo' = 'F(lT Ma: ), so
heisst F’= ((M;.o )eos f’) Subfunktion von F .

Unter der Abbildung 0 zwischen Funktionen Fe ((My,)or¥),

F*a (“Z,*, Yo ? £¥) verstehen wir die Familie (€L, )xo von Ab-

bildungen 6, zwdscten M, , M* (fiur jedes o, ).
Die Abbildung & heisst Homomorphisms, wenn 6, f (@ ) )=
= %006 a ) ) fur Jede huswahl a e M., e/ gilt.

Unter der Zerlegung in der Funktion Fa= ((Mc, )¢, ,¥) ver-

stehen wir die Familie (%, )., , wo X_  eine Zerlegung in

M, fir jedes o, bedeutet; ist dabei ¥, , sogar die Zer-
egung suf M., fir jedes o, , so sprechen wir Uber die Zerle-

S o -

1) In weiteren durchlaufen o, B,... die Menge /= und ,,/,-

die Menge /, -
" 2) Das Symbol TI bezeichnet da das kartesische Produkt der

Mengen .
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aung et F.3) - . :

Bs sel 6 = (a6, ) Epimorphismis zwischen Funktionen F =
e ((Miodor ¥)) F' ((M" ' L, f¥Dle durch 6 induzierte Zerle-
ang X =(X ), suf F wird folgenderweise definiert:
z‘, -Bl¥cke sind vollsténdige Vorbilder der Elemente von M;,
bel €, flUr jedes oc,

Die Zerlegung ¥ = (X ), in F=((M_ )., ,f) heisst
Srzougend, wenn flr jede Auswahl A € X . o€/ ein Z,
Block A, 2 f(TTA_ ) existiert.

Tst X~ (%), erzengende Zerlegung in F= (M, )xof),
so definieren wir die zu F gepSrende Subfupktion F’=
= (M ), #) in F 8o, dass sich Mj, als die Vereini-
gung von allen };“ -Bldcken flir jedes of, erweiat und £’
Verengung von ¥ auf TT M. ! 13t. )

Im folgenden bedeute z (z°) ) willktrliche Familie von
Zerlegungen in gegebener Funktion Fa= ((M__ ) _ ,f) wund wir
setzen XK'= (XL ). fOr jedes ¢ und X = (22‘: ), fur
Jedes &, -

Die Menge } (F) aller Zerlegungen in F sei folgender-

weise halbgeordnet: fir ¥ -(Z" %o p o (z:, Yo ms FL(F)
vedete X7 & X2 qaes I < z" in LM_,) tur

Jedes oc_ . Dann ergibt sich }( F) als vollsténdiger Halbver-
band: fiir jede Familie von Zerlegungen in F existiert die

3) Fur die Terminologie der Theorie von Zerlegungen in Mengen

vgl. [1],(2].
4) Index 1 durchlbuft (dieselbe) Menge J .
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Zerleguna Mq\.f« = (M-ﬁ Z ,-,Qc S(F) wihrend saf % " nieht.
immer existiert; wenn aber AR e FCF) existiert, so
ist mfz (mfz‘, g0 °

Satz l . Es sei € Epimorphismus zwischen Funktionen F =
= (Mo 102, F*= ((M% ) ., ¥%.Die durch ¢ induzierte

Zerlegung ist dann erzeugend in F.

Satz 2 . Es sel = ((MX, ), ,f%) Subfunktion
tn F= (Mg, leor £ und ¥ = (¥, ) . eine erzeugende
Zerlegung in f  mit zugehbrender Subfunktion Fe ((MZ, ).‘;. 2 ),
so dass M N MX = f fir jedes oC, . Setzem wir
'Z‘x = M‘OCZ‘O 5 fir jedes o, , so ist’g: (g‘o o

erzeugence Zerlegung in F .

Satz 3 , Ist Zz = (z")‘ Familie von erzeugenden Zerlegun~
genin Fa (Mg dng s #)  wd dst Fh=((MZ_)__, £¢) ate
m B zugehtrenden Subfunktion fiir jJedes L , wobei'_OM‘:’#
¢/ fur jedes &, , 80 existiert die Zerlegung imf Z € ¥(F)
und ist erzeugend. .

Satz 4 . Es set X erzeugende Zerlegung im Fae (M Y0 #)
ait zugehSriger Subfunktion F"-(M,(, heor F1); i= 2 . set-

zen wir voraus, dess Jjeder zm -Block die Menge N;. durch=

schnejdet und weiter sei £ = (’z;‘, )  die Zerlegung in F,
i ;6 . .
Xe, 2 X, n M2 for @,5)=(1,2),(2,1).

-————— -

5) Das Symbol [  bezeichnet die sog. Htlle (nach O, Borivka);

(1], s.7-8.
6) Das Symbol r bezeichnet die Durchdringung der Zerlegung mit

der Menge nach O. Bordvka;[1}, S. 8.
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und fiir jedes oc, § dasbei soll den Zerlegungen z’ () M:o P

Z‘ e M" dieselbe Subfunktion zugehren. Ist X erzeu-
gend, so s:lnd aus dle durch ¥ erzwungene Ueberdeckunson 2'
z" von 24, 2 erzeugend.

Satz 5 . Es sei % < (¥‘),  Familie von erzeugenden Zer-
legungen ini Fe ((M;,My,.cc,Mpy, M) £) also flr den
Fall der endlichen Indexmenge [ . Dann ist auch Aup £ or-
zeugende Zerlegung in F.

Essei ¥ = (X, erzeugende Zerlegung auf F =

oCo
=((M¢, o, ): Unter der Faktorfunktion F/x versteht man
die Funktion (( X, ), ,f/% ), womit f/X  eine solche
Surjektion zwiechen TI % , %, bezeichnet wird, fiir welche

die Bezielng f/% (€A )= Ao eintritt, w F(TA)S
A, €%, fur ale huswahl Ag € £ ., x €/ .

Auf Paktorfunktionen kann man die Begriffe von Ueberdeckung
und Verfein;mng, Htille und Durchdringung, Verknilipfung et cetera
leicht {ibertragen. Formulieren wir noch einige S&tze, welche die
Faktorfunktionen betreffen. ’

Satz 6. Es sei X = (x'co ),‘o erzeugende Zerlegung auf der
Funktion F= ((M_ ) o, f) 3 wir setzen F/X = F’. Es
sei weiter X' (X, ),c, Zerlegung auf F’ und ‘?*"
= (‘X 0 ko die durch X’ erzwngene Uberdeckung von % . Dann

*
18t X’ erzeugend, gerede wenn X7 erzeugend ist.

7 X' it dle durch X erzwungene Ueberdeckung von X7 ,

wenn fir :jedos o, die Zerlegung zt die durch X

o o oC o er-

1
gwungene Ueberdeckung von X,  und analogisch fir T,
siehe [1) » Se 9



Satz 7 (erster Isomorphicsath. Existiert Epimorphismus
66,0, owschen Fu((M, ) %) Fa(ME L, )
so existiert such Isomorphismus @ = (R, ), zwischen ‘F*
und gewisser Faktorfunktion F'= F/¥ und umgekehrt.

Pas Isomorphismus ‘b verwirklicht sich so, dass in P’C o Jo-
dem X -Block AL, elsBild §, A, € M%X, ent-
spricht (fir jedes of, ).

Satz 8 (zweiter Isomorphiesatz). Es seien 2= (x;‘, dco 1
2= (X o
sina F/2', FrX*

erzeugende Zerlegungen in F= ((Mxo dxo) ).
verknlipft, so existiert ein Isomarphismus

P= (Pxo )xo  zwischen ihnen so, dass in @xo Jedem

X, -Block mit ihm inzidenter X,  -Block (fir jedes of, )

entspricht,

Satz 9 (dritter Isomorphiesatz). Es sel X = (Xg,Jlao er-
zeugende Zerlegung suf F=((My, Ve, 5 £) und ¥'= CZ,, X,
erzeugende Zerlegung suf F'= F/Z = ((My )o, , ') . Damn
existiert das Isomorphisms @ = {(Dda Yt o zwischen F/ %’
und der durch F'//%’/ erzwungenen Ueberdeckung von F’
in Qr, entspricht jedem —'t‘.'a;‘, ~Block A;n die Vereini-
gung aller in A'o’(,, enthaltenen 2“‘0 -Bl8cke (flr Jedes oC4).
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——————————-—————

8) Wir sprechen dann Uber Fektorfunktion die durch 6  induziert
wurde,
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