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Commentaticnes Mathematicae Universitatis Carolinae 

6, 1 (1965) 

ZERLEGUNGEN IN KARTESISCHEN .FUNKTIONEN 

(vorläufige Mitteilung) 

Vaclav HAVEL, Brno 

Es se i r 4* 0 die Menge, welche den Element o nicht 
4> 

enthält, weiter setzen wir Q -» F u {o ] * 

Es sei ( MaCo)oCo Familie von nicht leeren Mengsn und f 

Surjektion zwischen TT M^ M0 . das Paar F« ((M^lco f) 

nennen wir kartesische Funktion oder kurz nur Funktion, 

I s t ßf + M^o £ MoCo für jedes cC0 und i s t 4' d ie 

Verengung von f auf TT M' } wobei MQ ** 4 (IT M* ) f so 

heisst F'«r C(M^o )eCo f 4') Subflinktion von F -

Unter der Abbildung <T zwischen Funktionen Fm (Cf^g>\Co,'4)/ 

F*» ((M*ö ) ^ o 7 f*) verstehen wir d ie Familie (6'cCo )<sCo von Ab­

bildungen 6^0 zwischen f^Co f A^* (für jedes aC0 ) . 

Die Abbildung <f heisst Homomorphismus f wenn 6^ 4((0^ ^ ) -

• ^ ^ S c ^ c l t ) für jede Auswahl a^eM^, oteF g i l t . 

Unter der Zerlegung in der Funktion F * ((Mto^o,*) •«-— 

stehen wir d ie Familie (XitCo ) ^ 0 , wo %^ eine Zerlegung in. 

M-co für jedes oC0 bedeutet; i s t dabei S^o sogar die Zer-

-fegung auf McCo für jedes <**0 y so sprechen wir über d ie Zerle-

1) Im weiteren durchlaufen <sC; /*/*--> d ie Menge F und ct0 AOJ... 

die Menge /^ • 

2) Das Symbol TT bezeichnet da das kartesische Produkt der 

Mengen • 

43 -



antut mit F . *} 

Sa sei ^ • ^ o i c o Epimorphiamue zwischen Funktionen F -» 

> f ( H<»>«co * * h F**K M«f0 1 0 * * t ° u d u r c n ^ induzierte Zerle-

mirut ^ » ^^..co d̂co auf F wird folgend erweise definiert: 

Z^0 -Block» eind volle tändige Vorbilder der Elemente von /NioCo 

bei < £ 0 für Jede* cc0 * 

Die Zerlegung Z * CZaCo ) c L o in F * C(M0Co )cCo ,-f ) heisst 

erzeugend. wenn für Jede Auswahl A^ 6 % <K € f ein £ 0 -

Block A„ 2 f (IT A. ) exiatiert. 
** OC Ö V 

Iat X * (%co^<co erzeugende Zerlegung in F« (( ^cCO )<*o *£ ) ; 

ao definieren wir die jgu F .gehörende Subfunktion F' « 

» fCM^ o) j C o j-fO in F ao, daas sich MjCo ala die Vereini­

gung von 8llen ^ 0 -Blöcken für jedee oC0 erweiat und f 

Verengung von f auf TT M ' ist« 
06 V) 

Im folgenden bedeute i t - f . - S * ' ^ willkürliche Familie von 

Zerlegungen in gegebener Funktion F.» ((MaCo )OCo f-f ) und wir 

setzen £ 4 • f 3 £ 0 ) < K o für jedes t und J E ^ * C ^ ) £ für 

Jedes 0t0 » 

Die Menge ^(F) aller Zerlegungen in F sei folgender-

weiae halbgeordnet: für Z*~ (Z^0 )^olZ
Zm (Z*^)^ aus #(F) 

bedeute fc' 4 X 2 , dass Z*0 4 £ * 0 in ^CM^0) für 

Jedes ot0 . Dann ergibt sich tfCF) ala vollständiger Halbver­

band: für Jede Familie von Zerlegungen in F exiatiert die 

3) Für die Terminologie der Theorie von Zerlegungen in Mengen 

vgl. LH,[23. 

4) Index t. durchläuft (dieselbe) Menge J . 



Zerlegung *fc^ & * (**& ^mXtj+jfCF) wahrend *mt % nicht 

immer exist iert» wenn aber M,f « . € £(F) e x i s t i e r t , ao 

i s t 4*,+ 7t> m (vn* ^4sCo ) K 0 • 

§atz_l • Es se i € Epimorphiamus zwischen Funktionen F » 

* WUPXCO**)) F*M rtMJ#ic«f*^Die durch <f induzierte 

Zerlegung i s t dann erzeugend in F • 

Satz 2 . Es se i F * » CCM* 0 ^ , * * ) SubfUnktion 

i n F a C ( M < f l ) Ä O , f ) und t - i ' ^ l f f l eine erzeugende 

Zerlegung in F mit zugehörender Subfunktion F'm ((M£0 ^ , P)ß 

so dasa M*Q r* M* o -* # für jedes ocfl . Setzen wir 

* L - Mcco C ^ o " för * « • • < * * ; 80 i8t 5" * &«. )ÄO 
erzeugende Zerlegung in F . 

§atz_3 • Ist 5t Ä C£ ) t Familie von erzeugenden Zerlegun­

gen in F . CCM^Ö > * . , # > und i s t FLm ((M^o > Ä # ; **) die 

zu .2 zugehörenden Sub.CVinkti on für jedes t, ^ wobei ^ M , # 

t 0 für jedes oc^ , so ex i s t i er t d ie Zerlegung vnf % e tf(F) 

und i s t erzeugend© 

Satz 4 • Es se i TL erzeugende Zerlegung im Fm CCM^ \Cüff) 

mit zugehöriger Subfunktion F*» (M*0 ^ - f* ) ; 1*« 1,2. „ Set­

zen wir voraus, dsss jeder Zoto -Block d ie Menge MiaCp durch­

schneidet und weiter se i JE = c*acP *<*« d i e Zerlegung in Fß 

wobei Z* £ Z*0 m M*o
 4} fü> a,j)-(1,l),a,1). 

5) Das Symbol C bezeichnet d ie sog. Hülle (nach 0 . Borövka); 

[ 1 ] , S.7-8. 

6) Das Symbol m bezeichnet d ie Durchdringung der Zerlegung artt 

der Menge nach 0 . Borüvkajllj- S. 8 . 
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und für Jedes ©C0 * dabei soll den Zerlegungen Z^ ri M^o , 

jf1 n M l dieselbe Subfunktion zugehören. Ist Z erzeu-
*.o cCo • *) 1 

gend, so sind aas die durch Z erzwungene Ueberdeckungen Z , 

2" von Z*f ZZ erzeugend. 

Satz 5 . Ea sei % * (% \ Familie von erzeugenden Zer­

legungen im Fm ((Mi7Ml9...; M^f M 0 ) ; 4) aiso für den 

Pall der endlichen Indexmenge f" . Dann ist auch AU/i 2- er­

zeugende Zerlegung in F * 

Ea sei Z «• (Z^r )ac0 erzeugende Zerlegung auf F -» 

* ^ H c « V © j*f )• ünter der Faktorfunktion F/j£ versteht man 

die Punktion (( X9Co )(rf# ; «*-/£ ) ; wo mit 4/Z eine solche 

Surjektion zwischen TT 3L , X© bezeichnet wird, für welche 

die Beziehung */£ ((/^ ) ^ ) -» A 0 eintritt, wo ^ ^ T ^ ^ - S 

S /40 € £ 0 für die Auswahl /AÄ € ^ , <* 6 r . 

Auf Paktorfunktionen kann man die Begriffe von Ueberdeckung 

und Verfeinerung, Hülle und Durchdringung, Verknüpfung et cetera 

leicht übertragen. Formulieren wir noch einige Sätze, welche die 

Faktorfunktionen betreffen. 

Satz 6. Es sei % ** ̂ «c©'oc© erzeugende Zerlegung auf der 

Funktion F a C C M ^ , ) < s C o , *> j wir setzen F/X - F'. Es 

sei weiter Z* ** (Xi
tK0)^o Zerlegung auf F ' und Z*~ 

m ^^oC Vo die durch Z erzwungene Überdeckung von X . Dann 

ist %' erzeugend, gerade wenn Z erzeugend ist. 

1) X ist die durch X erzwungene Ueberdeckung von Z $ 

wenn für jedes oC0 die Zerlegung Z^ die durch 3^0 er­

zwungene Ueberdeckung von X^0 und analogisch für Z , 

siehe fl]f S. 9. 



Satz 7 (erster Isomorph!esatz). Existiert Epimorphismua 

* - (*«c >« o -*-»*« F - ((M,e ^ . . 4), F*a ((M*. ^,, +*), 
so exi8t iert auch Isomorphismus «0 «e Cf>cC0 ) ^ 0 zwischen r 

und gewisser FaktorfVinktion F ' » P/^T und umgekehrt. 

Das l9omorphi3mus fö verwirklicht sich so , dase in ß C o Je~ 

dem 3£m -Block A^ 0 a ls Bild & 0 A ^ 0 e M% c ent-

9pricht (für jedes <KÖ ) . 

Satz 8 (zweiter Isomorphieeatz). Es seien X -» CXcc0 ^o * 

2r " (%dL0 )<x© erzeugende Zerlegungen in F» CCMoto )<*»7 *")• 

Sind F/j? , F/.3: verknüpft, so ex is t iert ein Isomerphidmus 

ß> ~ (faCo )<£o zwischen ihnen s o , das9 in @bc0 jedem 

3£^0 -Block mit ihm inzidenter X^ -Block (für jedes oCm ) 

entspricht. 

Satz 9 (dritter Iaomorphieeatz). E3 sei 25 — CX^oCo )cCo er­

zeugende Zerlegung auf F«-C(Mor* )oto 7 •(• ) u n d ^ ^ C ^ * * ^ 

erzeugende Zerlegung auf F ' * F/2f « ^M*<-'<*© 7 ^ ' ^ # D a n n 

exietiert das l3omorphismu3 tfc » fp«^ ^ ^ zwischen F'/X 

und der durch F'/%' erzwungenen üeberdeckung von F' 1 

im 0oro entspricht jedem %oto -Block ^oCo d i e Vereini­

gung al ler in ^oCo enthaltenen 2 ^ -Blöcke (für jedes <-*CÖ)« 

L i t e r a t u r 

[ l j 0 . BORÜVKA, Grundlagen der Gruppoid- und Gruppentheorie, 

Berlin i960. 

(2] V. HAVEL, Kartesi3ch a9soziierte Zerlegungen (vorläufige 

Mitteilung), CMÜC 6,1(1965). 

8) Wir sprechen dann über Faktor funk tion d ie durch & induziert 

wurde. 
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