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Соттеп-Ьа-Ыопев Ка*Ь пета Исае ц*п!уег811:а1;1з СагоНпае 

7, 3 (1966) 

ЗАМЕЧАНИЕ О СХОДИМОСТИ ПСИТИ ВСЩУ И ПО МЕРЕ 

Ю.И. ГРИБАНОВ, Казань 

Пусть 0 ( ; 2 . ; ( ^ ) - пространство с вполне конечной 

мерой [ 1 ] . Мы считаем (ци (К) > 0 исключая тем са

мым ие рассмотрения тривиальный случай (ю(Х)ж 0 . Рас-

сматриваются почти всюду конечные ивмеримые функции*, зада

нные на X • Известно, что ив сходимости почти всюду (к 

почти всюду конечной функции) вытекает сходимость по мере* 

Если X » [ О , ' ! ] и лл -мера Лебега^ на Л ? то ив схо

димости по мере не вытекает сходимость почти всюду ([2], стр. 

108-109). Целью настоящей заметки является указание критерия 

совпадения сходимости почти всюду со сходимостью по мере* 

Множество Е е ! называется атомом пространства 

X , если ЛЛУ(Е)>0 И если ив р 2 Е и Р б 1 выте

кает, что либо (и, (& )ш*/и,(Р)}либо /и,(Р) ж 0 . Два ато

ма считаются равными, если один из них отличается от друго

го лишь на множество нулевой меры. Пространство X может 

содержать не более чем счетное число различных атомов* Мера, 

(ц, называется чисто атомической, если пространство К не 

содержит ни одного измеримого множества положительной меры 

без атомов* Если мера р, чисто атомична, то пространство 

X представило в виде объединения конечного или счетного 

числа различных атомов* Известно, что если измеримое мно-
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жесТво Е не содержит атомов, то, каково бы ни было нео

трицательное число оО К- (Я, Г Е ) всегда можно найти тако-

е измеримое множество Р § Е . что ми (Р) ** ос (С.Ц, 

стр* 171, п*2). 

Теорема* Для того, чтобн сходимость почти всюду совпа

дала со сходимостью по мере, необходимо и достаточно, что

бн /и> была чисто атомической мерой* 

Необходимость * Нужно показать, что если ль не являет

ся чисто атомической мерой, то из сходимости по мере не вы

текает сходимость почти всюду* Не нарушая общности дальней

ших рассуждений, можно считать, что само пространство Л 

не содержит ни одного атома, Равобьем пространство X на 

два ивмеримых множества Х1 ш Л* половиной мерн*/€^^Х^)« 

•лсОС)» 4 (и,(Ю. Каждое ив множеств Х1 и Л^ в свою оче

редь разобьем на два измеримых подмножества половиной мерн 

\« 9 ^41 > \л ш ^22 ф ИР0**0**** э т о т процесс дробления 

множеств, мн на И -ом этапе получим 2 попарно непере

секающихся множеств ^ , .^,^1^ .» ^ , % , - * * # &** 4 ш п 2-) 

таких, что Х^мы, л и \,.§К^1" Чг<> **-< 

^\ш. Лк}9** (?(Х)Лерее ^ (^) мы будем обо©*-*1*»*1» 

характеристическую функцию множества Е • Определим после

довательность функций ^Сх) , полагая *г\Га-) « 9 ^ . , ^ * 

\с*и %/&, % во- <ЙЦЦ %т * &Х1&), $(&*%&.- < 
При любом 4Ь функция т^йе) * %к фвт ^ йс), где #П, $ * так

ие Мг^ц'^гМ^ аависят от выбора т, ; причем т, —•* <*> яри 

*п, *->*? 0& • йрш любом € > Ог Ш < 1 * множество ЯЙ*,*#Д-» 

*%,,,•** V * Ш в * о м у ( * Г Х Г ^ * # » " ^ ^ . . , А ^ ) -* */ «••• 
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последовательность функций т ^ С ж ) — * 0 по м е р е . Однако 

последовательность функций ^ С$С) --/* 0 почти всюду, так 

как Лшш "-V ^Э&) * 0 <- ^ ^ %^(х) т ^ при лю

бом ос е Л . Таким образом, если лл не является чисто 

атомической мерой, то из сходимости по мере не вытекает 

сходимость почти всюду.' 

Достаточность. Пусть (и, является чисто атомической 

мерой. Тогда пространство X представлено в виде объеди

нения конечного или счетного числа различных атомов Е ^ • * 

Для определенности, будем считать, что пространство Л пред-

ставимо в виде объединения счетного числа различных атомов 

Е п # Любая измеримая почти всюду конечная функция Ф (ос) 

однозначно ( с точностью до функции, равной нулю почти всю

ду, которой в рассматриваемом случае мы можем пренебречь) 
00 

представима в виде -рСсе) -* 21 <*̂ . % (оа ) , где оС^-

некоторые числа. Так как иэ сходимости почти всюду следует 

сходимость по мере, то для доказательства достаточности тео-

ремы нам следует только установить, что ив^ &с)**-^оъ а> Сх)-> 

—НСое)« Ж. °кь 9к С Ж > по мере вытекает Лит, <х%?ш сс^ 

при любом т, ж <\<) оо • Так как ^ С а с ) - ^ 4(х) по мере, то ш 
/-—> 

про любом /гь я: 17оо последовательность ф у н к ц и й ^ С ^ А * -* 
-*1Сас)о>е по мере, т . е . при любом 0»0 <%т> <сь(Х(Мш%-

^•щ, •т-4'вв I чц. 

- ^ 9 Е I * **» - 0- Множество Д П 1 % - * * I » * ) 

с точностью до множества нулевой меры совпадает с множеством 

^ П 1 , - ^ I > вг) # итак, Мт, ^ С Е Л С 1 ^ ~ Л З * < Г > ) - О? 

На множестве Е^ функция ^Сос) С̂  Сае >) принимает значе

ние равное <ЪС СоС4)-Следовательно, при всех достаточно 



больших ю%, > М(6*» т, ) оказывается \еС — со 1 < б* # 

Таким обрааом, -Ляп- «С^* т Л „ при любом /п.ж 19оо9 

что и требовалось установить для завершения доказательст

ва теоремы. 

л и т е р а т у р а 
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