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Сошаеп"ка1;1опев Ма-ЬЬеша-Ысае Щ1*еге:Па*18 СагоНпае 

7,4 (1966) 

РАСШИРЕНИЯ РАСЩЕПЛЯЕМЫХ ГРУПП ПРИ ПОМОЩИ ПОЛНЫХ ПРИМАРНЫХ 

ГРУПП 

Ладислав ПР0ХАЗКА(Ьай1в1аУ .ШОСН&КА), РгаЬа 

Под словом группа будем .всюду понимать группу абелеву, 

буква <р> будет всегда представлять некоторое п р о с т о е число. 

Если & - группа и пг - натуральное число, то СхСпь! 

обозначает подгруппу всех ^. е < ? ; для которых огр •* О* 

Группа (г называется ^ь -полной, если Д ^ - Сх. Под­

группу Н группы 6 будем на Бывать -/г, -сервантной в 

б-, если Н п ^ (х - -р, Н для всякого натурального чис­

ла М/ • 

Ясно, что подгруппа Н группы б е е кручения О является 

АЪ -сервантной в Сг в точности тогда, когдш,(6/Н)Е^ьЗ^ 0 • 

В заключение условимся обозначать символом & периодичес­

кую часть группы & . 

Целью зтой ваметки является определение необходимых и 

достаточных условий, которым должна удовлетворять расщепля­

емая группа Н для т о г о , чтобы кащдое е е расширение О при 

помощи полной примарной группы было опять группой расщепляе­

мой* 

Лемма 1> Пусть ( г 0 - группа вида (т0 * . 5 . { % \ 4- Г -

где 0 (<*.)* со и* 4,1,...) и Г - Д * ^ $ , О*,;- ^ 

С^ а 4 , 2 7 .» . )# Если определим в (г0 еще соотношения 
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то таким образом полученная группа О будет нерасщепляема 

и 6^ а Т . Притом подгруппа Н = *Г^1 4- Т группы (т9 

служит также подгруппой для (т и (г/Н « С ( ^ л ) . 

Доказательство» ПУСТЬ {сиА - циклические группы по-

рядка тТ, * (г* % 27... ) пусть Ы - X {а• \ и пусть 
оо *ш* 

Т ** ,4*^. {&,>$ . Если положим 
* * * л 

Лг+ш <0у..,0,ъ1,11О,1 + 1,111сь.+1Г»> а* 1,1,.») > 

то О(Лг^) « со (гш1,2,...) и 
1^*1+1* я*-** а-1,2,— ) -

В [11 (смотри § 50,пример 2) было доказано, что подгруппа 

^1 9 ^ Ъ. ;^г.»^$;"* \ группы [) является нерасщепляемой 

группой с периодической частью Тх . Легко убедимся в том, 

что каждый алемент Ли € Н4 вида Ль • си +лъ1Хг^+...+<п^ Л^, 

где а € Тх ж <п$ - такие целые числа, что (ш*, , 4ь) ж 1 , 

обладает бесконечным порядком* Это зная, можем индукцией по 

Ль доказать, что для целых чисел 'яг^'т^ •> •*•; /ГГКЬ, и еле-

мента а, в Т̂  имеет место соотношение а ^ / т ^ ^ * ' ' ' ^ ^ ^ 8 ^ 

в точности тогда, когда существуют целые числа Щ,^2.*ф0'^/СОЛ-'1 

(для М/ > Л ) такие, что 

или, если а » 0 м /т.1 * 0 (для Лг, * 1 )• Это зна­

чит, что отображение <р группы Н^ в б* определенное 

соотношением 

где х ^ , ^ - целые числа, является изоморфизмом группы 

Н2 на группу О » Так как 7^ у ш Т, то Т • ^ . Из 

(1) следует, что бесконечная циклическая группа { ^ 1 служит 

подгруппой в 0* и, следовательно, то-же самое можно у*вер-
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ждать о группе Н -» { ^ \ 4- Т . Ив соотношений ( 1 ) выте­

кает также ивоморфиам ( г / Н -я С (ф, **) * 4. 

Лемма 2 . Пусть Н - группа вида Н - » А 4 - . Х - 1 Х ' | ? 

2* . * * ' 

где 0 (х+ ) -» ^ Сг » 4, 2 , ..• ) и А - группа без круче­

ния такая, что -/г А ф А . Тогда существует нерасщепляемое 

расширение & группы Н при помощи группы С(р'Х*) та-

кое, что (т̂  - .-Л -С «Х̂ , | * 

Доказательство. Так как ф, А Ф А 9 то можно выбрать эле-* 

мент п^ е А - <р> А . Теперь определим группу &0 соотно­

шением е» оо 
4*2. 4*1 

где ОС^)** СО а -1,Ъ,"*) и прибавим к ней условия ( 1 ) . 

Таким образом построенная группа (? содержит, очевидно, 
ос 

группу Н = А + .НЕ. {Х+ I в качестве подгруппы. Если 
< ж 4 

положим Н*-г { ^ ? х . | С^ « 4 7 1, -" ) $ (подгруппу Н * стро­

им в О ) , то по лемме 1 Н * - нерасщепляемая группа, 
ос? 

Н^ *-• . 2 . -Г »** \ в *Г , и кроме того 

(2) Н */({<&< ? + Т ) & С (ф°° > • 

Пусть ^ е б - Н ^ тогда 9- * «0ь + ^ ^ А + * - - * " ^ / У ^ > 

где Ль е Н и /п̂ - (%*=!, ...,4ь) - удобные целые числа. В 

силу ( 1 ) можем всегда предполагать, что О^^ф^) - 4 . Для 

А*1 имеем (смотри ( 1 ) ) ^ь3^,« /г,*А +• Ф?^^ • Итак, 

если О С ^ - ) ^ ^ , то 0~р?т<^*ф?мьН+фТ'ягь/п^^ для 

некоторого натурального числа /ет, # Так как А б Н «• А -г- Т 

х 4 ^ е А , ив последнего соотношения следует существо-
А % 1 

вание элемента о - 6 А такого, что-^/гп О/-*-/&/.*&/п^у; или, 

^ ^ с ^ а е ^ Д . Н о / у у ^ ^ А и 6п^,^) - 4 ; значит, 
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/гц^ ф ^ь А и мм получим противоречие. Следовательно, 

|вели Ж * 2 9 то 0 (д,) * ой . Индукцией по Ль можно те­

перь доказать, что 0(<^) * со для каждого у, е & - Н • 

Этим мм уже доказали, что О. « Н, » Т . Но отсюда сле­

дует, что группа б нерасщеп ля ема, так как если бы Т 

служила прямым слагаемым для всей группы (г, то Т бы 

служила прямым слагаемым для подгруппы Н*. В частности, 

Сг * Н , или, 6/ Н Ф 0 * 

Ив определения & и Н* вытекает, что (г**{Н9 Н*}? 

следовательно, 

(3) 0 Ф 6/Н - -ГН, Н*?/Н * Н*/(Нп Н*) • 

Так как { ^ } 1 Т 5 Н п Н ^ , то в силу (2> будеяг или 

Н * / Г Н п Н * ) « ( ? , или же Н*/ГНлН*) --* Г ( > ~ ) , Но 

в силу (3) имеем Н * / ( Н л Н * ) 4 0, значит, Н*/СН л Н*;* 

в С С-/т-0*). Отсюда и ив (3) уже следует требуемое соотноше­

ние Сг/Н ~ С С^°°) • 

Лемма полностью доказана» 

Если I - некоторый групповой гомоморфизм, то символ 

Ке/р -г* представляет его ядро. 

Лемма 3» Пусть ^ в - подгруппа группы ^ и <̂  - го-

моморфием некоторой группы 6Р на группу ^ 0 , Тогда сущест­

вуют расширение С группы <т9 и гомоморфием лу группы О на 

^ так, что у является продолжением гомоморфизма с/ и 

Доказательство » Группу 6; будем считать подгруппой 

некоторой полной группа Р0 . Пусть л**- - бесконечное кар­

динальное число такое, что ли* > (саксС (гс ) х (салЖ ^ ) , и 

пусть Ъл - полная группа, являющаяся прямой суммой 
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АН, экземпляров аддитивной группы рациональных чисел и 

лн, экземпляров группы С(<р,°°) для каждого простого чис­

ла <р, . Теперь положим Ъ~ Д, 4- Т)л ; итак, &0 е .Р • 

Символом /7Л обозначим систему всех пар С I/ ; <& 1 , 

где и - подгруппа в 1) содержащая &0 , и а# -гомо-

морфизм группы 11 в ^ служащий продолжением гомоморфие-

ма 9 и такой, что Кос 1# » Кос ср . ясно, чтоСС.^;^^ 

В Ж . Бели С Щ у 1 ^ 3 6 7П (+ ~ 1,2) , то положим 

[ и ^ 1 ? ] ^ С Ц 1 ' > ' Л З в точности тогда, когда С/1 е (7^ и 

1^ служит продолжением для ^ . Отношением ^ множест­

во / #^ полуупорядочено и удовлетворяет условиям леммы Дор­

на* Следовательно, в 7Л имеется по крайней мере один мак­

симальный элемент• Пусть это будет С (т •, *цг 1 • 

Теперь докажем, что (хт/г -» ^ . Предположим наоборот, 

что б* 7//" «= ^ * ^ ^ и пусть АЛ, € ^ - Ц* . Будем различать 

два случая* 

Пусть {>сс \ л ^ * • 0 . Так как Кос цг- /Се̂ ср & <г0 

и б/К^сцг & ^ * с ^ , то 

сол^ & =й (сххЫ, (т0 ) х Ссль^ ^ ) «-: * ^ , 

и, следовательно, существует об е Ъ так, что 0(сС)« 0Г-и>) 

и притом {с1 \ л 0" • 0 . Если положим и ^ - С С г , ^ ? • то 

отображение 1?» , определенное формулой (д. ч- М, Ы, ) о?» «• 

« д. у •*• <&>сс дяя ф, б 6* к целых чисел Ль 9 будет го-

моморфизмом группы и н» Ь* + - { ^ 5 . продолжащим гомо­

морфизм у . Если ((^ +М,<1 )1> -» 0 9 то необходимо Ля^ » 0 

и ^ у • 0 , следовательно, АсС - О 9 или, ф. + Лес* -* 

« д, € К^ У • Отсвда вытекает, что К*к оЯ - Ке* -у * ^ д. 
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Итак, 1и^]еШ,Св}Г] ^ Г1/;г*.7 ипритом [&щг]ф 

фЦ);^]. Значит, мы получили противоречие с максимальность-

ю элемента Г (х '> V -1 в 7Л • 

Пусть { м, *$ п ^* Ф О и пусть пг - наименьшее нату­

ральное число, для которого /а ли § 1 * ) тогда можно пред­

ставить каждый элемент Ле{^^^АЛ } единственным образом 

в виде суммы Л » Л* +-М,ль 9 где ^ * 6 Ь* и 0 & Аь *с пъ. 

Пусть су0 € (г такой эелемент, что (%>0 "у » т лм е Ц* и 

пусть элемент сС^ е & удовлетворяет соотношению, пгъсС^ в 

в <%>0 • По тем-же причинам как в предшествующей части мож­

но выбрать <&2 € Ъ так, что 0СЫ,г) -= пъ и одновременно 

(4) . < е , 4,} П { С ^ } т о . 

Если положим об » сС1 + сЖ^ 9 то будет ^ с / в / м ^ . - ^ € Ст 

и в силу (4), пъ - наименьшее натуральное число, для ко­

торого тсС е О- . Это значит, что каждый элемент тге V =* 

«{(т^сС \ можно представить в точности единственным обра-

8ом в виде тг = ($. + Аь с1 , где д, е Ст и 0 & Яг < ль -

Теперь ясно, что отображение п9> определенное формулой 

С& +М,с1 )п& **ду+.Аи для д. е 6- и 0 -§* М, < ль являет­

ся гомоморфивмом группы V на {Ь*, и> } ; притом гЯ слу­

жит продолжением гомоморфизма 'ЦТ . Если 0~Сд+Яьй)т)**д.'у+М.'и, 

то в силу неравенства О б 4 < / п будет Яг. ~ О 7 или, 

д. + Ж,сС « д, е <т . Это эначит, что Келг* »Ке/* у » Касс/ , 

иди, С V, 1 .̂3 € УЯ . Но так как (г ^ V , то мы приходим 

опять к противоречию. 

Это эначит, что должно быть 6-у * ^ и лемма докаэана. 

Для упрощения речи условимся называть группу О *#* -

группой, если О является прямой суммой полной группы и 
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группы с ограниченными порядками элементов. 

Лемма 4, Пусть Н - такая расщепляемая группа, что 

Н/Нх не является -̂ ь -полной,и одновременно 4ь -примарное 

слагаемое группы Н^ не является Ф"-группой. Тогда 

существует нерасщепляемое расширение & группы Н при 

помощи группы С С^ь00 ) • 

Доказательство, Пусть Н = Л + Н^ , пусть 71, -

р, -примарное слагаемое группы Н^ и пусть В^, - некото­

рая базисная подгруппа в Т^, • Так как Т1 не является 

<У -группой, то В ^ не обладает ограниченными порядками 

элементов, следовательно, Вр, можно гомоморфно отобра-
ео л • 

вить на группу Т-.-Н. { о<^ } - где 0С«Х^ ) -» ^ * 

(г, .-» 1., 2 , . . . ) . По теореме 32.1 из [13 В -̂, служит гомо­

морфным обраэом для группы ~Цъ и, следовательно, для всей 

Н. . Это вначит, что существует гомоморфизм У[ группы Н. 

на группу Т . Положим Н * -* А 4- Т и определим 

гомоморфизм $? группы Н на Н* следующим образом: для 

Яг е Н , <Н = а, +&, где с г е / 1 и Л!>- е Н^ , положим 

Аъс$ « со+Лгц , Ясно, что Кс*, ее -. Н^ , По лемме 2 су­

ществует нерасщепляемое расширение (т* группы Н* при 

помощи группы С С*/***)* Применяя лемму 3 получим расшире­

ние С? группы Н и гомоморфивм я^ группы (г на (г , 

служащий продолжением гомоморфизма ср ? и такой, что 

Кс^ у в Кед, ср . ив (г/Кг* у = б1- * следует не-

расщепляемость группы От / К&С у . Но так как Ке^ -у « 

ж) Смотри также доказательство теоремы 50*3 из [ ! ] • 
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*Км,д Е Н, с 6 ; то по лемме 50*2 ие [11 сама группа <Э 

также нерасщепляема. 

Если теперь у * представляет иеоморфивм группы (т/К&с, т/г 

на группу (х* определенный для каждого д. е О формулой 

Сф+ К*л -у ) у * « 9-у , то (Н/Кек у ) у * » Н* , так как 

для Ль € Н имеем А т / г ^ ^ с ^ е Н * . Отсюда 

6-/Н Л С(т/ке^^)/СН//Л^у ) а * < ^ Н * « С < ^ ) , 

и лемма полностью докавана. 

Лемма 5. Пусть Н - расцепляемая группа, для кото­

рой группа Н / Нф <{г -полна. Тогда каждое расширение 

(? группы Н при помощи -р, -примерной группы является 

расщепляемой группой. 

Докаеательство. Если И в А 4- Н. 1 то положим (г* -= 

«{/% (^ } «г Л 4- 0± -, итак, имеем 6/Сг** С<т/^ )/<Чг*/ф. 

Так как 6 * / ^ -^ А « Н / Н+ , то <?*/<% является 

<р, -полной подгруппой в 6/<5\ , значит, подгруппа <хж/& 

-р, -сервантна в О- / От Ф Ясно, что <-г /(г. - группа бее 

кручения, следовательно, ((6/6^ )/С(т*/& )) С*р,1 « 0 или 

также ( < У / ( У * ) С ^ . 3 » 0 . Ив отношения Н с б** и -/ь-

пркмарности группы Сг/Н следует <р, -примарность груп­

пы Сг/(т*. Итак, равенство С 6/(т*)С1ъ1 ** О влечет с 

собою равенство & / б * * О 9 или, <т «• (т*«Д 4-& , Этим 

лемма доказана. 

Если (5* - группа с ограниченными порядками элементов, 

то символом ЕС (а-) будем обозначать наименьшее натураль­

ное число ль Р для которого т, (г т О ^ в каждом другом 

случае полагаем Е С (г) * со' . 
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Лемма б. Пусть ф - подгруппа 1̂-примарйОЙ группы Р 

такая, что Р/& & СС^) (0 ^ Ль & <*> ) . Если й -

Ф -группа, то группа Р также вудет Ф -группой. При­

том если Р/<3 & СС{1>*°) и й ~ К -*- Д) , где группа 

Ъ полна и Е СЯ*> < оо , то Р — 1> * 4- 5 , где 

I)1*6 - полная группа и Е (В") й Е С Ю • 

Доказательство. Группу (3 представим в виДВ Ф 3"!)-*-^ 

где группа Ъ полна и Е (К.4) *г оо . Полная группа 3) 

служит абсолютным прямым слагаемым для Р , и так как I) о 

г.-К « 0 - то можно писать Р -* 1) 4- 5 в , где К. -= 5 0 . От­

сюда имеем 

(5) ?/Цш СЪ + $е)/0)+К)~50/Я~ СС<р/Ч -

Если .>&/<.л>;то ив соотношения Е С ( О < оо и (5) сле­

дует, что также Е (&0)<оо . Итак, Р является <У -

группой. 

Пусть теперь М, * оо . Так как Е С Ю < ао ., то в си­

лу (5) группа 5 0 не является редуцированной (смотри 12.1, 

лемму 19). л..ели Э2 - максимальная полная подгруппа группы 

5 0 ? то в силу (5) должно быть 2С ~ С С^ь00 ) ; итак. 

(6) Р * р 4 - б * ~ Р 4 - 3 ? 4 - е , 5 с 5 в , 

где 5 - редуцированная группа. Так как ЕСХъ Я ) й ЕСй)̂ <Х> 

и так как Х ^ К а ? , то группа Ж /Л К» конечна, следо­

вательно, 

(?) .саг,я*/я в аг/сагп я>« сс.>~>-
Ив включения -С#, К. 5 & 5 0 и ив (7) и (5) следует равен­

ство < X, К } / Я - 5» / К , или, -гаг, К } * 5„ . ' Т»к 

5 X 5,/Х - <%,Ы/Х * К/СК л З ? ) , 
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«дм, как легко видеть, Е(ЭУ & Е С / О • Отсюда и не (6) 

следует утверждение леммы для М, -» со . Этим лемма полностью 

доказана. 

О «̂ г -примарной группе Р скажем, что она - конечного 

ранга, если Р является прямой суммой конечного числа групп 

вида. С С^г* ) С 4 ^ Ль * оо > . 

Лемма 7. Пусть ф - подгруппа ф, -примарной группы Р 

такая, что группа Р/Д - конечного ранга. Если ф -

*У - группа, то Р также будет *У -группой. 

Доказательство. Лемму можно доказать индукцией по числе 

прямых слагаемых вида* С С^ъ ) (1 ** Ж, & оо ) группы 

Р/ О, у пользуясь леммой 6. 

Теорема 1. Всякое расширение О расщепляемой группы Н 

при помощи полной ф, -примерной группы конечного ранга будет 

расщепляемой группой в точности тогда, если или группа Н/Н^ 

<р, -полна, или <р, -примерное слагаемое группы Н̂  является 

<У -группой. 

Доказательство. Пусть О - проевольное расширение рас­

щепляемой группы Н при помощи полной */ь -примарной груп­

пы конечного ранга. Если группа Н/Н. р. - полна, то в 

силу леммы 5 группа О* расщепляема. Итак, пусть О, (соотв. 

Р ) - 1ь -примерное слагаемое группы Н^ (соотв. (% ), 

и пусть (Я является Ф -группой. Так как 

% / Н * ~ %/С&*г> Н)*<6ь,Н}/Н & 6/Н, 

то должно быть %/Н^ ш Р/0, , или Р / й - ф,-

примарная группа конечного ранга. Следовательно, в силу лем­

мы 7 Р является У -группой- Если теперь применим тео­

рему б Ни 133, то получим, что группа (ж .опять расщепляема. 
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Если группа Н не удовлетворяет ни одному иа условий 

теоремы, то по лемме 4 существует нерасщешшемое расшире­

ние б группы Н при помощи группы С Сф,*0} - Теорема 

полностью доказана* 

Теперь будем заниматься случаем, когда выпущено усло­

вие конечности ранга факторгруппы О/ Н • 

Лемма 8. Пусть (Д - подгруппа <{г -примарной группы 

Р такая, что группа Р/ф полна* Если ф - *У -

группа, то Р также будет *)Г -группой. 

Доказательство* Группу Ф представим в виде ф-Ш!), 

где группа Т) полна и Е С К ) «с со . Символом 'ЭЙ обо­

значим систему всех подгрупп Н группы Р, представи-

мых в виде Н = 8 4- 3) *" ; где группа ^ * полна и 

ЕС5) 6 ЕС/О =- Ль , и таких, что б а Н , Ясно, 

что (Д 6 '30^ . Если <&шСНиСье1)) - непустая 

цепь в УЛ> , то покажем, что ^ Н, -» И € 9?^ • В самом 

деле, пусть Н^» 5^ 4- 1)̂ * , где группа Ц^ полна и 

Е С5^ ) 1а Ль С б б ! ) . Пусть ^ * - максимальная 

полная подгруппа в Н и пусть Н - 5 + ^* , . Очевидно, 

тo р̂ * с ] ) * ддя каждого С е I . Если * е 5 , 

А * Н, значит, существует и е I такое, что >̂ 6 Н^» 

5 ^ * , итак, А/Л» € 5 Г1 ^ * а 0 , или, Л&/Ъ * О. Это 

значит, что Е СВ) ^ Л& , и, следовательно, Н 6 /Э?^ • 

По лемме Дорна существует в ЮЪ максимальный элемент; 

пусть это будет И0 -» 5 в -ь 1>с . Так как в -« Н0^ то 

группа Р/ Нс должна быть полной* Но если бы было 

Р/ Нв Ч* 0 , то существовала бы подгруппа Н.., 



группы Р такая, что Нс 6 Н1 ш Н^/Но ~ С (р,~) -

По лемме б можно было бы писать Н..? « 5^ «*• Д}*" , где груп­

па Д * полна и Е (Ь< ) & Е <Т50 ) * -& ; итак,Н., € 072. 

Это противоречит выбору подгруппы Н0 6 'ЪТХ. у аначит, дол­

жно быть Н0 « Р * Но этим лемма доказана. 

Лемма 9. Пусть А - подгруппа группы б ев кручения 

6 такая, что группа В/А р, -примарка. Если группа 

А /рА конечна, то группа Ъ/А обладает конечным ран. 

гом. 

Докааательство. Пусть В0 - подгруппа в В такая, 

что А & Во и Ъ0 /А я СЪ/А ) Е<Тъ1 , Если положим 

рЪ0** А0 ^ то имеем р, А & ф< В0 « А0 & А и, следова­

тельно, группа А/А0 конечна, так как группа А/<р,А 

конечна. В силу того, что А - группа беэ кручения, име­

ем А/Ае -в р А /р, А0 , или, группа рА/р,А0 также 

конечна. Ие иэоморфивма. 

Ар/р,А * САс/р,Ао)/^А/^А0) 

и на конечности групп А0/р<А и <рА/р,А0 уже следует 

конечность группы А0 /р А0 » <р Вс /р, А0 и также груп­

пы В9/А0 , так как Ъ0 /Аф & р,Ъ9/р, А0 . Ис включе­

ния А0 в А а Ъ0 получаем теперь конечность группы 

Ъ0/А *(Ъ/А) 1р*Э 9 или, группа Ъ/А обладает 

конечным рангом. 

Лемма 10. Пусть Ф - подгруппа полной р, -примерной 

группы Р такая, что группа Р/ф обладает конечным 

рангом. Тогда <2 * К. 4- V , где группа © полна и Я 

конечна* 

Доказательство, Группу (Ц можно представить в виде 
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й - К. +- .1? , где группа Л) полна и Я редуцирована* 

Так как I) служит абсолютным прямым слагаемым для Р и 

И л ] ) в О , то Р = Р** 4- ,!> , где 1̂  5: Р** з итак, груп­

па Р * полна. Имеем Р/<? = Р * / Я , или, группа Р*//? 

обладает конечным рангом. Но отсюда уже легко вывести, что 

группа Я должна быть конечной, и лемма доказана. 

Лемма 1 1 . Пусть Н - расщепляемая группа такая, что 

группа Н/ЧтъН., Н̂ . \ конечна и ^ь -примарное слагаемое 

группы Н̂  является ф -группой. Тогда каждое расши­

рение 6 группы Н при помощи полной ^ь -примарной груп­

пы является расщепляемой группой. 

Докааательство. Пусть (т - произвольное расширение 

группы Н при помощи полной <р, -примарной группы и пусть 

Н « А 4- Н^ . Так как \^ь Н, Н^ ? -= ^ь А 4- И^ , то 

Н/Ч^Н; \\±\ « С/14- Н±)/С^А4%)^ А/&А, 

итак, в силу предположения, группа А/рА конечна. Если 

положим Н* = - У 4 - Н 0 Г ^ ? ТО Н ..? Н * И, следователь­

но, 6 - / Н * - полная -/I/ -примарная группа. Так как 

&/(гх - группа бее кручения и Н * / й -*= -А ; то ив 

изоморфизма 

СбУ6.р/СН*/<^> аг <5/н* 

при помощи леммн 9 получаем, что группа <т/Н* обладает 

конечным рангом. Отсюда и ив соотношения 

е/н* & се/и)/сн*/и) 
в силу леммн 10 следует, что ^ -примарная группа Н*/Н 

является прямой суммой группы полной и конечной. Если Р 

(соотв. ф ) обозначает -р. -примарное слагаемое группн 

&. (соотв. Н^ ), то имеем 
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Н*/Н-СА +6^/СА± Н̂ )2г в^/н^ & р/а , 

или, Р/ф является прямой суммой группы полной и конеч­

ной. Если теперь применим лемму 8 и лемму 7, то получим, 

что Р является Ф -группой. Так как (т/Н* - 1ъ *-прм-

марная группа конечного ранга и Н*-=г А 4- 6^ ; то по тео­

реме 5 и а 132 группа <т расщепляема. 

Теперь мы уже в состоянии дохаеать следующую теорему. 

Теорема 2. Всякое расширение (г расщепляемой груп­

пы Н при помощи полной ц, -примарной группы будет рас­

щепляемой группой в тонности тогда, если выполнено по край­

ней мере одно ив следующих двух условий: 

1) группа Н / Н^ <р, -полна; 

2) группа Н Ц{ь Н; Нф I конечна и <р, -примар-

ное слагаемое группы Н+ является ^У0
 -группой. 

Докаеательство. Пусть выполнено некоторое ив условий 

1), 2) и пусть 6 - произвольное расширение группы Н 

при помощи полной ^ -примарной группы. Тогда группа 

расщепляема, как следует или ие леммы 5, или же из леммы 

11. 

Пусть теперь невыподнено ни одно ие условий 1 ) , 2). 

Если -7*1 -примарное слагаемое группы Н^ не является 

<у .группой, то в силу леммы 4 существует нерасщепляе-

мое расширение О группы Н при помощи группы С (р.**)* 

Теперь будем предполагать, что группа Н / { ^ Н , Н^ ^ 

бесконечна. Если положим Н - А 4- Н^
 7
 то{^Н

7
Н^}=: 

""|гА4- Н^ , или, Н / ^ Н . Н ^ ? ^А/^А . следова­

тельно, группа А/*р*А бесконечна. Итак, в А можно 

выбрать бесконечную последовательно ст элементов /ц. 
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а** 0,1,2,...} таких, что для целых чисел /я^/т*,,.**-, - ^ Ь 

имеет место соотношение '^,^о+<Щ^+"ш*пп^пгь е ^^ 

в точности тогда, когда ^ !!>»̂  С1> -» 0,1,**.,&,). Пусть б^ 

группа определенная формулой 

где 0 С ^ } * | 1 * «»-/, * , . , . ) , м 0(<у.Ф)* со (?,<&>* 4,1,--'Ъ* 

пусть (г* - группа, которая во вникла и 8 Сгв прибавле­

нием следующих соотношений: 

<8> "ì • .... , 

Ив соотношений (8) видно, что подгруппа Н*«• А + Н^4-51 {.х̂  / 

группы &„ служит опять подгруппой для группы (г* , ел вдо­
ве 

вательно, Н̂  4- Д1 { К* } Я 6* . Бели ^ е & * ~ Н > 

то с̂  можно представить в виде 

(9) <х * а + * + 4 | : (тс;}у^\ -. + ̂ \ 1 ^ ; } > 
«и> 

где а б /А, ^ 6 Н̂ . +^ { ^ $, - * « + ^ для ъ 4- ^ и 

/тЛ* (^ в 1,...,/ьС^^' 1-Л,2,—/-0 - удобные целые числа; при­

том в силу (8) можно предполагать, что ^\гпг^) (I* 1,1,»*)'*'). 

Пусть пгпах (н, (4 ) 7 . . , , л и п - ) ) » ' / ' итак, 

9. - а + ^ + ,т^*.>+... +^Ч/*Л> , 
где ^1 + /т.'*' С<= 4, 2,.-., лг ) . Если положим Аг*= 1Ь& + 

+/т|1'о<ь +-«-+'»п5'П,^А, , то в силу (8) а) имеем 

TO 1ак как ^\-гт% а ж 1, !,••*, <ъ) , 

и следовательно! 
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Отсюда и иэ (10) уже следует, что О(^ьс^)-оо 7 И Л И | 0(<л*) ~ оо. 

Индукцией по числе /тал? (/с (1 ) , /о(1)у.^у /с(оъ)) можно 

перь доказать, что 0(ф) -= со для каждого а. € &•*- И' 

Это значит, что &* -^ Н*" или, (.?*=- Н14- «2 -{".х . ? 

Ив соотношений (8) следует, что 

тe-

G * . t u „,<*-> <»,1ŕф Cï,M,-4,l,...,l} ; 

но отсюда и из (8) вытекает, что (т*/Н - полная ^-при­

мерная группа. Если группа 6* нерасщепляема, то доказатель­

ство теоремы уже завершено. Итак, пусть группа (х* расщеп­

ляема и пусть &*= А*+ & * ~ А * 4 Н. + 1 < ^ } -
V Т 4,а<1 

Убедимся в том, что группа А* не является -/г -полной. 

Пусть наоборот ^ Д * » А* # Тогда существует для каждого 

О, е &* натуральное число №(с^) такое, что для каждого 

натурального числа оь уравнение «/г/'Ъс - <р* <^ разрешимо 

в (г* . Значит, если /V -=• N С ^ ^ ) , то существует о̂ , € 6-* 

так, что ^Ы*%0 а ^Ы^0)- Т а к к а к фъ* Ф&А, тоо^сС?*-

- Н и, следовательно, элемент с^ можно представить в виде 

(9), где *(ь + ' т ,^ ) ' ^ ! . в 4, 2, •••> " О • В силу того, что 

1$Н<& е Н* , должно быть 4 ё <тох (Н,С4),...,кС*г))*1А&^4. 

Пусть нумерация сделана так, что М = Н, С1 )=,.. =/сСЬ) и кС1) < М 

Для Ъ + 4 & ъ & #1 . Пользуясь (8), из (9) несложным путем 

получим, что 

(11) ^ М % • Н + Л ^ ^ > + - ^ Чъ^у 

где сц е /4, А € % и пп^ а «г 4, 2.,..., Ь) - такие 

целые числа, что ^ь^-^г. (Ч « 1, 2;-.#, й ) . Если положим 

М*«*А/+>| - М , то 0 й М* ^ /V ; и из (11) следует ра­

венство 



ФЧ-о ~Р %
в
г^ Ъ + 1* 4 + 1* ^"ЪЪ ) 

но это уже равенство в группе Н*. Значит,^ Л% = 0 7 или, 

*НлЛ0) +!**+*„ ^ * 4 ~~ „ **> 

Но А является группой бее кручения, следовательно, ив по­

следнего равенства имеем 

4- Л»> _*/-М* со) „ г _ ̂  _ ̂  д 
.2- ̂  % ^ ^о ~ ̂  " ^

 ; 

и это противоречит выбору элементов /иУ* (*ъ* 0717

(1,"»} 9 так 

как <р, ± <т^ а^1711»**1 Ь ) . Этим доказано, что должно быть 

.П,А* 4» А * . Так как ^ -примарное слагаемое группы (г* ~ 

» К + 2 . * { о < ^ ? не является *У -группой, то по 
* 4« * т 

лемме 4 существует нерасщепляемое расширение (г группы & 

при помощи группы С С ц/* ) . Но так как (т*/Н - полная 

/̂ 1 -примарная группа и <х/6*--^ С ({Iе*) ? то (г/Н так­

же будет полной ^1/ -примарной группой. 

Таким образом мы доказали, что если невыполнено ни од­

но ив условий 1), 2 ) , то существует нерасщепляемое расшире­

ние (т группы Н при помощи полной р, -примарной группы. 

Теорема полностью доказана. 
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