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Соапепга-иопев МаЪпетаисае 11п17ег811а-Ыв СагоНпае 

8,2 (1967) 

ЗАМЕЧАНИЯ ОБ СЦНОЙ ТЕОРЕМЕ Б. ПОСПИШИЛА 

И. ЮХАС ( 1.0ГЦНХ32) , Будапешт 

В работе [ 1 ] Б. Поспишил доказал следующую теорему: В 

компактификации Чеха-Стоуна дискретного пространства мощнос­

ти *и> существуют лхр» м*с{ъ *и* точек с характером 

Щь лч> Ф Хотя этот результат может быть сформулирован вну­

три "чистой" теории множеств, его доказательство существен­

но опирается на нетривиальные топологические факты. 

В § 1 приводятся две топологических теоремы.; результат 

Поспишила является непосредственным следствием каждой из этих 

теорем. 

В § Е доказывается теорема, которая дает частное улучше­

ние теоремы Поспишил а* Но метод доказательства этой теоремы * 

принадлежит уже комбинаторной теории множеств. 

В § 3 выясним теоретико-множественный смысл наших реауль-
щ 

татов и дадим точное описание характеров точек в стоун-чехов­

ском наросте дискретного пространства - при предположении о-

обобщеной континуум-гипотезы. Наконец поставим некоторые не­

решенные проблемы. 

В заключение я хочу выразить мою благодарность А. Наопа1-у 

за некоторые его ценные замечания. 

§ 0* Обозначения и определения. 

Черев & , Я' , 5 к 5 ' обозначаются топологические 

пространства. Пусть 
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* ; К —» Я ' 

непрерывно^ отображение пространства К н* Я • $ назы­

вается бикомпактным з точке ф € К ' 9 если $шЛ (<Ц>) •*би«» 

компакт, и просто бикомпактным, если т* - бикомпактно для 

всех *Щ. € К ' , Отображение 4" наэываехся полуоткрытым, 

если для любого открытого и непустого множества & с. К 

внутренность 4 ( (У ) не пуста» 1ш скатом» что $ псев-

дооткрыто, если для любого 4ф. с Й# и для любого открыто­

го & э 4~* (<у. ) 9 точка /у. является внутренней для 

^ ( (х У * Наконец «р называется неприводимым, если ника­

кое собственное замкнутое подмножество пространства К не 

отображается на все Я • 

Легко видеть, что и открытые и замкнутые отображения яв­

ляются псевдооткрытыми, далее неприводимое и замкнутое ото­

бражение - всегда полуоткрыто. 

Через 4*4 , 4̂4 , ф» ТА о. обозначаем кардинальные чис­

л а . К ^ - это дискретное пространство мощности 444* , 

I9 ^4*4 ~ е г о стоун-чеховское расширение и Х ^ » /ЗА^ \ Ы^« 

Для любого множества Н , через 1 Н I обозначается его 

мощность; через Г Н З обозначим множество всех двух ©ел е-

ментных подмножеств ( Х , ^ | с Н • 

Через Ф'( Н ) обозначается множество всех ултрафиль-

тров из Н 5 как известно, если I Н I ж 4И> & $4« , то 

I Г ^ Н ) 1 » 1/ЬМ^Ы €мр, ЛХр, 444. . 

Базой ултрафильтра 46 называется система Л> с АЛ. такая, 

что для лювого М б 46 существует N 4 <Ь чш% что 1Мс 

С М | Наименьшая! мощность всевовможных баз ултрафильтра 

44- обозначается черев X (4А* ) • Наименьшая мощность эле­

ментов ултрафильтра ЛС обозначается через ^у (м* ) , 
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Характером Г (X9 Л ) точки X в пространстве К 

называется наименьшее кардинальное число такое,что существует 

Фундаментальная система окрестностей точки X такой мощнос­

ти, Известно, что в бикомпактном К , 0^ (X 7 Я ) будет и 

наименьшая мощность таких систем открытых множеств, пересече­

ние всех элементов которых содержит только точку X * 

§ 1. Подробный анализ оригинального доказательства Поспи-

шила из [ 1 ] привел нас к следующему результату: 

Теорема 1« Пусть -г" г К — у К ' псевдооткрытое (не­

прерывное) и бикомпактное в точке <и. € &' отображение про­

странства К на К ' | пусть далее АИ>9 М* & Н л -карди­

нальные числа, ЛИ> & М>> ̂  если ЛИ> регулярно и ЛИ, > А4> 

если ЛМ* сингулярно. Предположим, что существует система ТА 

можности ли* окрестностей точки /Ы, такая, что пересечение 

М различных элементов системы VI , и даже каждое конечное 

обединение таких пересечений уже не являются окрестностями 

точ 

рой 

точки <ц», Тогда существует точка *Х В Г (<у* ) 9 для кото-

\ (х? к ) а. мь *• 

Доказательство. Пусть сначала яф. в М с Я' и предполо­

жим, что М не является окрестностью точки Оф. • Из псевдо-

октрытости отображения ^ следует тогда, что 

Г4 (у,) Ф 3** *~* (М) , 
значит 

Г1 (у.) \ Эп* Г" (М) + 0 , 
ведь 

Отсюда и иа условий теоремы вытекает, что если VI± с VI , 
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12/^1- /и» и пЖ4 - Мг а - 1, 1,..., Л ) , то 

0 -к Г4(у.) \ Зп* г ' С 4 § М4 ) с Г'Су )\.$ *-* Г*ГН> -

- ^ СГЧц.)^Зп*Г1(М4)3-.А,с*-*^)ч"и (лГ1№4Ш, 

где 

Г"(Щ)т {Г" (А): Ае Шг } • 

Другими словами: замкнутые множества вида 

Г'бг^ч Зл* (Гл(Ж')) , 
где Ж с VI и 1 1 Л Ч - ^ > 

образуют центрированную» систему в бикомпакте Г (лф, ) и 

поэтогду существует точка X € Г (пф. ) 7 для которой 

х Ф Зп* (пгиип) , 
если Ж' с % и т ' 1 - ! Г 1 т ' ) 1 * ^ . 
Этот факт может быть сформулирован и следующим образом: хотя 

все элементы системы т"~ ( VI ) являются окрестностями точ­

ки .X пересечение /И» таких окрестностей уже не будет 

окрестностью X » 

Пусть ^0 - фундаментальная система окрестностей точ­

ки X , и пусть 

Жл = {& . С-е 20 и Г * {* <г > э В :• С В е О ? ) . 

Иэ сказанного выше следует, что I Ж^ I < •*<- , для всех 

Ь € >̂ 7 . но 

и * и ж* , 
и поэтому 

ми т 1Ж\ й 2. \ЖЬ\ , 
Ъ€10 "* 

и отсюда получится I 10 I & "Ж" 9 что в силу произволь­

ности *У) в самом деле дает нам 
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Следствие. Пусть 4 : ^ ^ д " ^ псевдооткры-

тое и бикомпактное отображение пространства Я на топологи­

ческое произведение Т, -пространств Я^ 1 где /А1«* *% 

и I Й Л I -Б 2. , для всех 0С € А . Тогда для любого Пф. » 
я Й 4 ь ^ € ^ ^ ^ существует точка .X € 4' (у~)? для кото-

рой х (", к > * '** ' 

Доказательство» В самом деле, пусть Д^ € К и 2 ^ -^ 

?6 / ^ для любого ос б /4 , Пусть далее \^ г Л^ ( Н^ \ 

\ { ЯЗ̂  } ) Сое € А ) , где # ^ обозначает проекцию на 

^ , Легко видеть, что ЛИ. * IА I, М> * «Н, и % « Ч ^ : Л € А ? 

удовлетворяют условиям теоремы 1, ведь пересечение Н* окрест­

ностей точки /у. из VI уже нигде не плотно в X Я • 

Из этого следствия легко выводится уже теорема Поспиши-

ла, если взять непрерывное и сюрективное отображение 

* : / ^ ^ ^ ^ Х ^ (^.{0,1}, \А\шЛм^ми) , 

которое существует, так как Ъ**** М4~ содержит плотное 

подмножество мощности ЛИ* 1 и которое замкнутое и бикомпакт­

ное. 

Для второй теоремы нам понадобятся две леммы. 

Лемма 1. Пусть 4 * Я —> Я # непрерывное и бикомпакт­

ное отображение пространства Я на К/ . Тогда существует 

такое эамжнутое подмножество 5 с: Я, 9 для которой сужение 

4 I 5 5 5 —• Я ' тоже сюрективно - но уже неприврдимо. 

Доказательство. Пусть ЗЯ - множество всех таких замк­

нутых подмножеств Р с К. , для которых 4 ( Р ) « Я' - Тог­

да Я € УУС Ф- 0 Ф Пусть { % } - некоторая 

цепь - по выключению - элементов множества Ъ& и Р =• 
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а Л { Р^ ? * Докажем,что Р С ЗЯС . В самом деде, Я*' 

замкнуто, и если *у» ш Я ' • то все множества вида Г'СуЛ^% 

Г\ Р^ являются непустыми и также образуют цепь; но отсюда 

в силу бикомпактности т*~ (гц.) получается 

д1Г*(у)п%,]~ Г * % ) л Г Ф Д , 

значит и Ц. 6 4 ( Р ) , итак -р С Р ) -» К ' * Применив Ф*~ 

перь лемму Куратовского-Цорна на систему З Й получится» 

что в 99Х содержится минимальное по включению множество 

5 • ч т о и требовалось, ведь легко видеть, что 4- явля* 

ется уже неприводимым на 5 , 

Лемма 2» При полуоткрытом и замкнутом отображении т* -ч К ~> 

—•> К,' канонически замкнутые множества переходят в канони­

чески замкнутые» 

Доказательство, Пусть Р ш Сг канонически замкну­

тое подмножество пространства К , О * %г# Р • Пусть 

$ (Р) « Р ' и Лг# Р*' -ж б-' • Нам надо показать, что 

Р ' с & . 

Рассмотрим поэтому любую точку ;& € Р' 9 где $(ос)**Х> 

и X € Р ., и пусть У - ьрозвольная окрестность %> * 

Тогда существует окрестность IX точки .X , для которой 

+* (и ) с V , Так как X € От , то И п & ф / , и 

из полуоткрытости "̂  вытекает 

Это значит, что любая окрестность V Э X пересекает 

(х ? то есть X С С ' $ чтр и требовалось. 

Основная идея доказательства следующей теоремы принадле­

жит Б. А. Ефимову, 

Теорема 2- Пусть ЛИ* Ш &'0 и 



| ; й —У Ъ"* 

замкнутое и бикомдактное отображение регулярного пространства 

Я на 4$м* т Тогда существует замкнутое подмножество Р с 

С К мощности ЛХ^Ь А44* такое, что для любой точки X 6 Р, 

Ъ(Х, К ) ^ ^ С * , Г ) ^ ^ • 

Доказательство. Прежде всего нам понадобится! понятие 

сГ -системы, введенное В.А. Ефимовым. Пусть X - некоторая 

точка пространства 5 . О^-системой точки .х в 5 на­

зывается произвольная система&санонических замкнутых подмно­

жеств пространства 5 ? удовлетворяющаяся следующим двум 

утверждениям: 

( 1 ) 2 € # «Ф X € 2 ) 

(11 ) если Ц - произвольная окрестность точки X , то 

существует 2 € ^ , для которого 2 С Ц . 

Наименьшее кардинальное число сГ -систем точки х в § 

называется с/"-характером точки X в 5 ,и обозначает­

ся через сГ ( X ^ 5 ) . 

Легко видеть, что в регулярном пространстве 5 всегда 

СГОС, 5 ) й % (X , 5 ) . В то же время, в ^ ^ ; сГСх,!)"*)* 
в К ^1 Т}*4*) * в самом деле, пусть 1? - с/" -система точ­

ки X из $****" мощности сГ(х, 2)***) • В силу результа­

та Б.А. Ефимова (см.12],Теорема 4) каждое канонически замкну­

тое подмножество ^"44*' является б ^ -множеством. Отсюда 

следует, что {X ? получается пересечением не больше чем 

I V I * # # * IК 1 «• <Г Г * ^ ^< 0*' ) открытых множеств, что в 

силу бикомпактности пространства 3)1 **" дает нам 3(,($<, 

^'ж•) * <гг<х, -р** > . 
Вернемся теперь к доказательству теоремы. В силу леа̂ шы 
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X существует замкнутое подмножество Р с К такое, что 

4(Р) « Д)*1* и *# I р уже неприводимое Очевидно, 

что 1 Р I $ IТ)"* I .» 44^1* *4#6» « Как мы заметили в § О , 

I | Р является полуоткрытым (и замкнутым) отображением и 

поэтому возможно воспользоваться леммой 2 в случае отображе­

ния 4 I Р I Р —•>> Р*** * канонически замкнутые под­

множества пространства Р переходят при 4 I Р в канони­

чески замкнутые., 

Докажем, что для любого Л т Р оГ -система % точ­

ки X в Р переходит при 4 1 Р в сГ -систему 44? )т 

* { * ( Л ) * А € *# | точки т* Сх ) в Ф 4"* , В самом 

деле, каждый элемент системы 4 С "У ) является канонически 

замкнутым и содержит точку 4 (X ) • Чтобы доказать ( а х ) 

на 4 ("$ ) % воэшем произвольную окрестность Ц, %точки 4(х) 

и такую, окрестность V точки X * что 4 ( V ) С Ц • 

Если теперь веять 2 . € *У так, что 2. с V 9 то 

*Г2) с * СУ) с а , 
что и требовалось* 

Из этих соображений сразу получается нижеследующее не­

равенство, для любого X € Р : 

%(*,&} ш% \(х,Г)й сГХх9Р)ё сГ(4(х),]>4Н') , 

итак утверждение теоремы имеет место* 

Если теперь снова рассматривать сюрективное отображение 

4 : /3 Ы^ —-• Ъ **** *** , то из Теоремы 2. сразу полу­

чается теорема По спи шил а в следующей форме: в /З-Ч^ содер­

жится замкнутое подмножество мощности ллф* ЛМ^ь АН» $ каж­

дая точка которого имеет характер ЛХ^ь 441- * 
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§ 2 . Главным результатом етохо §-а является следующая 

теорема, выражающая, что в Хаусдорфовом пространства "большой" 

мощности и не содержащем "иного" попарно диэьюнктнвх открытых 

множеств, "почти все" точки имеют "большой" характер (см. и 

Теорема 3» Дусть К - Хаусдорфово пространство, «Ч# 6 

Ф ЛИ* й О, ш ж предположим, что в Я не содержится-диа-

юнктная система открытых множеств, мощности больше чем ЛИ* . 

Тогда 

! { х : х т Я ч \ (х, Я ) * 2-7 I * 4ж^ь ̂  . 

Доказательство. Пусть { X е К ; Г̂ (Х9 %)&$.}**&, 

и предположим, что I 3 I > <€4б/1* Ср. » Начальное ординалл-

ное число мощности о. обозначается, черев с? • Тогда для 

любой точки х в 5 существует последовательность типа 

^ ; { Ц - у ; V < у } открытых окрестностей точки х 9 

все члены которой образуют базу окрестностей точки «X « 

Пусть ГАС , V ) - некоторая упорядоченная пара ординаль­

ных чисел /О, ., у> < у далее 

^С ( м.^)*{{х,^?еС5Д 4 : 11%.« а> - 0} • 
Ив Хаусдорфовости пространства К сразу следует, что 

С 5 1 2 * \и Т 

но когда ив I 3 I > лх^% <^ ж \ у х с # \ т с ^ , ъ си­

лу теоремы 39 ив Сб], получается существование парк 

и такого подмножества Н с 5 9 \ Н I -> Л4** ? что 

ИНД* с 7 ^ . , ^ , • 

Пусть теперь для любого «х 6 Н 
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Йа определений У (АА,0 0 г^ ) к Н сразу получается, что 

влечет 

что невозможно, ведь I Н I > 4М> • Полученное противоре­

чие завершает доказательство» 

Следствие, Для любого ми -Б # 0 * 

1{* е Р>Н^ : ^ Я - ^ ^ , / 5 4 ^ ^ Щълхрл44,1\<ех4Ъ Щ1>4и,. 

Другими словами: Не только для многих (как в теореме Поспиши-

ла), но и почти для всех .X € /1 Ы+ц, выполняется равенство 

АЩЬ % (•*>/* М ж , ) в Щ* ***> ** * 

Доказательство, Пусть >***" .ё ^ . (<А1ф> 444>* ) , и предполо­

жим, что «-е-*̂  »̂ -<- -2.4^ А-*^ ^ ^ - 0 из Теоремы 3 по­

лучается, что 

\{х€(Ш^:^(х^Н^) & 9-1 '-* ^ ^ * ЩьАх^ла, . 

Но отсюда уже сразу выводится наше утверждение, так как 

А>ЦЪ АХ^Ь А44» не может быть представлено в виде суммы 

ЛХ>р, ЛМ> меньших его кардинальных чисел, итак 

Ъ I { X .%(*, /3*4 )& а, }\<4*1ьЩ1'4И, . 

Этот результат сильнее чем теорема Поспишила, если предполо­

жить обобщенную континуум-гипотезу, и так обстоит дело и при 

некоторых других предположениях о функции лл>р> . Так на­

пример, если предположить 

ЛХ4Ь Й* - ЩЬ К, - й 1 И ЮЦЪ &%ш &%» Ахр, АХ4Ь &0 , 

(эти предположения являются совместными с обычными аксиомами 

теории множеств), то по следствию, 

, | { * в ' ( Я ^ ! цСхфНн^б .-V,31 й Щг «Ч, - К, , 
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значит, почти все точки иа /&N^> имеют характер 

,Ч2 - Щь <Цв . 

Все-таки, без какого-то дальнейшего предположения, нель­

зя улучшить этот результат в том виде, что "почти все точки 

ив $N^4, имеют характер лх^р, М4* ". В самом деле,со­

вместно и такое предположение, что для некоторых М» и М4, % 

<ЩЪ М> <ЛХ^ЪМ4- и АХ^1кЩЪМ>*>ЩЪЛХ4гМ4> . Но /ЪN+Н, 

содержит открыто-вамкнутое подмножество $N41, 1 как замы­

кание множества ПР^ С N^1^ } и в /ЗМ^ для всех 

ЮС^*Х^М,*ЩЪЛХ>р, АЧ. точек X 

%СХ,(ЬН^)* ?(СХ,№^)*Щ4Ь* >ОС{ЪМ4> . 

§ 3, Хорошо известно, что пространство (^^^^ стро­

ится» как множество У ( 1 /̂Н4, ) всех ултрафильтров в N4^, , 

базой топологии которого служит система множества вида 

А> СА) • {АЛ, в 7(Н^ ) х А в лл, } , 

всех А с N4^ • 

В дальнейшем точка из Д N л н , , соответствующая уль­

трафильтру лл, € У ^ N / И ^ ) обозначается через АА, 0 Так 

как А> С А) с /Ь С В) Фи-» А с В , очевидно, что для лю­

бого лл, б Ф С Н^ ) : 

ХСАА.) Ш % СА1 , /5/4^ ) • 

Поэтому, теорема Поспишил а соотв.Следствие Теоремы 3 выража­

ются следующим образом: 

!соотв. 

б) \{ие Т(Н^)11Х{ь9С(и)<4Щ1;и(г,л«.}\<и11*х41Л*. 

Функция» ур. (лл, ) введенную в § 0 также бовможно охарактери-



аовать посредством топологических свойств пространства Д / ^ . * 

4ь(4А,)»тиг{1А\: Ас: N ш , | Жт Ж ? (» ^(&У) * 

В самом деле, легко видеть, что 

А € 44, Ф—ш> 4% Ш Ж . 

Теорема 4. Для любого 44, € &* (И*^ ) \ К^, : 

ф, (Л4, ) < 0^(44,) 6 4*4* & (44,) . 

Доказательство, 

А) Пусть ф,(лл,)ш 44, & М в и Н 6 > и , 1 Н | * / и , • сис­

тема 44, (Н) » { А . ' А с Н , А € - а | является ультра­

фильтром в множестве Н • В самом деле, если А с Н и 

А * 44. С Н ) , то А -ф 46 , и поэтому ( НЛ)Н0 \ А ) € АА- , 

итак 

Нп(Ы^\А)ш И\А€АА,шфИ\А € АС (Н) . 

Далее очевидно, что все элементы 44. (Н) имеют мощность 

.41* • Если & - баэа ультрафильтра АА, , то, легко видеть,что 

Ау п АЛ (Н ) есть база 44, (Н ) •, покажем, что уже ^С44 (Н ))> 

> 44, . 

Цусть Аь С 4Л, (Н)7 \М, I ш 44, и упорадочим все 

элементы системы Ж* в последовательность 

Ле, ш <А^ - (а, < <# I , 

где ср - начальное ординальное число мощности 44. • 

Трансфинитной индукцией определим две последовательности 

4*1* 1 (А* <- ф \ и 1̂Лб«- % &** *• V ? следующим образом: 

пусть Хр% *фь 6 А, к Хр + 'У-* • 

Если уже для некоторого 44, < Ср все элементы Х^ 
ш 4&? (^ < (и ) уж© определены, возьмем множество 
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которое имеет мощность АЬ , так как IА^ \ т ль * I (О, I • 

*АЛ, соотв. *ф0/"> определяются тогда как.ДВА произволь­

ных различных элемента этого множества. 

Пусть теперь А » { Х^ * (СС < С^ } $ тогда 

Поэтому, по нашей конструкции, для каждого А^, в -4ь : 

А«и. Ф А и Л ф Н ч ^ . 
Но или А . или Н \ А принадлежит М (Н ) 7 итак 

система А не может быть базой ул трафил ьтра АА, ( Н) , что 

докажет нам неравенство 

/И- « «Я- (м.) < х ('и-' # 

В) Покажем, что АА, (Н ) является базой ултрафильтра М • 

Так как I М ( Н ) I -* ЯХ^ЬАЬ т &с/Ъ ^Ь (м ) ; отсюда получает­

ся, второе неравенство. 

В самом деле, пусть А € АА, ? тогда и А г\ Н € М, $ 

значит А э Д л Н в М (Н ) , что и требовалось. 

Из Теоремы 4 сразу вытекает следующее интересное 

Следствие. Для любого /Й4- & Н в , множество точек 

из (Ь Ы^н, с характером & мх^ь Н # содержит открытое, 

всюду плотное в /^^АН- подмножество. 

Доказательство. Пусть 

М ш и {X * А с Ыш, \А\ & Ав 1 . 

Из Теоремы 4 дается, что для любого м с М ? 

М является открытым множеством, так как А - открыто-

замкнуто, если А с N^1^ * 

Наконец, для любого множества базы вида /Ь (А ) су-



шествует не более чем счетное подмножество А с А $ -• тог­

да 4> (А') ж А' с >Ь (А ) ., итак М в самом дел* 

всюду плоти© в /ЗМ*^ * 

Интересно сравнить этот результат со следствие* Теорем» 

3. Хотя последнее вафажает, что почти все - в смлсле теории 

множеств - точки ив (IН*^ имеют большой характер, все-

таки в смысле топологии очень мало таких точек; их множество 

нигде не плотно. 

другое интересное и непосредственное следствие Теоремы 

4, что - при предположении обобщенной континуум-гипотезы-

^ ( ^ ) * ^ ^ X (*А) » &ЦЪ О. , итак в этом случае каж­

дая точка X € (1> НАН. N Нурн, имеет характер вида 

АХ^Ь <̂ . > где &с & а. & Л44» » Следующая теорема 

дает нам точное число точек из /3 Н^ с характером 

лхф, у, : 

Теорема 5. Если предположить обобщенную* континуум-гипо­

тезу, то для любого Й0 & &. ^ Л44- у 

1{Х€(1Ы^*х(х,/1Ы^)жЛ4&фП-^*'^*Ф9' ' 

Доказательство. Очевидно, что это равенство эквивалент­

но следующему: 

\{и,€ (?(Н^)\&(и)*с^Ъ\ * **? *Щ ***> Ъ • 

Очевидно, что последнее множество ултрафильтров имеет мощность 
Ф 

не больше чем М4> • ЮС^Ь АХ{1> О, , и по теореме По спи шил а 

.& ЯЛАъ 4Х^Ь а . . Поэтому достаточно показать, что его 

МОЩНОСТЬ & *4*4* * 

Пусть Л44" - наименьшее такое кардинальное число, что 
4И, « Ж. 444*. § где | А \ ж А41>* и А*Ь, < Л44> при 

«СсА <* * *- ' 
& € А . Так, если 444 • ^ то А4и* ж / ^ . ^ • 



Пусть далее 444* ш Н^^ ^ • 

Хорошо известно (см.напр. 163), что О < 444»** влечет 

А*?* А44> И Л44>* * (р. & АЩ, влечет 444?т 444?» Щ*> 4** * 

Поэтому для ^, < 444» наш утверждение тривиально выпол­

няется, так как -тщ представило в виде 

где \ АI ш 4И> и при «С, ее'€. А , вС Ф- *С : 

«С л < " - /Г . 
По теореме По спи шил а, в любом множестве Н' существует 

ультрафильтр АЛ^ с ^ ^Ц^ ) » 4&/1 у. * Как было по­

казано в доказательстве Теоремы 4, каждое АМ^ порождает в 

^-** ултрафшьтр 41% , для которого очевидно ^(^с)-» 

; 4 | ^ €. * Легко видеть, что при <зО Ф оС * ЛА*^ Ф АА%, *• 

йуеть теле©* 444** ш у. & 444* . По одной теореме 

Таре**го **1Ь)% существует такая система /ь подмножеств 

Н«* * ч т ® ' * ' ж '***-* ш 4 - ^ '***" > М € * аяеч#г 

} Н I ш /И4> и * - почти дисышктно, т . е . Н , Н € /^ 

и Н Ф Н ' влекут 1Н л Н Ч < / { 4 * # ДЛЯ любого Н € 

6 4» и «К € Н возьмем некоторое множество А^ мощ­

ности & 7 так что все эти множества являются попарно пере­

секающимися. 

Пусть 

М^-.М А* « м«-,5г. ** • 
Легко виде**, ч*# I М ^ I « * # * к / М м / • ^ • 

Воеьмем для всех Н € ф систему 4%ц подмножеств 

5 С М й , ?т 5 С •«ЙЦ̂  тогда и только тогда, если * 

.. К * « * « Н , 1АМ\ 3'1 • ?}1< **>* • 



Легко видеть, что система АЬц - центрирована, и поэтому 

существует ултрафильтр 1^ э 4&н в М м . Пусть те­

перь ЛЛ*щ ултрафильтр, порожденный посредством 1^ # Так 

как каждое подмножество М н дополнение которого имеет 

можность меньше чем о очевидно принадлежит Аьц , 

^ С г ^ ) - -^ С-*,, ) - <"; , 

для всех Н € >$ # Нам нужно еще докааать, что Н^ 4» Н, 

влечет ХСН 4- 44-н • Но в самом деле, Мн.- * 

€ ^ н * и ^а € "^Н* * и по определению 

не является элементом ни ^ # . , ни <<*б̂  , так как очевид­

но 

Ми, N М^ п МНз € Му^ с м,н^ , 

соотв. 
МН N М,ц О И М д € МНж С АСЫЖ . 

Но отсюда Ми ф *44>и- ., аначит .44-^ * ^4^" • 

Наконец мы поставим некоторые проблемы: 

Проблема 1, Возможно ли дожевать теоремы Поспишила или 

по крайней мере существование ултрафильтра в А/**, харак­

тера ЛЦЪ <ЛМ* ^ чисто теорет и ко- множественными средствами? 

Проблема 2« Верно ли, что ив 4% (АЛ, ) т /т> следует 

^ С/СС )ш ЩЬАМ') независимо от какой-то гипотезы о функции 

М^Ь ? 

Проблема 3, Выполняется ли неравенство 

К.Х : % (*,(ЬМА "ХЩЪ*. \ I < лх&ЩЪ -*« I 

также независимо от континуум-гипотезы? 

Проблема 4. Остается ли верным утверждение Теоремы 5 

бее предположения обобщенной континуум-гипотевы? 
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