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СоттепиЗДолеа Ма1 пета И с а е Ш±уетвИаЪ1& СвгоИпеа 

9 , 4 (1968) 

О ТЕОРЕМЕ ФУБИНИ ДЛЯ ИНТЕГРАЛА РИМАНА В КОНСТРУКТИВНОЙ 

МАТЕМАТИКЕ 

О* ДЕМУТ, Прага 
(О* ШШЛШ^РгаЬв ) 

В классической математике имеет место для интеграла 

Римана следующий аналог теоремм Фубини из теории интеграла 

Лебега: 

Пусть М/ и Л натуральные числа а т* ограниченная 

действительная, функция М< + Л переменных, которая» опре

делена в каждой точке ( Яъ + Л )-мерного единичного куба и 

интегрируема по Риману на этом кубе* Тогда для почти всех 

точек ( о с * г . . ? ос^) А> -мерного единичного куба функция 

^ < < г - - > < * 4 , ^ ; - - ; % } & яеремвннмх, ^ , — , % ^ инте

грируема по Риману на 4 «-мерном единичном кубе* 

В настоящей заметке показано, что в конструктивной 

математике такое утверждение неверно* В этой связи интерес» 

но заметить, что для конструктивного интеграла Лебега тео

рема Фубини верна (смЛЗЗ). 

В заметке пользуемся определениями и результатами ра

бот [1) - и з . 

Для любых нормального алгорифма ([13) *У1 и слова Р 

через ! ^ и Р^ обозначим: алгорифм *0С применим к 

Р - а череэ с&Ср такой нормальный алгорифм, что для 

любого слова С* втолят^\'Ш^тР^^т!^|т^^В^С^^Р^тЛэ 

<а. р<2, ж^й а^ . 
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Натуральными числами (НЧ) будем называть положитель

ные целые числа а конструктивными действительными числами 

(КДЧ) - вещественные дуплексы (см.121,стр.77). Буквы #> 9 

<П % л ъ будут служить переменными для НЧ а буквы 

X, <ы-., X переменными для КДЧ. Арифметическими алгорифма

ми будем называть нормальные алгорифмы, которые перераба

тывают любое НЧ, к которому применимы, опять в НЧ. Скажем, 

что арифметические алгорифмы. ЗД и <& арифметически эк

вивалентны, если выполнено \̂ п> СС К ФС^<ъл -а [ Ф^т^ > & 

& С? <*,./»,, э «^лг, * &и"1и » . 

Последовательностями НЧ будем навывать арифметичес

кие алгорифмы применимые к любому НЧ. 

Пусть <тп, - натуральное число, т - точками будут сло

ва вида Х -̂ОХ^О •••а**,** (сокращенное обозначение ^т,)х )» 

где все х^ (1 -Ьф 4 /яг) КДЧ из сегмента О д 1 ; а гт -

сегментами слова вида 

(0) х*дх*ах*дх*о. . . о ^ д ^ , 

где х ' , X* - Кда ив О д ^ такие, что X,. < *х. 

( 1 4 зР -* /гп) . Выражение © будет использоваться в 

качестве переменной для /#г -сегментов вида ( 0 ) . Построены 

нормальные алгорифмы т>^ и I I такие, что для лю

бого ( ^ Э имеет место ^ ( т ) ® ) ^ , / ? ? * * (*1 ~ *1 ) > 

|<«*>©| -^ ТГ (х? - х^ ) . Посредством С*°К будем обо-

эначать /иг -сегмент 0--Н О--. О 0,д 4 • *т -ФУНКЦИЯМИ 6У-

дем называть конструктивные функции <т действительных 

перемененных, определенные н а ' ^ К • 

Определение: Пусть т НЧ а $ /т. -функция. Ска

жем, что *"**«(- интегрируема по Риману (на (/т> К ), 



если существует последовательность НЧ { ^ ? ^ т а к а я 1 ч т о д^ля 

всяких НЧ /п , систем неперекрывающихся /тп сегментов 

(*&*{?, {еш}в*>*1*\ и систем т -точек 1 ^ х * * # * , 

1<»1)яй# 1*1 для которых объединением каждой из этих сие-

тем тх -сегментов является 1т>К и выполнено VI;$ (А&'Е^ 

&1%.л(=ъ$лхэ^с^'Ысп'ег*&-^с^е**) < ^ ) » 

имеет место 

1^**ч о"»***). \^&<*\т- $<ти (<~>ха*)- \(т*9А'^ \<к • 
Обозначение: Пусть т НЧ%

 <тЧ <т -функция, К НЧ 
а {̂ ._ ?~ возрастающая последовательность НЧ. Тогда посред-

ством К ^ С ^ 5 - ? , {^\^7 К ) обозначим высказывание: 

Для всякой лп -точки (/т,}х выполнено \*тЦ Сг<т>х ) I ^ К и 

для произвольных НЧ /П и системы неперекрывающихся /т -сег

ментов {ст,) &*$лт<1 таких, 

что для всякого НЧ ^ ; и ^ /6, )^ССт}&* )<ТЦ И 

существуют пя -точки ш\*>9 к^х*'* ^ Ст)Э^, для 

которых \<**4(*т*Х*'*)~<щ**С(т'хй>*)1 > Ъ 1 

имеет место 21 Н ^ Э * I < п% 

Результат, опубликованный а {4}, можно перенести на 

/ИХ -мерный случай: 

Теореме 1» Пусть щъ натуральное число. <т -функция 

{Щ$ интегрируема по Рилану тогда к только тогда, когда су

ществуют НЧ К и возрастающая последовательность НЧ {% } 
(9% *Ъ 

такие, что имеет место К.^ С
<<т
 *Р 7 Ч &„, \т * &) • 

При помощи несложных рассуждений можно доказать: 

Лемма. Пусть А , и Л натуральные числа,* **•? ин

тегрируемая ло Риману (М+ Л) -функция а <^ ЛЬ -функ

ция такие, что для всякой Ль -точки с
~х, Л -функция 
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" < * * / * ^ интегрируема по Лебегу (131) и **\,ССЮХ ) 

еначение интеграла Лебега от этой Л -функции на и> К . 

Тогда А-функция * о, интегрируема по Риману. При э-

том если для НЧ К и возрастающей последовательности НЧ 

^т^З*» имеет место Я ^ С * * * 1 ^ , ^ } » . , К) , то выполнено 

Теорема 2« Существует интегрируемая по Риману 3-функ-

ция 3'*Р такая, что для всякого КДЧ х ив сегмента 

О & А Е-функция ^*и н в является интегрируемой 

по Риману» 

Доказательство, Пусть {^^1^ последовательность НЧ 

такая, что У*г (4^ • Ъ (Ъ* + А )) . 

Для всякой четверки НЧ /п,Н,^, /*> , где А * Н 4.2^4-

4- ^ А ^ - ^ ^ / П , определим 2-функцию *ъ*ы + т а к » ч т о 

для всяких КДЧ .х и ^ выполнено 

Имеем 0 ^ < а 1ь . . ^ -А— и

 <г}Н„ ^Л . очевидно рав-

номерно непрерывная 2-функцил отличная от нулевой функции 
М.-2 Яо, 0.4, + А ,0<%>*.4 4 

только внутри сегментов р ^ д | % о ^ ; 4 -д С-^Рт' + 5 ^ ^ > ; 

где 2" (1*-2) *& < 2 *~*(Г - А ) . Для всякого такого 

^ и для любого КДЧ х и8 сегмента ™Л*~ -^ "~5^?" 

колебание 1-функции ( * а ^ л ^ ^ )*„ на сегменте 

-Д^ д УД1 равно -т^[ . Сумма длин всех таких 



сегментов равна *рг 

Пусть У точное дизъюнктное сегментное рациональ
но л 

ное покрытие 1-сегмента "Тоя" ^ ' такое, что 

\ / ^ С Х | ^ 1 п < т|-г ) (см. [ 2 ] , с т р . 4 6 9 ) . Построим послед 

довательности 1-функций {<па> ? и НЧ { Л ?, : Пуст?? 

"Ь натуральное число и {а,.&Аг.1. система неперекрй** 

веющихся 1-сегментов такая, что 

а) для всякого НЧ $>, 4 4 д* & /с р сегмент &>л Д ^ 

не перекрывается ни с одним из первых ^ + 1 сегментов 

ПОКРЫТИЯ У - Чл9Чг9..., У^ И 

б) объединением 1-сегментов а,л А ^ , Ли ^ ^ * ••* 

...1%&&Ь9 ^п--' Ч*+л является сегмент ^ д 1, 

Положим СО *=* ̂  ( -^ - О̂  > . Тогда выполнено 4 -4- ^ § < 0 < 

< у + ШГ * в качестве /̂  возьмем наименьшее НЧ и? 

такое, что * -* .>Ь & ^ «г И - -Дт-,)- >>П6П С Ли - а*? ) - Опре-

делим 1-функцию " ^ т а *Ч что для всякого КдЧ * и~ 

меет место 

Равномерно непрерывная 1-функция *'*а* равна нулевой 

функции на каждом из 1-сегментов О д ^ - , %, ^ а - , " > ^ * 1 ' 

Значение интеграла Римаяа от <А^а, на сегменте ОлЛ 

равно 4 « 

Пусть VI и о ^ нормальные алгорифмы такие, что 



1) для всякого НЧ /гг алгорифм Ш „ является а-
/71' С* 

рифь/.етическим, 

2) для любых арифметического алхорифма ЧЛ и НЧ яп, 

существует НЧ ^ъ такое, что /тп> < ^ь и алгорифмы *Ф1 

и ^^а арифметически эквивалентны и 

3) для всяких НЧ М7 Л и /т алгорифм п9* приме

ним к Я&аЛа'гп и имеет место /&иМ, а I а ^ "$: Л & 

АС^Яга 1ат,^ л Л э<&иМ,а2>а'т + АЛ х А) А 

8с(3«1 (<&иМ,а1а<ъЛ хЛ)з (\^и1а1л А 

& V^ 11*0- & Л э 11ЛиМаэ>л ))) • 

Нормальные алгорифмы с такими свойствами можно построить 

способом описанным в 1219 стр.305 и Зу?. 

Пусть { А^ \^ последовательность НЧ. Тогда, как сле

дует иэ свойств алгорифма *Ж , для всяких КДЧ х из 1-

сегмента О Д 1 и НЧ / п существует НЧ ^г такое, что 

Перейдем к постройке 3-функции <$*4 # Пусть Л, </г> 

и *6 НЧ. Определим 3-функцию "^.€,л,* так, что 

1) если выполнено (<р> < Л V пР^Ла^ъа^ ф. А V (1 < ± э 

Э ^ЛараЬ - 1 , X А ) ) , то < э ^ , ^ ^ является нулевой 

и 

2) если имеет место СЛ < ^ь А А < ^ А '$^Лй1ъи1 - ^ з^.Л& 

А п^^Ла^га^ х Л ) , положим & ^ . | ~ 2 # ^ о ^ . и 

а) в случае, что (ТЛ^ар^ < 2^^3.2 *~* СТЛ^ац^!)^^) 9 

**де 
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Ра? Зт(1&х'<11&.'С *гЬ.е&ита1га-Ь-^ жЛчъ<Л& 

то < 3 '^,^» * нулевая функция и 

б) в случае, что 2 * * ЭД^о^-4* 3.2»А-т Я , опре

делим 3-функцию < 3 > ^ , ^ , * так, чтобы для всяких КДЧ х, 

v и ^ имело место 

<\^^а^а^)в<\гс^вр,.^^,^а^-<% С х > • 

В и д и м , ч т о <г)Гт?49* ~\ неотрицательная равномерно не-

прерывная 3-функция ограниченная сверху числом г ^ г г ; ко

торая обращается в ноль в 3-точках непринадлежащих 3-сегмен-

ту О А 1 О С1 - ~рг )&(4-4&)п0д/1 . Кроме того 

имеет место 

Заметим, что для всяких НЧ Л^% Лг, 4Ъ} ̂  , Ь^ , "^ 

где ^ + ̂  4 *; * * . , в каадой из пар < , , - Р / < ( ^ , ^ » 

' % , * . ** " ° ^ . < - . * 1 >"'*'*,*,*, по крайней мере од-

на и а 3-функций является нулевой. 

Иэ выше сказанного следует, что лля всяких ЯЧ Л и уъ 

ряд 3-функций 21 "^\е,л $ всюду сходится» 3-функцию, 

которая является суммой этого ряда, обозначим ^М§и * 

Выполнено ( | V < ^ ^ < \ ^ в О ) А ( ^ « ^ ^ ^ ш ^ , < * * 

Отсюда вытекает, что для всякого КЧ X равномерно 
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сходится ряд 3-функций X $г,ф, • Сумму этого ря

да обоаначим черев *г̂  • Имеет место 

О* <$Ч€4 ^^^^х,((^^Л-^У^^^)э<ъ\(хпп^0Х)ш О) . 

Сумму равномерно сходящегося ряда 3-функций 2 <ш*$1 
<*>х обоаначим через т • 

Вез особых трудностей можно убедиться в том, что вшол-

нено К3 (<%Н,{11^^, 2) . 

Пусть х КДЧ из сегмента О Д Л * Докажем, что 

2-функция ^ л а неинтегрируема по Риману. 

Имеем 0 -* "СЭ>*^%ха 4* 2 . Предположим, что 2-функ-

ция < э 1 ^ 0 интегрируема по Риману. Тогда на основании 

теоремы 1 энаем, что существует возрастающая последователь

ность НЧ 1 % ^ ^ такая, что выполнено 

(1) Ка С<*4,0, (гь.}„,2) . 

Пусть { щ ?^ последовательность обладающая такими 

свойствами. Для всякого НЧ т, положим 6^ *=* Ъ2т,+г • 

Для последовательности { 6^1^ существует НЧ ^ такое, что 

имеет место УпЦТА^ат^ &С'п,ш4эШиЛа*11т в4)&(1<пг э 

эУС^Ла^ш 0 ^ - ^лм)).Как знаем, существует НЧ {I такое, 

что в 1 т о л н е н о А < ^ * / 2 * ^ ^ -

Из способа определения 3-функции ***•? и выше сказанно

го следует, что существуют НЧ -Ц ъ и Ьл ,для которых и-

меет место иЪ9*гъиъ*{ъЬС**Ьл эъ* Л)* ^Лафаг-^фЛ 

% = ,2? ЧЯ^уа^ и 2-4умкция ^т^^^^рдьяа мг 2-сегменте 



( 1 - -р^г) А (1- ±) и0&4 2-функции <»>н 

и обращается в ноль в других точках. 

Ввиду этого и (1) имеем 

Иа определения 3-функции ****?,<&, ** следует, что 

для всяких КДЧ <ц, и х выполнено 

Напомним, что значение интеграла от с^ на 0 ^ 1 

равно 1 . Ввиду этого, (2) и леммы получаем 

Как знаем для всякого ЦЧ ̂ , 2^"* (2*-2.)4?< 2^'% - (2*-1) . 

колебание 1-функции С ^ , ^ ^ 0 ^ Л ^ , * , **. >*о н а 

1-сегменте Л^ А -*&-~^ равно т^рГ^Г и, следова-
2 * * 2 ^ 

1 
тельно, больше щпр.+%- . Длина каждого иэ этих сегментов 

равна - ^ , что меньше ЧШ ^ ^ % • СУММА Я*** всех а-

тих сегментов равна -Х- | что болыие ^ А ^ .ТАКИМ офэа-

зом,(3) не можех иметь месте к ми яришли на основании прт~ 

псшажении, что 2.-Функци* 5 ? 5 : ? ^ ^тегри^ема по РИшшу,* 

противоречил. 
Л и 1 » е р а т у Р

а 
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