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10, 4 (1969)

OBER DIE KOHOMOLOGIE BERECHENBARER FRECHET GARBEN

Helmut ROHRL , San Diego x)

In [4] beschreibt A. Grothendieck eine auf A.
Weil [8] zurﬁckgehende Methode zur Berechnung von Ko-
mologiegruppen von Garben wie folgt. Es sei X ein
pearakompakter topologischer Raum, U eine lokal-end-
liche offene Uberdeckung von X und ¢ eine Familie
von Tréagern auf X . Es sei ferner # eine Garbe von
abelschen Gruppen iber X und

A*: A0 Ly g1 4y .,
eine Auflosung von % .
cX (U, AY: e, 4™ L cf ot 4L

bezeichne den Y-Kokettenkomplex von A" mit Tragern
in ¢ (zur Definition siehe [2],8.205, und die Bemer-
kung anschliessend an die Definition) und

G (X, A%): G (X, A0Sy 13 (X, A1) Ly ...

den zur Auflgsung A* gehorigen Schnittkomplex. Es
sei E,Z die Untergruppe von
-1 -q
Cp (U, A% Dx ... x ¥, )
deren Elemente 4 = (w"'", veey w®) den Bedingun-

x) Research sponsored by the Air Force Office of Scien-

tific Research,0ffice of Aerospace Research,United Sta-
tes Air Force, under AFOSR Gragt AP-AFOSR 68-1572.
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gen
Tw¥ "= Z-f~1
w dw , 1%2p £g-1
genigen. Man rechnet leicht nach, dass zu jedem derar-

tigen Element w = ('w-*"1, ceny w°) sowohl genau ein

b4

Element w (w) € ZzCl} (X, A*)) als auch gensu ein

Element v'(wr) € Z% (W, F) existieren, fir welche

uw ) =dw®? yna dv ) = Tw®
gelten; hier bezeichnen o} [3(X,A%) —> C} (X, A% )

und d : C%’, (n,7) — Cg (®, A°) die naheliegen-

den Homomorphismen. Das heisst, man erhalt ein Diagramm

w
2y
B, A%y R, f)

Der zentrale Satz in [41 lautet dann wie folgt

Satz 1: Es sei X ein parakompakter topologischer
Raum, ¥ eine Garbe von abelschen Gruppen uber X und
A* eine Auflosung von F. Es sel ferner @ eine na-
tirliche Zahl derart, dass es fur jedes x € X und
fir jede Umgebung L von X eine Umgebung V von X,

welche 1l enthalt, so gibt, dass die kanonischen Ab-
bildungen

(1) H™GW,AFN —HMGV,A%), 1€pn &g,

gleich der Nullabbildung sind. Dann gibt es beliebig
feine, lokal-endliche offene Uberdeckungen % wvon X s




flir welche die Abbildungaw: EZ-——)Z‘(% (X, A*%))

surjektiv ist. Fir eine derartige Uberdeckung lasst
sich des weiteren eine lokal=endliche offene Verfeine-

rung %) finden derart, dass jedes w e EZ mit
w (w) e B¥ Cf} (X, A%)) unter der Komposition
' 2 2
E%—a HQ (U, F)— HQ ¥, F)
in die Null ubergeht. Folglich lasst sich die resultie-
rende Abbildung
H* (G (X, A¥N— WG (X, &)
durch H% (9, %) faktorisieren.
Beweig: Der elementare Beweis, welcher in [4]
nicht gegeben ist, soll der Vollstandigkeit halber hier
gefuhrt werden. Dazu benotigen wir die nachstehende

Konstruktion. Es sei % = {V;} eine lokal-

iel
endliche offene Uberdeckung von X . Nach dem Schrump-

fungssatz gibt es eine offene Uberdeckung M= {V.i; o1

von X derart, dass V; c V, gilt fir jedes i € L.
Nun lasst sich fir jedes X € X eine offene Umgebung

u

x 80 bestimmen, dass

(1) x e V; (vaw.x € V; ) impliziert
u,c V; (bzwe U, © V; ),
(11) U, A V; + £ impliziert Uy € v, .
Zu Jedem U, gibt es eilne offene Umgebung V, von X,
fur welche (1) statthat. Da X parakompakt ist, gibt
es eine lokal-endliche Verfeinerung %)’= {V;}
=~ 4uU,3

3"‘3 von

xex *Ist T:J— X eine Verfeinerungsab-
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bildung, so ist (1) offenbar erfillt fir V = V; und

u = U,,zc,_) .

Nun zum Beweis der ersten Behauptung! Es sei '){)°
eine lokal-endliche offene Uberdeckung von X und w %

ein Element von z“(r&, (X, R*)) , d.h. ein E=-

lement von [3 (X, R%) = C; (ve, A%) mit

dw¥®= 0. Nehmen wir an, wir hitten induktiv eine
lokal-endliche Verfeinerung %™ von ’290 und Elemen-
te

Wﬁrf’e cg"’(op‘f‘a7 'A‘g-ﬁ) ’ = 0: BN (A
so konstruiert, dass
(2) Swi? = dw® ' p=0,..,n-1,
gilt. Da Jd° und d vertauschbar sind, ergibt sich

(3) d(SwiP) =0 .

Wir bilden nun nach dem oben angegebenen Verfahren die
+1
Verfeinerung 79"5 = (')Qﬁ")' von %™ . Unter einer
Verfeinerungsabbildung gehen die Elemente ,w,s,-fa- in
—g- -, g-
Elemente W e Cg (19 ’+,.ﬂg ™) y, f=0,..0 n, ,

tber, fur welche wiederum (2) und damit (3) erfullt
ist. In der obigen Bezeichungsweise gibt es zu jedem

1 1

fv, =Simplex Vz'* in des Nervs von 791%’ ein
(-]

U, , welches dieses Simplex enthalt. Die Bedingung

(11). hat dann zur Folge, dass LU, in einem f1,~Simp-
lex des Nervs von ')p”‘ enthalten ist. Dies besagt,

asss (S ™ )7-0,_,"% durch Beschrankung eines Ele~
°




ments von zi'ﬁ(r}, (u, , A%*¥))  erhalten werden
eq A
kann und damit wegen (1) von der Form dw¥ | ;

3'" ete "flr.,
ist; hierbei ist w;;ﬂ’;ﬂa ein geeignetes Ele-
ment von I3 (vt AL """ ) | Nach endlich

Yo Fn, ?

vielen Schritten erhalt man schliesslich ein Element
w e E;’L nit w(w) = w% .

Die zweite Behauptung ergibt sich in ahnlicher
Weise. Gilt ndmlich w(w-) € B* (M5 (X, A*)) ,

_ g1 )
d.h. gibt es ein Element w* € (3 (X, A27")  nit

— a1
s (w)=diw%") so konstruiert man wie oben zu einer

geeigneten Verfeinerung %) der gegebenen Uberdeckung
U, Elemente

‘.1-4-79-'4'5 cg_2(QO’ ﬂg-p) , n = 4, ooy Q: >
derart, dass dle Bedingungen
() w’=ow° und w¥ JHE d,wg‘—ﬁ-: f= 100,91

erfullt sind; hierbei wurden die Bilder der ursprﬁngli-
chen Komponenten «w %™ von w unter der Verfeine-
rungsabbildung cg"c'vc,ﬂ"")——rcg"('zp,ﬂ,"”’) wie-
derun mit w2 ™ bvezeichnet. Da

dv (w) = Cw’= otw°- Fw°)
und wegen (4) weiterhin
d - Iw°) = dw'~ ddw’= Fw'- dw®) = dw'=0
gilt, hat man endlich fUr ein geeignetes Element

We cf;"cw, F)
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dv(w) =dw' Fw°) = A&’ = ddi*°

wonit dle zweite Behauptung erwiesen ist.

Die abschliessend angegebene Faktorisierung ist
eine triviale Folgerung der vorangehenden Feststellun-
gen.

Fur den Rest dieser Arbeit beschranken wir uns
auf Garben & , welche $ -berechenbar bis zu einem ge-
gebenen Grade ¢ sind. Hierunter verstehen wir mit A.
Grothendieck [4] die Eigenschaft, dass es fur Jjeden
Punkt X von X und fur jede offene Umgebung U von x
eine Umgebung V c U von x gibt, fur welche die

naturlichen Homomorphismen
Hy (W, F)— HE (V, %), d2p 2q ,
die Nullmorphismen sind. Wir erganzen diese Definition,
indem wir jede Garbe als berechenbar bis zum Grade 0
ansehen. Fur derartige Garben hat man (siehe L4], Coro-
llaire 2, und [2], Chap.II,Theoreme 5.10.1) den
Satz 2: Es sei X ein parakompakter topologischer
Reum und F eine Garbe von abelschen Gruppen uber X s
welche & ;berechenbar bis zum Grade g 1ist. Dann gibt
es beliebig feine, lokal-endliche Uberdeckungen U von
X derart, dass fur eine geeignete lokal-endliche Ver—

feinerung %) von U der kanonische Homomorphismus
H% (U, 7)— Hz (X,%F) einen Isomorphismus des
Kobildes von H% (%L, #) — H% (n, #) auf

H3 (X, F) inaustert.
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Beweis: Wahlen wir fir A* die Standard Auflo-

sung €*¥(X,F) von ¥ (siehe [2],5.167), so ist die
Berechenbarkeit von F bis zum Grade '3 aquivalent
mit der Voraussetzung (1) von Satz 1, weshalb die Aus~
sage dieses Satzes anwendbar witd. Fur welke Garben A"
ist jedoch der Kokettenkomplex C’g, (U, A™) exakt

(siehe [2], Chap.II,Theoreme 5.2.3). Somit ist die Ab~
bildung v : EX —> 295, (w, F) surjektiv und ein

einfaches Diagrammargument fuhrt zur Aussage von Satz
24

Mit Hilfe dieses Satzes leitet Grothendieck be-
kannte Endlichkeitsaussagen uber die Kohomologie ana-
lytisch-koharenter Garben uber kompakten komplexen
Raumen her. Wir wollen Satz 2 benutzen, um ein Ergeb~-
nis von Y.T. Siu [6] auf Fréchet Garben zu verallgemei-
nern. Dabei versteht man unter einer Fréchet Garbe ei-
ne Garbe # von reellen Vektorraumen uber dem topolo-
gischen Raume X derart, dass fur jede offene Teil-
menge Ll von X der Vektorraum F(U) die Struktur
eines reellen Fréchet Raumes besitzt und dass fur Jje-
de Inklusion W' c¢ U  der Homomorphismus F(U)—>
— F(U’) stetig ist. Wir interessieren uns fur die
algebraische Dimension dim,, H?&, (X, %) der

reellen Vektorraume H% (X, &) . Nennen wir die Fami~

lie ¢ von Tragern abgeschlossen gegeniiber abzahlba=
ren Vereinigungen, falls es zu jeder FolgefA,} s N
in $ ein Element A € § mitUA c A gibt, so gilt

- A1 o



Satz 3: Es sei X ein lokal kompakter, im Un~
endlichen abzahlbarer topologischer Raum, @ eine Fa.
milie von Tragern auf X , welche gegeniiber abzahlba~
ren Vereinigungen abgeschlossen ist, und § eine Fré-
chet Garbe ber X, welche & -berechenbar bis zum

Grade g 1ist. Dann gilt dim H} (X, ) #+ X, -

Beweis: Fur die in Satz 2 auftretenden lokal=-
endlichen, und damit abzdhlbaren, Uberdeckungen U
und %) von X bilden wir Kokettengruppen

L, Fr=Trw o &) ua CMY,F) - TICY,

1.0...;”) .

eeedpy?

Da ¥ eine Fréchet Garbe ist, tragt jeder Faktor die-

- ser Produkte die Struktur eines Fréchet Raumes. Die e-
ben erwshnten kokettengmppen sind damn als abzahlbare
Produkte von Fréchet Raumen wiederum Fréchet Raume.

Die getroffene Voraussetzung uber $ hat zur Folge,dass
sowohl Cg (U ,F) als auch Cg (%), ) ein abge-

schlossener Unterraum von C™(%, %) bzw. C”('IO, F)

und damit selbst ein Fréchet Raum ist. Man uberzeugt
sich leicht, dass sowohl die Korander

I Chan, 71— 5T, F) anad” P, FI— O (W), F)

als auch die durch eine gegebene Verfeinerungsabbil-

dung von M nach ’)0 induzierten Homomorphismen
chu, 7 — g9, )
stetig ist. Da der Kern eines stetigen Homomorphismus

gwischen Fréchet Raumen in der induzierten Topologie

éin Fréchet Raum ist, tragen auch die Kozyklergruppen
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Zg (%,F) und Zg (%), £) 1in kanonischer Weise
eine Fréchet Struktur. Die induzierten Homomorphismen
-1 4
A, ;) — 2, ) una ¢F 0, F)— 25 (9, F)
bzw. 2
X Yy
Z@ (U, ) — Z45 n, %)
sind wiederum stetig. Nach Satz 2 ist H;’(X, F) iso-
morph zum Kobild H;’ (n,F — H; (1,%) . Offen-

sichtlich ist dieses Kobild isomorph zum Kobild von

[9 [ % % 2
Zy U F)— HY U F)—> WY (), F)= 25O, F)— 2 Y, 50> (9, 5 -
Das letztere ist aber isomorph zu

Zin, P FEICE (0, F)).
Bezeichnet man (siehe [4]) mit F den Vektorraum
- -1
{(z,e):ze Zf (W, Face CE 'y, Fayz=die],
-1

so induziert die Produktstruktur suf Zg (%,F)xCy (¥, F)
eine kanonische Fréchet Struktur auf X . Offenbar ist

die Projektion von F zur ersten Koordinate ein ste-

tiger Homomorphismus von % in Z;’ (%«,&) , dessen
A, g-1.9-1 .
Bild mit ¥~ (0% 1C;' (9, 7)) ubereinstimmt. Da-

mit folgt aber unsere Behauptung aus der reellen Ver-
sion von Theorem 4 in [6].

Satz 3 fuhrt nun zum folgenden Korollar, welches
unter Benutzung tiefliegender Ergebnisse uber ellip-
tische Operatoren von Y.T. Siu [6] fur komplexe Man-

nigfaltigkeiten bewiesen wurde.
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Korollar 1: Es sei @x ein im Unendlichen abzahl-

barer (nicht notwending reduzierter) komplexer Raum und

M  ein koharenter (@, -Modul. Dann gilt fir jede
ganze Zshl ¢ > 0, dimy, H*(X, M) * X, .

Beweis: Bekanntlich [3] ist 770 eine Fréchet
Garbe, welche auf Grund von "Théoréme B" berechenbar
ist. - Es sel darauf hingewiesen, dass hier die Verwen-
dung von Satz 2 sehr einfach durch eine Anwendung des
Lerayschen Lemmas umgangen werden kann.

Verstehen wir wie in [7] unter einem reellen Raum
einen geringten Raum, der lokal isomorph ist zu einer
koharenten reell-analytischen Menge A ¢ W = W°c R™
versehen mit (, @ﬁ /IVIA als Strukturgarbe -
wobei wie Ublich J kohdrent ist und A als genaue
Nullstellenmenge besitzt - , so erhalten wir die reelle
Version von Korollar 1.

Korollsr 2: Es sei O, ein im Unendlichen ab-
zahlbarer (nicht notwendig reduzierter) reeller Raum
und Tl ein kohérenter 0, -Modul. Dann gilt fiir je-
de ganze Zahl =0, d&mRHg'CX, N) % x, .

Beweis: 7 ist wiederum eine Fréchet Garbe,
welche auf Grund der reellen Version von "Théoréme
B" (siehe [1]) berechenbar ist.
. Koroller 3: Es sel X ein im Unendlichen ab-
zahlbarer clc:’ Raum und F ein reeller Fréchet
Rsum. Dann ist fiir jede ganze Zshlg, d&mRHg(X,F)'#N‘,.




Beweis: Da X im Unendlichen abzahlbar ist, ist
die konstante Garbe F eine Fréchet Garbe., Die Vor-
susset zung cﬂaf_‘ ist nicht anderes als die Bere-
chenbarkeit von F  bis zum Grade ¢ .

Korollsr 4:Es sei X ein im Unendlichen abzahl-
barer topologischer Raum, welcher dem ersten Abzahlbar-
keitsaxiom (Uber die Existenz abzahlbarer Umgebungsba-
sen) geniigt. Es sei ferner

A% A Al .. — A% A
eine Auflosung der Garbe ¥ vermittels Garben reeller
Vektorraume. Es gelte

(1) A° ..., A* sind feine, reelle Fréchet
Garben,

(11) alle Homomorphismen A™'—s A", ne=gq,
sind stetig (d.h. fur jede offene Menge U ist die
induzierte Abbildung A™(U) — AT (W) ein
stetiger R =Homomorphismus),

(11i) fOr jede offene Menge Ul ist der Kern
von A¥(U) — R**"(U)  abgeschlossen.

Dann gilt dimg H* (X, F) # X, .

Beweig: Anelog zum Beweis von Théoreme 3 in [4].

Verwendet man anstelle des in [4] benitzten
Kompaktheitssatzes von Schwartz das im Beweis von
Satz 3 verwendete Resultat von Siu, so lasst sich
Lemme 2 in [4] wie folgt ubertragen:

Lemma: Es sel X ein lokal kompakter topolo-

gischer Raum, der dem zweiten Abzahlbarkeitsaxiom ge-
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nigt. Es sei ferner & eine reells Fréchet Garbe Uber
X und @ eine positive Zahl so, dass fUr eine offene
Uberdeckung 2L von X der kanonische Homomorphismus

H* (%, #)— H®*(X,#) surjektiv ist. Dann gilt
climg HEX, F)+ X, .

Beweis: Die Voraussetzungen tiber X haben zur
Folge, dass X metrisierbar und im Unendlichen abzahl-

bar ist.
Damit erhalt man, wiederum Grothendiecks Argu-

ment folgend,
Satz 4: Es sei X ein lokal kompakter topolo-
gischer Raum, der dem zweiten Abzahlbarkeitsaxiom ge-

nigt. Es sei ferner
R*¥: R A'—>....— A% — 42"
eine Auflosung der Garbe ¥ vermittels Garben reeller

Vektorraume. Es gelte
(1) A° ..., A%  sind reelle Fréchet Garben,

(11) wie in (ii), Korollar 4,
(111) wie in (1ii), Korollar 4,
(1v) die kanonische Abbildung HXI(Xx, A*))—

— H¥ (X, %) 1st surjektiv.
Dann gilt dimg H* (X, F)#+ X, .
Korollar 1 fuhrt zu (siehe auch [61, Theorem B)
Satz 5: Es sei QX ein reduzierter, irreduzib-
ler, und im Unendlichen abzahlbarer komplexer Raum der

Dimension 2. Ferner gelte di/mchtx, 6 X, .



Ist fur jedes koharente Ideal J , dessen Nullstellen-
menge diskret ist, die gemeinsame Nullstellenmenge von
rM(x,J) diskret, dann ist O, holomorph voll~
standig.

Beweis: Aus dem Maximumprinzip und unserer Annash-
me Uber koharente Ideale folgt, dass keine l-dimensio=
nale analytische Teilmenge von X kompakt ist. Damit
ergibt sich aus einem Satz von R. Narasimhan [5], dass
Jjeder l=-dimensionale komplexe Unterraum von X holo-
morph vollstandig ist. Wir behaupten nun, dass @x ho=-
lomorph konvex ist. Es seil also S eine Teilmenge von
X , welche keine Haufungspunkte besitzt. Bezeichnet
men mit U das zu S gehorige koharente Ideal, so
folgt aus Dimensionsgrunden, dass die durch die Inklu~
sion 4 ¢ J—r O, induzierte Abbildung H'(X, 4):

Hq(X, J)— H”(X, @X ) surjektiv ist. Nach Voraus-

setzung gibt es in M(X,J) ein von Null verschie~
denes Element f. Da @x als reduziert und irreduzib-
le angenommen wurde, ist der Garbenhomomorphismus

f: 6 — U “Multiplikation mit f " eine In-
jektion. Die exakte Garbensequenz 0 —¥ 6)( £, 95
—> J/f @x—*> 0 fihrt dann zur exakten Sequenz

o1
Hex, 8,0 Xt iy o) Hx, 94 6,) .

J/% @ ist aber ein kohirentes @, /f 6y -Ideal.

Da die Beschrankung von Q)x /¥ 6y auf die Nullstel=-

lenmenge von f ein l-dimensionaler komplexer Raum und
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somit holomorph vollstandig ist, erhalten wir die Sur-
Jektivitat von H'(X,f) . Weil H'(X, ;) nach

Korollar 1 endlich~dimensional ist, folgern wir schlies-
slich, dass H'(X, 7) und damit auch H'(X,#)
ein Isomorphismus ist. Damit ist aber (X, 6,) —

—> (S, 0,/9)  als surjektiv erkannt und somit
die behauptete holomorphe Konvexitat sichergestellt.
Diese wiederum hat nach dem Quotientensatz von K.W.
Wiegmann (9] die Existenz einer holomorphen, surjekti-
ven, eigentlichen und diskreten Abbildung von @x auf
einen holomorph vollstandigen Raum zur Folge. Also ist
nach einem Resultat von [5] (@  selbst holomorph
vollstandig.

Eine weitere Folgerung von Satz 1 ist

Satz 6: Es sef (@, ein im Unendlichen abzahlba-
rer (nicht notwendig reduzierter) komplexer Raum derart,
dass fur Jedes koharentes Ideal J mit diskreter Null-

stellenmenge dimg H'(X,J) & X, gilt. Dann ist

@x holomorph pravollstandig. ‘

Beweig: Ist ix,%, . N eine Punktfolge in X oh-
ne Haufungspunkt und bezeichnet U die zugehorige ko-
harente Idealgarbe, so hat Korollar 1 zusammen mit der
obigen Bedingung zur Folge, dass das Bild von "(X, @x)
in M (X,0,/7) endliche Kodimension sufweist. Das
bu‘qt aber, dass es ein Element von (X , G, ) givt,
melches auf der gegebenen Punktfolge unbeschrankt ist.



@X ist also holomorph konvex. Der Quotientensatz
von K.W. Wiegmann [9] weist dann die Algebras F‘(X,@x)
als Steinsch und damit @, selbst als holomorph pra-
vollstandig nach.

Korollar: Es sel @X ein im Unendlichen abzahl-
barer, holomorph separabler (nicht notwendig reduzier-
ter) komplexer Raum. Dann ist @X holomorph vollstan-
dig genau wenn fir jedes kohérente Ideal J mit diskre-
ter Nullstellenmenge dimgH'(X, J) £ x, gilt.

Beweig: Die Notwendigkeit der angegebenen Bedin—
gung folgt unmittelbar aus "Théoréme B". Ist umgekehrt
die angegebene Bedingung erfullt, so erweist sich die
im Beweise von Satz 6 benlitzte Quotienteuabbildung auf-
grund der geforderten holomorphen Separabilitat als ei~
ne Homoomorphie der unterliegenden topologischen Raume
(siehe den Beweis des Quotientensatzes in [9]). Da der
Quotient von @X holomorph vollsténdig ist, wie wir

im Beweise von Satz 6 sahen, ist @X selbst holomorph
vollstandig.
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