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Соштеп1а'Ыопе8 Ма"ЬЬета*Ысае ц*п1Уег81"Ьа-Ыа СагоНпе 

1 1 , 4 ( 1 9 7 0 ) 

ОБ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ ПРОИЗВОДНЫХ ОТ КОНСТРУКТИВНЫХ ФУНКЦИЙ 

О. ДЕМУТ, Прага 

В классической математике верно следующее утвержде

ние: Пусть 9* функция» неубывающая на сегменте О Л 4 . 

Тогда существует интегрируемая по Лебегу функция* -г* , кото-

раж является почти всюду на 0 д А производной от $*• 

При этом выполнено /**{(х)с1,х 4 У (А) - Ф(0 ) и 4 3 , е т р . 

231). 

В примерах 1 - 3 и теоремах 2 и 3 настоящей работы по

казано, как дело обстоит в конструктивной математике* 

В статье пользуемся определенияами и результатами из 

[ 5 3 - [ ? ^ , в частности понятием интегрируемости функций по 

Лебегу [ 5 3 , свойствами Ш С 53 и 21 Е6Л, которые явля

ются конструктивными аналогами понятия измеримости функций, 

пространствами I, и $ I 7]. 

В дальнейшем буквы Аь7 Л^яъ^^г ж д^ служат перемен

ными для натуральных чисел (НЧ), <1 и $* переменными для 

целых чисел, <ь - для рациональных чисел (РЧ), а и,7 х. ? <у„ 

ж ее - для конструктивных действительных чисел (КДЧ). 

Функциями называем всюду определенные конструктивные 

функции действительной переменной 9 такие, что 

У х ССх *- 0 э * С х ) - П О ) ) * ^ * э * С . х ) ~ 4(1))) . 

Последовательность неперекрывающихся рациональных с е г 

ментов, содержащихся в сегменте 0 д 4 } назовем 3 -мно-
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жеством, а КДЧ ос мерой этого множества, если частные сум

мы длин сегментов этой последовательности сходятся к х. . 

Если $ 5 -множество, а х КДЧ, то посредством 

•X е ^ обозначим: не может не существовать сегмент после

довательности ^ , содержащий х •> 

Замечание 1 из [9Л показывает, что мы можем 5 -мно-

жествами пользоваться вместо 5$ -множеств, использован

ных в [53 - [?Л, и что для любых В -множеств ^ и ^ 

существует 5 -множество *ЙС такое, что мера Ш- не 

больше суммы мер ^ и ^ и верно V* (* в ^ з - п С х е ^ у 

у х е ^ ) ) -

Л - нормальный алгорифм [ 1 3 такой, что 

Ухр (Л (^тр) — /так (<тт> (ъ,<1ъ), - ^ ь )) . 

Обозначения. Пусть У функция, {Т^\^ - последователь

ность ступенчатых остовов, X и X КДЧ. 

1) Посредством Т) (х9 &7 х) обозначим: я являет

ся значением производной от функции У в точке х (опре

деление приведено в [ 2 ] , с т р . 3 6 3 ) . 

2 ) Р ( х , -С Т^ \^ 7 X ) обозначает: последователь

ность КДЧ {<& (Т^ х ) }^ определена и сходится к ..с * 

3) Для возрастающей последовательности НЧ 4 ^ 5 ^ им 

посредством О, С У, "С Н, \й ) обозначим: для всякого НЧ 

Л и любой системы неперекрывающихся рациональных сегмен

тов -С е^ д с!^ } * ж ^ выполнено 

C.ZIe, ů.d. K-ПEÏ э .Z IГCcф-ГCc,)!^ -rr > 
iж-i * -v 2. * i * ' 1 --

4) й>СУ) обозначает: существует возрастающая* по

следовательность НЧ {Ле*Ь такая, что (2 (У, ^ ^ 1 г ^ ' 
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Верность следующего утверждения очевидна. 

Лемма 1. Пусть -У и & функции, а ^^о}^ возраста

ющая последовательность НЧ. Тогда 

1) если & (9. < Лцм \Л ) , то для всякой системы 

неперекрывающихся рациональных сегментов 1а*1 Л Аг- }. ^ 
г ^ » г Э * п 

выполнено .21 I 9 С-& ) - 9(аЛ ) I -< 2 1 : 

2 ) если (Л (9* ОЪ,в 1 ) и для всяких НЧ /гп, и рацио-

нального сегмента О/ Д ^г содержащегося в 0 д 4 суще

ствует система неперекрывающихся рациональных сегментов 

{сг Л с1г }*_ такая, что Уг (1 ^ I ^ /ь О а, & С^^ сС^ 4 Яг) 

и ! 9 . ( ^ ) - д ( а ) к 1 | ^ Ь ^ с . ) ! + ^ . т о й ^ ^ ^ ) , 

3) если У абсолютно непрерывная функция, то (1(9) > 

4) если выполнено 0,(9) , а { с . Л сС ?- В -мно

жество, то ряд 2 . I ^ ( о - ^ ) — - ^ С с ^ ) I сходится. 

Пример 1. Существует функция 9 такая, что 

1) 9 возрастает на сегменте О Д 1 , 

2) у^/^и€0д>1&^в0д1э1ггл)-^)ии-/^1) и, 
следовательно, верно А(У

7
*С^?^) и 

3} У не является дифференцируемой ни в одной точке 

сегмента О д А . 

Доказательство. Требуемая функция построена в Г81. 

Пример 2. (Ср.СЗД,стр.182.) Существуют функция ^ и 

неубывающая функция 9 такие, что 

1) 0 & 4 & 4 7 

2) V* СЗ) С* С*), Г, *)) , 

3) Ухо^ С I -ГС*) - ТС^) I .4 I * - /у, 1 ) и, следова

тельно, (X С 99 *С /С 3 - ) . 

4) - 1 ^ ( Я * 1 Ж ( * ) и 
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5} $ не является абсолютно непрерывной. 

Замечание» доказательство примера 2 содержится в рабо
те, которая готовится к печати. 

Пример 3. Существуют функция т* и неубывающая функция 

У такие, что 

1) о & 1 & пла) у 

2) V* ся^с*),.?;*)) и 

3) т Ь (*) . 
л 

Доказательство. Пусть ф точное дизъюнктное рациональ

ное сегментное покрытие сегмента О Л 4 ([2 3, стр. 460-476), 

для; которого выполнено У^г С2Е. I ф. I < -х** ? « Тогда 

ряд 21 I ф. I не сходится и имеет место 

(1) ^ с о б х ^ э з д ^ с э п с ф ^ - а ^ . 

Мы для всякого НЧ М> определим С-̂ .5-> -г * ̂ Э л ( ф ^ ) +" 

+ ЭпС#*» и Д ^ С ^ - ^ - ^ Э д С ^ ^ - ' Ф * ^ . 
Тогда ^"&^Аъ ~ последовательность дизъюнктных рацио

нальных сегментов, ряд 2^ \Х1*\ мажорируется рядом 

X «Ж и» следовательно, сходится и для любого НЧ ггь вы-

полнено ^ 21 I -П-а. I < п ^ 

Пусть для всякого НЧ М, - 1^ и ^ функции такие, 

что для всякого КДЧ У выполнено 

*ъЫт-Щ-'<\*-<к+^'*^ 

* 2.*** 1 4 
^)~щЧ1х-<^+рт-1ф^.-Сх-<^ + 

Тогда € и & Равномерно непрерывны и имеет место 
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0-И^ УхС( .ч*ад.(Л к ) У 9п('^)*^)э^ . 'о()-0)* 

&^Ол(ф^))--^(Эл(Л^» - ЭлСф^^^ОяС^)) = 

- ^(Эп(фл)) - Эдг(^) & V* (ЗХ^Сх), & , х )) . 
Ввиду (1) существуют функции -р * Т такие, что 

УАх(хе$ь, э*С*)-.^Гк)А?Ы--5ь(*>> • 
Легко показать, что выполнено 

У х ( 0 < К * ) э ЭМ(Эл(ЛЛь)<х< ЭпСЛ^))) &* = 

- 21 ^ 4 0 * .-Д V* О) С?(,х ),$>»& У*^ (*^эЯ .ч)^%.) ) 
и 

(2) У Л С Г(Э/пСЛ^)) - У ( Э А ( Л % ) ) = I Ф*, I ) • 
т/ 

Аля всякого НЧ лг пусть д ^ ^ . 2 - . " ^ > с ^ ^ ^ -мно

жество, образованное последовательность» сегментов 

^Ае**лГ-л|. 1 * Т о г Д а 9"<п. равномерно непрерывная функция, 

мера Ч^ меньше чем -т-%; , выполнено 

У ^ х ( ( 1 - ^ ^ / и & * е ф ^ у ^ < Л , & С Э л С ф ^ * -* ЭлО!^) V 

V Э/пС%) -̂  х ^ ЗиСф^))) э < ^ (х) ** -Г С* )) 

и, следовательно, V* (~1 (х е ^ ) э (^(х) -=- -Р(х)> . 

Отсюда по теореме 4 из [6 3 следует Ж С-Р) * 

допустим, что I * . ($) . Тогда согласно 2 ) иэ [ 5 ] и 

следствию 3 из [ 2 ] , стр.383, функция ?* абсолютно непре

рывна. Из этого следует по лемме 1 сходимость ряда 

^\9,(Эт,СХ1А))-Г(Эл(11^))\ , т . е . ряда 2 I Ф% ! ( с р . 

( 2 ) > . 

Однако, как мы знаем, ряд 2 . I ф ^ I не сходится и 

мы, таким образом, доказали п Ц ( Я . 
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Теорема 1» Пусть { 1 ^ } ^ последовательность ступен

чатых остовов и пусть для почти всех ЩЧ ,* иа О Л Л 

последовательность КДЧ {Ф С Р м ) К определена и схо-

дится. Если существуют последовательность элементов из 

Т — а 02 \ ]„ и КДЧ <иг такие, что для всякого 

НЧ ^ выполнено { V ^ > ^ в ^ О * ^ Н КО%}„ I 6 и г , 

то существует *С Н^ ?Лб 5 такое, что { Н^ 1^ » { 1^, ^ . 

Сначала мы докажем следующее утверждение* 

Лемма 2. Пусть "ССт^?^ последовательность ступен

чатых остовов, а от К4Ч, для которых выполнено *( О^ ?^ с 

Тогда для всякого НЧ пт существуют .в -множество 

Ч*ш и равномерно непрерывная функция Яг^ такие, что 

а ) мера ^ * п ' меньше чем 'трт и 

б) Ух СО &х *М &пСх€$/т') эТСМ^Сх),*^}^, 

гт/ 

Доказательство» Согласно определению 1*̂  , лемме 1 

и теоремам 1 и 2 из 1?1 верно 1Ц ^&т, ^ ' ^ ? 

( 3 ) У т . С ^ К ^ - г ^ ^ ! ^ ^ - ) 

и существуют абсолютно непрерывная функции (^ и 5 -мно

жество ^ меры меньшей чем та^'уд, такие, что после

довательность функций - С И , ? равномерно сходится к 

^ и выполнено 

и > У - х ( х е 0 д 4 А - 1 ( * е ^ ' > : э З х СРС* ;#,,*) А 
*РСх,<<^и,*»> . 

Пусть для всякого НЧ т. - Сх̂  X а ^ У а ^ . . . 

672 -



...г<$ г«?'*""?•••*'*% • 
Очевидно существует последовательность 1-полигональ-

ных остовов С5Л <^УНт.*т, т а к а я > ч т ° 

(5) У^гС^Ф^^вхХ ^ч*~ %% ь»< 1 # 2 ^ # ) 

и, следовательно, ввиду V ( ^ , + а

С 0 > я г ^>м ( 0 ) * ° * 

выполнено Ул(1& - ^ , 1 < 0 Л т ? • Т а к и м о б р а " 
Ча-иг 4л *• 

вой, последовательность функций < Х ^ | ^ равномерно 
н т< 

сходится к (2, ' 
Заметим, что для всякого 1-политонального остова Я 

верно 
Ух ( х / I Й„>и I э I М0 (^Н ) & 2 < * ) . 

О&Л Ч ^ 7 Н 04И ° 
Итак, мы на основании ( 3 ) и ( 5 ) получаем 

0А4 * 

Пусть ..й НЧ, дяя которого выполнено 4<- пГ* 2 А/яг 4 2 ^ .€ . 

Согласно 4) ив Сб.] и теоремы 1 иа [ 6 3 существуют равномер

но непрерывная функция М,^ и $ -множество ^ 2 меры 

меньшей чем ТЯГ * ] р и н Т такие, ч т о У я С ж / . ' Ж ^ -

- яи„, ' Э * < р^ } " 
сб)у^и€0д4А^^€^?2)зРг*^(:л^ #.,х» . 

Но тогда ввиду (5) и леммы 1 ив [ 7 ] , если и^ и и 

ЩЧ такие, что ^ / ' А * ' * ^ / ' * * * - ^ ' Ь * # ' > Т° 

'2 
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Существует НЧ ^г , для которого выполнено 

(7) У.х^С1.х-^и^ з\*ь,<х)-<Ь1т,(*)1<%> -

Согласно теореме 1*3 из (.21,стр.399, можно построить 

нормальный алгорифм [13 VI такой, что 

у#а±#*41*1'аа)&('е>с(ф)хл^\лЧп($;)\< 

<(2т*-±)-1г)&т(*)3:Лъ02т+2-4[)-'*< 1А^фп) . 

Следовательно, мы ввиду (7) получаем 

(8) э\Льт,Ы)\< у***1- <*)&. (<т(ф.)-Ь/\ э 

ъ(1"*+*-4)>аг <\Льт%<Ы)\)) . 
Таким образом, если -{$..}? воерастающая система 

аоех НЧ ^ таких, что Л&1> 4*у> && <Ф > &Л, » С2<я,^-^>-

• ^'&-л' *ъ Д !&"' "* ^ < 2 ' V и, следовательно, 

Пусть ^ * я ' 6 -множество, которое является объеди

нением В -множеств в? и 1 К 2 и системы рациональных 

сегментов К Т, * Д ~"т:— 1 • . (эта система может оказать-

ся пустой). Тогда мера Я2'т' меньше чем 2ти и ввиду 

( 4 ) , (6) и (8) к ввиду свойств системы ^^^Х-^ выполне

на тоже часть б) утверждения леммы* 

Доказательство теоремы 1. Пусть М,, т^е и <т> НЧ 

такие, что ЬГ<лп0&/гп, ж М + <т0 +• .2 Тогда 

А -и. V*** 1 — 

/ К(х!Г Ь, 1*< <т, и согласно лемме 2 существуют .5 -

множество ^ и равномерно непрерывная функция ф^ та

кие, что мера *р меньше чем • / т > и 
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У*Схе0д/|Л ч ( * е ^ * ) э Р С 9 ь < ^ М С 2 " * + \ , - * > * 

а.\^мСх)\</т,.2ал + а) . 

По предположению вашей теоремы существует 5 -мно

жества ^ *' и ^ ' меры меньшей чем для. , для ко

торых выполнено 

V* (х € О Л Л & -г (не < # " ' * ) => З х (РСж,«*,$„х»>.» 

(Ю) & Ух Сече О .ДЧЛтС .че^'*')^ Лх С?(х.,<ЛвСГп , 

г* Ль 

Мы построим «5 -множество 4$ , которое является 

объединением 5 -множеств у ? Ша* и *б̂  ' , Тогда ме-

ра *^ меньше чем •"/>л+1 и ввиду (9 ) и (10) для вся

кого КДЧ х , для которого верно х е О Л 4 & п Сх е *€$> ) , 

полушем ТСЪс(х),<6^"а^\7 х)&?С^Сх) , 

и, следовательно, 7 (<^(х)7 -СГ̂  }^ 7 х ) . 

Таким образом, для всякого НЧ к/ существуют -5 -мно

жество ^ мерм меньшей чем • 4«м и равномерно не

прерывная функция д ^ такие, что 

УхСкеОд^&пСхе фн)э?Сд>мСх)7 <Г„ 1^ , л )) . 

Согласно замечанию 1 ив 191 для всякого НЧ М, суще с т-

вует В -множество ^ меры меньшей чем "КЖ" , Адш ко

торого выполнено 

VxСxе<§к'2^-^-^ 31С*ьб Лкхе^1)) . 

Пусть А I ^ НЧ, а «х КДЧ такое, что х е 0 д 4 & 

а - ч С х с 4 ^ * ) . тогда п С х е ^ * ) ЗспСхе <ф*+л) и, 

с^до!Штельно,РС<й^ ) 
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и мы приходим к <%ъ(<х) я д^+л (*) • 

Для завершения доказательства достаточно использовать 

теорему 4 из С73. 

На основании предыдущей теоремы и теоремы 5 из [ 7 1 сра

зу получаем следующее утверждение. 

Следствие. Пусть ^ функция; такая, что 'Щ1С-1г) (Г51). 

Если существует КДЧ 14Г ? для которого выполнено 

У<\и% Сх / \тахС<ггшгьС4,4ъ) -ф,)\ э ъ 4* 1лг ) 
ом 

то П^С*) . 

Лемма 3 . Пусть У функция, О, С Т) , ± НЧ, 1Г КДЧ, 
4 <ь 

Ч*> В -множество меры меньшей чем ~~л±"~ , & {<Ъ. & $К ^ т ^ 

система неперекрывающихся рациональных сегментов, содержа

щихся в 0 л 4 такие, что для всякой системы неперекрыва-

ющихся рациональных сегментов -С с* А сС* }? * выполнено 

Тогда с У Щ е с Т В У е Т „ с , - неотрицательна Ш К ^ т , *а-

кая, что 

1ж<1 * 7 

г) еслиУхСхе0д1*-1Схе$)эЗх(0бх&Т)(ъ,2;х))>, 

то V* С4Ы &л> э ТСЛг. ) - ТСа. > 2* - ** > и 
4 , <%, *%, 

3) емжУхСхеОАМпС*б&)эЭхСх60&Т>Сх,Г,х))), 

то У 4 С 4 6 Ф *** э ТСЯг^ > - УСа^ ) -6 1П ) . 

Доказательство. 1)а) Пусть 5 -множество ^ обра

зовано последовательностью сегментов "ГоС̂  д / 3 ^ ^ , Тог

да существует НЧ т>0 такое, что ряд 2 1ос* л / 3 ^ I схо-
4 4 

дится к КДЧ, меньшему чем •—р - тщ- • 
Мы для всяких НЧ .4 и 1 ? >( 6 1 -г Л , определим 
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1 < д / З ^ а ^ Д ̂ г + ^ г ^ ' С ^ - а ^ ) ) , 

ос* д /з; ^ С** - ^ 4 ^ ' С ^ - «а » * -*5 и 

Тогда ^С\«* Ар1\ + \я*д/1*\) 6 ^ ^ а , Р«Д 

Е1ос д ^ I сходитсл к КДЧ, меньшему чем г.̂  - >щ 4̂-̂  

и выполнено 

(11) V* (к е ^ 2 З Л С о с ^ < х < / 3 ^ ^ » . 

б) Пусть -ь НЧ, 4-* <: 1? / Ь ? а ф точное дизъюнкт

ное рациональное сегментное покрытие сегмента О А Л ( [ 2 ] , 
<гъ 

стр.461-2) такое, что ..21 I Ф- I — — > Л - (Существова-

ние такого покрытия следует из теорем 4.1 и 4.2 из С23, стр. 

424-30). 

Мы для всякого НЧ М, определим 

е^-±и:+эл(Ф))1)-Ф:-<))л(*;+эт.(Ф^)•(/»:-л*» . 
Построим последовательность неперекрывающихся рациональ

ных сегментов *Се^ Д сС1 }^ и возрастающие последователь

ности НЧ {ггСЛ^ и { о * Г . Положим ггС ^ 0 . 

со) Пусть 5* НЧ такое, что все край сегментов 

°Ч Л ^ > *• д (К > <*А * &1 ш ®1 пред ставимы в 

виде тт"., где & целое число. 

*"| 
На первом шаге мы включим в нашу последовательность 

* - 4 я- . 
все сегменты —-*— д —^ ? где & пробегает те НЧ, для 

л • л ^ • • л • . 
которых выполнено ( ^ - д 4 - с б ^ у ~ т ~ Д ^ - с сх* Д/3>*<* 

& 
ж; ~ «̂  -»*«,; «; 

"~Г7~ Д 7"-Г* с: /$в д Л% ) 7 ж занумеоу*-ц их в порядке 
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включения. Посредством гп, мы обозначим число сегментов, 

включенных на первом шаге. 

(Ь ) Пусть ^г НЧ, пусть мы уже сделали <р> шагов, по

строим НЧ <^ и /и^ и пока включили в нашу последова

тельность и занумеровали сегменты с ^ л сС И & Яг, & м? ) 

и пусть хС^л а^1Л1ш/1 - система неперекрывающихся рацио

нальных сегментов, содержащихся в а? л Яг* и 

Мы построим НЧ <^-....,, такое, что 2 * ^ * делит 

«,%+-, • в с е * Р а и сегментов <** д # , <я^+, Д / а ^ , 

и в^..^ представимы в виде -т-?—• , где ^ целое число. 
•^ А - /1.-1-4» 

На (-р. 4» 4 ) -ом шаге мы включим в нашу последователь-

ность все сегменты —з? Л --%— где ф> пробегает 
К*/*** %,р>*ч 9 

те НЧ, для которых выполнено 

( ^ 4 & с *"^-ф с , ^**~*й . .7-
--Ьс^****и**"<э4-* ,- ,"-*1йя' 
и занумеруем их в порядке включения. Если тп, - число сег

ментов, включенных на этом шаге, то мы определим 

Таким образом, построенная нами последовательность 

{ е ^ Д с ^ ? ^ является $ -множеством, содержащимся в сег

менте Си» Л Як . Ввиду (11) выполнено V * (О" < %Х < *#% А 

к, следовательно, ввиду а$ • ее* </Ь* < я* </$* т Як 

(18) УлСа^й м«.1^Д УаЧ/амАс^ув^^ос? А 
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Кроме того, для всякого НЧ ^г число 2 • ^ 1 делит 2^ .*? 

все край сегментов системы К с? А б?л 1 *Г ^ представимм 

в виде "-^— .> гДв > целое число, и УМ.("&> <Яъ&т^э 

А- /| • А. 
э 3% С "5Г" * с> А _.• -* Ы,1 )) . Следовательно, для вся-

киг НЧ ф, и <$> выполнено 

УМ,(< < М,&тах < 4 > | г " Т <> <^Сс±, 4—) э 

э ^ ~ 1 *• с? <: <±* г. $ „ ) 

Из Ц ( Я следует согласно лемме 1 сходимость ряда 

21 I З^ТсС > "" *^С4Ь, >' • Е г о СУММУ обоаначнм посредством 

1Г, . 

в) Ив б) следует, что сегменты последовательностей 

( с ! Д(^д 3^ (7* -в г -6 •$> ) не перекрывайте.» и, еле-
А> » 

довательно, ввиду а) ряд 2. 2. I с! А <̂ 1 I сходится 

к НДЧ, меньшему чем -ту , Но тогда ив предполлжений на-
/9 *- * ОО 

шей леммы следует , 2 ^ я ..2, . 2 ! I Г С с ^ ) - ? 7 е 1 ) -» 

« 5 . . 2 I Г Сей ) - Гсс* ) I * V . 

2 ) Пусть выполнено V* С* е 0 А 4 & п(хе^)э 

эЗхМ&х&ЪСх,?,*))) ш пусть I т%4 4*<1 6 *> . 

А " ^сякого Н Ч ^ положим « ^ •*«*>* ^ е* <*;„„ . 

Пусть ^ и ^ НЧ, о~ я? ^ - — < ^ - 6 ^ . Тогда 

ввиду (131 ряд 
(14)*""* ^ ' в * *?* 

-Гбт** Гт^Сс! , - ^ - ) , ^ » I 

мажорируется рядом - - ^ < ) # I Г ( а ^ ) ~ 5*(с-^М и, сле

довательно, сходится* Сумму ряда (14) обозначим посред-
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ством ^ ' ^ , 

Допустим, что В'( Яке ) - &(-&'1 ) < - •гд • Тогда су

ществует положительное РЧ е такое, что 

(15) 0Т-6О - - П а Л <: - г* - е . 
«V 4» 'V 

Мы построим последовательность сегментов 

^ *ЬГЛ 2** г 
{ и~ д г+ }« ' 

ас) Пусть •$![ и ^ целые числа, для которых б*^но 

и ввиду (15) выполнено 

ив) \«г&)-гс~»+ *'•*)<-* • 
Допустив 

мы получим . Т ((?(—)- ^(~- )) + (1ч*) % - в , что про-

тиворечит (16) . 

Таким образом, верно отрицание (1?) . Ввиду этого, 

свойств " < " и принципа А-.А. Маркова существует НЧ ^ 

такое, что 

Заметим, что для всякого НЧ А , 4 & Яъ & (П* ,су-

ществует НЧ #. , для которого выполнено йи^ & < ^ - ~ з — 
и! 

< 1Г— - сС^ -6 Я% и» следовательно, 

1?(±-)-?(%^»+Р'-1Г(§-)-Г(%~-)) + 

+ \гс4~) - п*г-)\ -- о. 
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Таким образом, сегмент —-* ^ ----- не перекрывает-

ся с сегментами системы -Г а\ Л сСТ 3^ * * 

(I ) Пусть л% НЧ, пусть уже построено НЧ ^ и выпол

нено 

*.<^*Ъ&((?(^)-П^))+ ^>*» < ~ . е . " ) 
и пусть сегмент —*ь!— <д —^ н е перекрывается с сег-

Хр> хр> 
ментами системы {& Д яй. I* ^ ., • • 

.ИЬ. *Ъ Ял, и Л 

.4 ц А*.-4 
Мы построим НЧ ^ + < | и ^ + < / такие, что т ^ - -= 

в „I*'**'.! < 1й*— « --~-2-. , Тогда ввиду выше сказанного 

и того, что для всякого НЧ ̂  верно (13), выполнено 
л 

^ • Э&-И ^ ^Л . 
$***+> ж 2 . $ * * * ' * и, следовательно, 
1 *»*!.*, ' 
•1 

ri*+<i 

^«^'-"^»*Г«»<---1\---- • 
Аналогично рассуждениям из л ) можно доказать сущест

вование НЧ &ф,+л такого, что 
•4 i* £ «rťj----)- r c - i - - 1 - ) ) ^ ' ^ -

Допустим, что существиет НЧ Ль , для которого выполне-

Тогда ввиду 16С/3 ) 4 = ^Г" 1 "^ * « - * , - ^ ^ *• с л е " 

довательно, 

-77-^-1 >Г^|---)-;Гс4--^))^ Г+"'^ = 

9,4%+Л 9**>+Л %4%+4 Ь*>+1 

что невозможно* 
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& —4 & А 

Итак, сегмент ^ЛЛ ^
 &*- не перекрывается 

с сегментами системы ^ С ^ А 0 ^ ^л^ш% 

Таким образом, мы построили последовательность сегмен-

т о в (л^ д ~г^% т а к ^ ч т о у ^ ( 2 ' « ^ ^ « ^ ^ ^ ^ 

-э ( Ш. & с* ь/ <±+ & ^Й- , ))) и э ( г* 7 * * ** 
ав) ^ ( г с | * м - г г % ^ ) < -,, * . , •; . 

Пусть X КДЧ, являющееся общим пределом последователь

ностей К %~— }^ и { .- Т" г 0 т 0 Г д а / е а < д ^ - <-< 

и, следовательно, ввиду (12) верно 1 (х. 6 &) . Согласно 

предположению существует КДЧ х такое, что 0 е& х &. 

&4* &п,"~4 
&1>(х^^х) *» следовательно, С&С -тр1) - & ( * )) • 

* #4* И-+О0* * * Н о э т о В В И ДУ 0 4а X, противоречит ( 1 8 ) . 

Таким образом, допустив 9*(8г* ) — !Г(а> ) < — V* * 
*•* • •• * 

мы пришли к противоречию. Следовательно, верно $*(Л% ) — 

- &(<Х' ) 25 - ал% , что и требовалось доказать. 

Часть 3) утверждения леммы следует ввиду того, что мы 

можем перейти от У к — У/ из 2 ) . 

Следствие. Пусть & функция такая, что &СТ) и для 

почти всех КДЧ «х шв О А 4 выполнено З'Х (О Л х А 

ЛРСх,^9х)) (соответственно ЗхСх & 0& Р Сх , Т, * ) ) ) . 

Тогда $* является неубывающей (соответственно невоераста

ющей). 

Теорема 2 . Пусть У функция, а -С Р 1 последова-
1 " «П. IV 

тельность ступенчатых пгтовли такие, что СССР) и для. 
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почти всех К.ДЧ х из 0 д 4 верно За; (7(и>,<1^}^^) & 

& I) (& Р, X )) . Пусть для всякого НЧ ^ существует 

*?*%*,* \ч А Л Я к о < г о Р ° г о в ^ о л н е н о ! ^ ^ * ^ ^ , ^ ) ^ . 

Тогда функция У абсолютно непрерывна и существует 

^ ° ^ е Ь 1 т а к о е> ч т о < ( ^ ' л в { Р Л и 

У*/^С0 *-:* « ^ -* 4 з У ^ ) - ? Т * ) *г ^У<$-,$*, ) • 

Докааательство. Пусть *С"%^ возрастающая последо

вательность НЧ, для которой выполнено 

(1») асгг, <*^$г ) -

Согласно лемме 1 и теоремам 1 и 2 из 1 7 ] для всякого 

НЧ + существуют в в и д у { ^ ^ * 1^& {р^ ~ *Ав СГ„, 4г ) ^ 

абсолютно непрерывные функции 3^ и «9С^ такие, что 

У*ъ(0&х*л+±4э %,(ъ)-%(х)~ /х

У{Г*}п&<Х.^)-
(201 У ., 

- я ^ - . / ; ' П . П . П * И * ^ Н Г ^ ' , ^ , ^ П , 

для почти всех КЛЧ х иэ 0 л 4 верно 

(21) З^С?(АЛ,\<Г^'}1П\,х)&1Нлс,Х^,х)) , 

Сгг) ЗъС?Сх,<%>}п,х)Шх,<Л0СЪ,1г)Ъ,х)& 1>(*,%,х)) 

и, следовательно, ввидуVx%(xе0д/^&1?(я,I)^Xо(Т^^4^,)}т,,x) э 

э1.-с).^-^г) леммы 1 и следствия теоремы 6 из 173 выполнено 

(23) У х ^ С . З ^ С * ) - - ^ % ) 1 * 4 1 - 1 * - / у - . ) . 

1) Пусть >|г НЧ. Мы докажем АС 5^ , {М>1+л г г ) . 

Для этого достаточно ввиду (19) и части 2 леммы 1 показать, 

что для всяких РЧ а и #* , 0 & а, < Яг& 4 , и НЧ /т, су

ществует система неперекрывающихся рациональных сегментов 
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-Сс. А й.. \ ? м такая, что Л ( ^ ^ л з а ^ 

П^^)-^(Га) |<Д|ГГ^)-^)/^^; . 
Пусть а и ^ РЧ, О б а < ^ ^ ^ , /?п НЧ, а 

М,0 ^ ^%л^г

 + ^'*'тг4т ^ ' 3 а м в Т 1 Ш * ч т о ^ о ^ 2лп, + 4+<11 . 

Ввиду (20) существует система неперекрывающихся рацио

нальных сегментов •Га- А & 1^жЛ 1 Для которой выполнено 

Тогда, если <?© **** т а к о е > ч т о в с е край сегментов 

О, &Яг ш о,0 А ^ И * ,4 .* * ) можно иредста*-

вить в виде ~ - ; где $, целое число, то ввиду (20) верно 

и, следовательно, ** 

(24) , Х ( / *КЕ*Х 1 - 1 / / . Е Г 1 , 1 ) < Г2ЖТ- • 

Ясно, что выполнено 0 & ИР*^1 ~~ {Г*?Ъ.А °* 

Я* * «7 1 7 

Ввиду этого, (24), свойств " < и и принципа А.А. Маркова 

существует система целых чисел ^^^1т^ такая, что 
Vi(/f -W<*2,эfЄ^ в d v e . «- - 4 )) 



( 2 5 ) Д / ^ ^ 

Мы построим функции 3^* и ^*
 ? д л я

 которых верно 

*+Шт ^со)о\ гжсо)« гсо)<& Уъ^и^г^^Вс ~~ * 

. Г С — й * ^ * ^ ) - ^ ^ ) - ^ ^ ^ * ) - ^ ^ ) ) ) - . 

Тогда ввиду выше отмеченных свойств функции 7^ и 

предполагаемых свойств функции Ф (в частности (13) и (23)) 

верно &С& , ^ Л ^ ? ^ ' ? ^ * " абсолютно непреры
вная функция, 
(26) *х^С1%?С*)- Яг*Су,)\ Ь^.^-фП 
и АЛЯ почти всех ВДЧ * из О Л \ выполнено 

У 4 С 1 * * * е # А ^ * * * 5 ; э З * С Р С * , < 1 у и , х > А 

с г г ) АРСАС» . ,^\{Р^?^,л)*РСе^.АС*^> . ,^л)* 

4 5 С е 4 - * , ^ * , х))> -

В частности, существует 3 -множество *Ы меры 

меньшей чем "ГЯС Т̂Т" * такое, что V* СО & ъ & %ф э 

э"1г е Ч-* "* к лля ВСЯК0Г0 ^ * » х е О &Л & 
& п Сх € ^ 1 ) , выполнено (27) . 

Ввиду (20) , леммы 1 ив 17} и (25) получаем 

| ^ А О - $с*) |-1^-24-.I< •С*к-.ги-#<*'-
( 2 8 ) ------
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Ясно, что функция 9€^ - %р, абсолютно непрерывна и 

для почти всех КДЧ х ив О Л А верно (21) и (27) и, сле

довательно, У4 С А -6 -ь & о & —х— ..г х & -д- з 

Но тогда существует согласно теореме 2 из ^?^ -СН^} е 

6 1*. такое, что для почти всех КДЧ х иа 0 д 1 выполнено 

УИ4*л,4 %.&—• ^ х й | - э З * С Р С * , { Н 1 ^ , х ) А 
(2.>) 

и, следовательно, ввиду (25) и следствия теоремы 6 из С7Л 

верно / К Н ^ 3^ I < 2.% + -> • Согласно лемме 2 существу-

ет 5 -множество ^ 4 меры меньшей чем • ^ ^ д и такое, 

что 

УхСхеОьЛ&пСхе'д.1) эЗхСТСх,+Н^ х> А 
(30), 

А 1*1 < р с < р е т » • 

Кроме того, существует 5 -множество *№>* меры мень-

шей чем -•• у± -̂  у и такое, что для всякого КДЧ * нв «х е 

€.0д1&пСх ьЧрг) следует ( 2 9 ) . 

Пусть ОД 5 -множество, являющееся объединением 5 -

множеств *Ц,Л , "Ц.1 и ^ 3 . Тогда мера ^ меньше чем 

4 4 

2*С
 т 2*"*+*+ » + "»•+*- * А л я в с я к о г о

 КДЧ ,х , для кото

рого верно х с О д ^ Д п ^ с ^ ) , выполнено 

(27),(29) и (30), и, следовательно. 
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V * С-1.6 * * 2 „ & - ^ - й о с й ^ - в . п С о с е ' ^ ) э 

эЗ*СРС«,<1^?л,.х>1.РСЛС--,^),<.5Г^,.<;А 
< 3 1 > 

*РС1ЛС*,^)|-е4-ЛСж,^),<>11.^,*.-)А11ЛС-;/^)1-

-ег.ЛСж,^)1<-^А.0С^Сг-гС*,^)),1Г*-^ , * ))) • 

Можно показать, что 

Итак, и8 (31) следует 

Ч*и*0&4&пС*еф)эЗ*С0блА,&])Си,9 Р*- 9$ , х ».) • 

Кроме того, ввиду (26) СЛСТ*7 *С Лъ» ?. ) выполнено 

ас$г*-35*,<д»ж + 4 + ^ + л + 4 ? г ) . 

Но тогда мы согласно лемме 3 получаем 7*СЛг) - У*(а)" 

- (%*(1г) - &* (а, )) % - 0 < т + ? и» следовательно, ввиду (28) 

свойств 2 в и 5 * верно I 3^ (-&-> - Э^Са)\ <<• $*СЪ>)~ %*(а) + 

*&* - г'г*)- г*ы+ ±, - ^ н-^у -

-"^»*^-.4*» , г '*.-'- Г ( ^"*1- • 
2) Пусть /}г НЧ. На основании 1 ) , ( 2 0 ) и части 1) леммы 

1 получаем ^ МГ+Ъ \ & 1% . 
Согласно теореме 1 существует { Н^}^ 6 5 такое* 

«в «н-Л-^-Л-. • 
Пусть /яг НЧ# Тогда по теореме 3 из [ 7 ] существует 

5 -множество Ч!Ц- меры меньшей чем -гщ ^ Т и р авно-
мерно непрерывная функция М, такие, что 

(32) Ух(хе0д4&-х(хеЩ')э?(Л(х)1<Н„}^9х)) . 

Очевидно, существует НЧ ̂
 ?

 для которого верно 

(33) I Ль I <. 4р,ф . 
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Пусть-р, НЧ, ф,0 & ̂ г . Ввиду { Н ^ - ̂ 1 » , пред

полагаемых свойств функции Т и того, что для почти всех 

КДЧ .х и8 О А 1 выполнено (22), существуют 5 -мно

жества *$&?* ^Щ? и ̂ * меры меньшей чем "Д-. —т^тр 

и такие, что 

Vл(xе0д^Л-1С^*^1)эЗжСРС.г,-ГН^,x)Л 

4Р(жД^?^,х)))АУосСо(€0д'}А-,С«б^.3
)эЭ^СРСх, 

<1^^х)*»С»,Г,х)>;* У Д Г ^ « 0 А 1 А П С Х С ^ ) Э 

эЗхСРС^1^1,х)*РСг^С .^,^)Цх)АРС*,^,х))) , 

Пусть *€Ц* объединение 5 -множеств Ч^1

? *б^*; *С^% и 

*^*, Тогда мера ^С меньше чем о**** г и ввиду (32)-

(34) выполнено 

V x ( x € 0 д 4 Л - ^ ( x в ^ ) э ])С0 ; Г - ^ . , х )) . 

Ив а С У , * * ^ ) Л й С ^ , - С * , ^ *^ ) следует 

а с г - ^ , < * д ^ » д ) • 
Пусть < а ^ Д Лг^ Ъ*в<1 система неперекрывающихся ра

циональных сегментов, содержащихся в 0 й 4 . Тогда сущест

вует согласно лемме 3 система неотрицательных КДЧ <гг% .Ь.^ 

такая, что , Ё V, ^ Т ^ ' А Л А*я всякого НЧ Ф , ^ .: 1 . г 1 1Г, «. -т= 
-ч * 2. 

-_*/*>, верно 
--л -1 СТСХь) -%,<:*>.)) ~С?Са.)-%(л.)) ± «* • 

я , следовательно, 

ХКПЛ»-.)-г(^))-(Г(а.)- &,(*•))[ 6.Г 1Л « -—-я- . 

3) Ив 2) и того, что для всякого Ш ^ функция 3^ аб

солютно непрерывна, следует сраэу абсолютная непрерывность 

Функции Т . 
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Но тогда существует согласно теореме 2 иэ [ ? ] "Сб^^в Ц 

такое, что 

Уху, ( 0 - * * * * > * * э % ) - ^ ' - ^ У < ^ ^ } 1 

для почти всех КДЧ х из 0&4 выполнено Зх С РОс, < О^^хУ* 

&1)(х Т9 х )) и> следовательно, ввиду предположения теоремы 

верно { б ^ « <-^1п. • 

Следствие* Пусть ^ и У функции такие, что -%^ С«Р) & 

& а ( Ф ) и Для почти всех КДЧ ,х ив 0д4 выполнено 

Т>С4(х)9 Т7 х ) . Тогда Ц С-Р) , #" абсолютно непре

рывна и 

Доказательство, Утверждение является непосредственным 

следствием только что доказанной теоремы и теоремы 5 И8 С71 • 

Теорема 3» Пусть У функция,» а ^Г^т. -последователь

ность ступенчатых остовов такие, что 0*(Т) . •СЕ.?-.в5 и 

для почти всех КДЧ .х и8 О А А верно 

ЗхС?Сх,<ГпЪп ,»)ЬЪСъ,?,х)) . 

Тогда .У абсолютно непрерывна и существует *Ю^$Л|, €• 1^ 

такое, что <0^^т "С-^г^ и Ул/у, СО -*,Х < ^ , 6 1 э 7(ц*) -

-УСх). //<6пЗп). 

Доказательство» Ввиду части 4а) леммы 1 и8 С72 теорема 

3 является непосредственным следствием теоремы 2 . 

Ввиду теоремы 5 и8 С7] мы на основании теоремы 3 сразу 

получаем следующее утверждение» 

Следствие» Пусть 4 и У функции такие, что 71 (4) А 

А (Ь С 7) м для почти всех КДЧ х ма О А 4 выполнено 

Р С * < * > , Г, х > . 
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Тогда 1., (-Р) } функция У абсолютно непрерывна и 

выполнено 

Ух<у.(0*кх </^6 4 э(Г(<^)~ ^<*» / * ) ' 
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