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СоттбпгатЛопев Ма-ЬпешатЛсае ЦМуагаНаНа Саго 11 пае 

12,2 (1971) 

ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ НОРМИРУЕМОСТИ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

В КОНСТРУКТИВНОЙ МАТЕМАТИКЕ 

Антонин КУЧЕРА, Прага 

Настоящая статья посвящена вопросам нормируемостк м 

аппроксимируемости линейных операторов в полных конструк

тивных линейных нормированных пространствах с базисом. 

В дальнейшем пользуемся: определениями, обозначениями 

и результатам» на [ 1 ] , [2]м [ 3 ] . В ч а с т н о с т и в еле думцем п р е д 

полагаем, что алгорифмические операторы, линейные функциона

лы и линейные операторы всюду определены в соответствующих 

конструктивных пространствах (см# [ 3 ] ) . Вуквм л,9 $,, Ль, А, ^ъ, ^ 

служат переменными для натуральных чисел (НЧ), буква» м, п е 

ременной для. конструктивных действительных чисел (КДЧ). Да

л е е пользуемся определениями х обозначениями записи алгориф

ма! <6Ь относительно алфавита Л из [ 2 ] с т р . 2 9 8 . Запись 

алгорифма ОД относительно алфавита А е с т ь , таким образом, 

запись некоторого алгорифма в стандартном расширении алфавита 

Л , эквивалентного алгорифму ^ относительно алфавита. А ; 

она о б о з н а ч а е т е * 6 ЧК 9 А 3 • Записи алгорифмов являются 

словами в алфавите Ч0 % е 10 , \ Ъ . Каи в [23 стр.302, 

АМ5, Рг1аагу 02Е99 Ке.Г.2. 2.644.2 
Зесопдагу 47В99 
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если А есть алфавит, то ас обозначает букву, не при-

надлежащую ни алфавиту Ч 9 ни стандартному расширении 

алфавита А , а Л '°° - универсальный алгорифм для 

стандартного расширения алфавита А , Таким образом, если 

VI • алгорифм в стандартном расширения алфавита А , 

Р - запись алгорифма <& относительно алфавита А , 

то для всякого слова, 0, в алфавите А выполнено 

33*'* стосй) & и (Д) . 
Обозначения: 1) Для КЯНП я* (т.»е* конструктивного 

линейного нормированного пространства) А ,̂ обозначает ал

фавит втого пространства, а Б ,̂ - алфавит А^ и Ч~ . Итак, 

если •( линейный функционал в пространстве зг я 

Р х Е *г, Б^ 3 , то для всякого X е зт 

&$^* Са ) -ж * СХ ) . (Согласно 133, алфавит А^ не 

содержит букву о . ) 

2) Если еГ - КДНП, то да обозначает равенство в 

пространстве & , 

II 1# - алгорифм вычисления нормм в пространстве 6" , 

^ - алгорифм сложения элементов пространства 0" } 

1, - алгорифм умножения влементов пространства 6 на 

КДЧ» 0^ - нулевой элемент пространства # > а Х^ к 

5̂ ,- - переменные для слов в алфавите А- . Для упроще

ния записи формул опускаем внак соответствующего простран

ства там, где это не может привести к недоразумениям* Если 

далее 4 I ^ -линейные функционалы в пространстве & ш 

ж, -* НДН, то мы посредством I -*- ф* обозначаем сумму 

функционалов +" я ф- , а посредством # - т* - результат 
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умножения функционала + на КДЧ % . 

3) Пусть д и У алгорифмы такие, что 

3 ( Р м И ) х ? и УйС? к ф) ж & для любых слов 

Р и ф в алфавите Ч^ * 

4) Для любого НЧ т мм. обозначаем посредством Ъ^ 

КЛНП всех лъ -ож КДЧ. с нормой и.о. *.*, жл.ъ Ь = тише \ль-\ * 

Замечание 1. Б СЗД определено понятие базиса КЛНП зг . 

Условимся о следующем изменении терминологии. Алгорифм оГ> 

назовем базисом КЛНП :7Г ; если для любых НЧ ^ и X е т 

выполнено / Йг С4ь) &<&(А*Х),&(М*) - элемент 

пространства я* и об"Г.4г<# X) - КДЧ, причем последователь

ность { ^ ( Л ь ) ! ^ и алгорифм. «Й* обраэуют бавис КЛНП ОТ 

в смысле [ 3 ] . Напомним ( с м . [ 3 ^ , Ч Т о если & - бааис КЛНП 

иг , то 

1) для любых НЧ Л,,'- * , /ь ^ ,ь мм посредством Я^ ^ 

обозначаем подпространство КЛНП л' такое*, что X € я^ т 

ш х ~л &су* X). а>(4>) з 

2) для любого да А мм посредством Щ^ * V*, 

обозначаем линейные операторы в пространстве зг также, 

что для любого X € 7Г выполнено Ц. (X) = 

** X *г (** X) . &С4.) ш у^СХ)** X - Ц^(Х) . 

Ввиду зависимости этих обозначений от данного баемом 

КЛНП тг , мм всегда. я*но укажем базис, х которому омх 

построении Напомним далее, что Б -пространством назы

ваем полное КЛНП, для которого существует бавис. 
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Определения, Пусть яг есть КЛИП» 

1> Пусть у -линейный оператор ив пространства яг 

в КЛНП х . Скажем, что КДО %> является нормой оператора 

ч|г относительно пространства зг > если выполнено 

Ух СХ 6 лг э I г (Х > »* * тс . IX 1# ) я 

У ^ З Х ( Х с з г Я с 1 Х 1 л . ^ п & Я у С Х ) ! ^ * - - ^ ) . 

(В случае линейного функционала пространство г являет

ся пространством Ъ4 Л 

2) Пусть #".1>Г (зг ) - множество слов в алфавите 

^ и *С **з 1 вида Р 1*1 ее , где Р - слово в алфавите Ч0 

я х - ИДО такие, что $Ь^Ф является линейнмм функ-

цяоналом в пространстве *г а ж - норма этого функциона

ла относительно пространства я* . 

3) КЛНП 6" назовем пространством, сопряженным к про

странству зг , если выполнена ел еду иди е условяя 

а) Ч^и^Р*! является алфавитом пространства 6* -

б) для всякого слова Р в алфавите Ч3 и < х* 1 

Р с 0 ш Р е УЯС*г) | 

в) для всяхяж Р в в'/ ^ 6 Г (т .е . ^ в «Г.# С г̂; , 

Р, € ? Я ( я ) ) я X б Л' выполнено 

**'*(% (% +Р а >вСХ)«3^ , *Ц^)осХ)-и3 1 г , в Г ЦСР А )осХ) ; 

г) для всякяж Р е Г ( т . е . Р € У Л (ет ) ) я КДО х 

выполнено 

»%,*<й<%. р ) * х ) « ж. »8лг#всса(Р)осХ) ; 

д) для всякого ? € & (т .е. Р с УЯ (^г ) ) 

И Р 1 Г -г З^СР) . 
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Замечание 8« Пусть зг - КДНП. Тогда ясно» что су

ществует алгорифм ^ умножении элементов множества 

?-М (от) на КДЧ. удовлетворяонщнй условии описанному в 

ЗгК Если дополнительно существует алгорифм + сложе

ния элементов множества &Н ( зг) , удовлетворжлдий усло

вию описанному в Зв). то множество &М (я ) в алфави

те Ч и -С хз I , алгорифм» о * о > алгорифм 3^ (в 

качестве нормы) а нулевой элемент вида Ь(У, Б^ 3 x 0 

(где (Г - нулевой функционал в пространстве Я ) обра

зуют КЛНЛ # , сопряженное к пространству Л' , 

Для КЛНЛ Л^ такой алгорифм сложения элементов множества 

У Я ( Л ) не существует (часть 2) примера ив С ЗЭК Таким 

обравом, пространство Лл не обладает сопряженным про

странством* 

Лемма 1» Пусть зг и X - КЛИП и для всякого НЧ & 

у. -линейный оператор и8 пространства ЗГ в пространст

во х 

1) Если пространство ^ полно и выполнено 

.-|ЧЬксх)--^сх)|г ^^.ъх^) , 

то существует линейный оператор -у иа пространства ЭТ в 

пространство Ъ , для которого выполнено 

О 1 Т С Х ) - Т л < Х ) ! , . - - -^ . 1 X 1 , . ) . 

2) Если у - линейный оператор из пространства тГ в про

странство х , для которого выполнено (1), и для всякого 

оператора у^ существует норма относительно пространства 
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от , то том «о свойством обладает м оператор у -

Докавательство проводится точным копированием соответст

вующих классических рассуждений• 

Следствие» КЛНП 0 , сопряженное к КД.Ш1 зг является 

полкмм* Таким образом, если существует баемо пространства 

0 , то оно является В -пространством. 

Определение* Пусть 0 * КЛНП, сопряженное к КЛНП тгу 

& - баемс пространства от и 8) - бавмс пространства 

0 • Ваэис 3) наеовем базисом» сопряженным к базису «0-, 

еслм для всяких Ш М, ш X е ЯГ выполнено 

(Е) » ^ * С 3, С Я СЮ) ос.Х ) ш 

ш $Р*'*СОТ, СЗ)СЪ)) со &(*,)). ЖЛьщХ) . 

Замечание 3, 1) Пусть 6" - КЛНП, сопряженное к КЛНП 

йГ 9 3) ~ баемс пространства 0 , сопряженный ж баемсу 

& пространства тг . Тогда, по определении., 

%* (I 2Н Л ) И̂  • 4 ) , Есжн обовначмм 

й>ъ *•> Я ^ С С ^ С Я С * , ) ) * Ж*,)) , то ввиду (2), для 
4 

всякого НА Ль с*^* 0 , причем -—• является нормой 

линейного функционала %г. относительно пространства Ж 

м, таким обраеом, ЯК-Ь) -* Е <% • Щ** , Б^ 3 и* 4 . 

Далее нетрудно проверить, что Д** всяких Ш А, ж Т с б" 
выполнено Э С * , * Р)** -1~ • Л * 1 * ^ СР)ос * С * )> -

<Чв> 
Таким образом, бавмс, сопряженный ж данному бавнцу КЛНП иг 
определен в приведенном смысле однозначно. 

2) Нетрудно построить баамс & Е -пространства 1± 
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такой, что не все функционалы о6^# обладают нормами. 

Такмм образом., существуют Б -пространство ж , баамс 

& пространства от к Б -пространство 6" , сопря

женное к пространству яг , для которых нельея построить 

бааис пространства С , сопряженный к баемсу & . 

Лемма 2, Пусть от - КЛНП м ^ - баамс простран

ства лг такие, что существуют КЛНП, сопряженное к про

странству .тг х баамс этого пространства, сопряженный х 

баамсу $г , Пусть {Х^}^ - ограниченная по норме после

довательность элементов пространства зг такая-, что для 

всякого НЧ ф последовательность КДЧ -С &.^ (-Х*,) *.*, 

сходятся к нулю» Тогда выполнено 

(3) X* - * - * СГ. . 

Докааатель ство» Пусть б' - КЛШ, сопряженное к про

странству от ш 3) - баенс пространства С , сопряжен

ный к базмсу Хг . По определению слабой сходимости ( Ш } 

мы. должны доказать, что для всякого Г е е сходятся к 

нулю последовательность ВДЧ К Ф С С̂  С Р ) ее Х^ ) ?*, . 

Итак, пусть. Р е б' • Тогда, как нетрудно проверить, для. 

любых Ш М, т* выполнено 

1^**С^СР)*Х*)1 6 1 Р - Д ЭС^жР). Э<*>1,*Ц|Л,+ 

* « Р Ь . .2 I Я - С * * * ^ ) ! , 

Ввиду сходимости х нулю последовательностх 

^ • • ' - ^ Э С ^ я с р ) . ® ^ ) ^ } ^ х предположений леммн полу

чаем (3) . 
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Теорема 1» Пусть Я есть Б -пространство, ^ь -

ДО» «& - бааяс пространства «Я такой, что для всяких 

КДН -и^^.»., Л4^ существует норма линейного функционала 

* #* ̂ Ч» • * > * * йусть 12 - КЛШ, а у - линейный опе

ратор ив пространства яг в пространство гг такой, что 

^ , С ^ > ^ э я^С^К.-^,))«^),Тогда существует КЛЯ **г,яв~ 

ля юще вел нормой оператора у относительно пространства 

*Г . 

Доказательство> Будем пользоваться обозначениями при

веденными в замечании 1. 

Если /р, ж 4
 >
 то для любого X б & очевидно имеем 

у С Х ) » Ик (X)» у СЖгС4 )) , и утверждение теоремм не

посредственно следует из предполагаемых свойств базиса &. 

Итак, пусть ф > 4 . 

1) Посредством (Р мы обозначим непустое множество 

такое, что 

( 4 ) У € <Р 55 У € . Л & «У й » ^ • 

Тогда для всякого У е !Р существует подпространство 

:гг ( У ) пространства зг , для которого X в аг СУ) т Хе 

в Ж & Здд, С Ц*^ СХ ) в .и- . У ) . Ясно, что если У € 

е {Р & Ул в Сг\*У*гУ ,то лея любого X € Г̂ 

Х е о г ( У 1 ) в Х с я ' С У 4 ) . 

Пусть теперь У € Ф . Тогда существует НЧ л, такое, 

что 4&1&<р,&&(1жУ)*>0. Для любого 

Х е е т С У ) положим (ГСУаХ)*, & и * Х ) 

ІriixY) 
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(Заметим, что если ^ - № м 1 ^ ^ - = ^ & ^ ( ^ ж У ) Ф О , 

то для любого X с я- СУ) — - — =- -=—-с 1.#) 
& и*У) *> С* * У > 

Тогда о\, является линейным функционалом в пространст
во 

ве $г СУ ) и нетрудно проверить, что для любого Х е яг СУ) 

выполнено 

(5) Ц ^ ( Х ) - оГСУо X) . У , сГСУа Х) = сГ(Уа и^СХ;)^ 

В и Ч1, с : Х ) | | *г » 1сГ (У а Х)1 , 
(6) У € л- (У) 8с сГ(Г о У> • 4 . 

Далее, если ^ с Я А Уа с 1Р & X, ш У̂  , то дд.я 

всякого X с иг СУ ) имеем 

(7) сГСУ^ о X ) ш сГСУ^о X) . 

Из сказанного легко следует, что для любого У е (Р 

ТС СУ) является В -пространством, 

2) Докажем, что существует алгорифм р>} применимый к 

всакому У е Ф и выдающий по нему норму функционала 

аС относительно пространства зг(У) -
/о 

Согласно лемме 3 из 133 существует КДЧ К -̂  1 такое, что 

У^УХ (X € яэМ^СХП^* К. «Х!^ ).По (5), дня любых 
У е (Р и X € 7г СУ) имеем 

(8) I сГСУ а Х)1 & X . IIX \\ж . 

Для любых КДЧ пГл .,«.. , ^ ^ ш X С зг теперь положим 

•Р (пг. * ... % /цг ж X ) %. !-а*, *^#*ХХТогда 4^ ^ _ 

- линейный функционал в пространстве тс и для любого X е зг 

4 С<̂  ж.,, Ж 4 ^ 4с X) в *гЧ^# ... Ж 1Г^ ж И^ СХ)) . 

Ввиду предположений теоремы существует алгорифм Ль такой, 
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что для любых кда ж 9 000р пг^ выполнено 

I *ъ ( <^ ж. . . * пк ) к Ли (а% ж ... * пц^ ) - норма функ

ционал* 4 * . ^ ^ _ относительно пространства зг . 

Нетрудно проверить} что ЛЧ* - равномерно непрерывный ал-

горифмический оператор на КЛНП Й ^ в КЛИП ^ . Пусть те

перь У*е I?1*. Мы построим <р ( У ) , Если для Кда г^,... 

• • •» 'Ч^ внполнено 4 (*г * ... ж т^ * У) ~ 1 , то по ( 5 ) , 

для всякого X в з г С У ) имеем 

(9) * (п% Ж ... *4(1Ж Х)«сГСУо Л ) и, следовательно, 

(10) ! сГ (Го Х)\ -6 *ь (<%* ... ж 1 / ^ К И Х ! ^ . 

Пусть 2) СУ) - множество -ф> -ок КДЦ ̂  ж ... ж а^ та

ких, что 4 (V Ж ..• * <У^ Ж У ) » 4 . Ввиду (4), 

существует Ш 4, , для которого 4&4/&4ъ&*Ъб'(<1*У) + 0. 

Не теряя общности допустим, что & (р, * У) *** 0 * Для 

ВСЯКИХ ЩВ ПКш ... * 4Г1 ^ положим 
4 *-* 

Ясно, что д* - равномерно непрерывный алгорифмический опе

ратор и* КЛНП %^ш01 в КЛНП ^ , причем для любых КЛН 

.. . ж ^ б 2) С У) выполнено 

(11) % > ( * & * ... * ^^^ ^ е ® (-У) ш л*}, * ... * м*ф, в 

ш (^ С ^ ж ... *м*^„4 ) . 

Обозначим X в X -5 1 б %р.~4* ^ Ч * * , ^ *• * Нормальна» 

комаоакция Лгв д« - равномерно непрерывный алгорифми

ческий оператор не КЛНП ^^,.л в КЛНП ^ и, таким 
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образом, используя идеи доказательства теоремы 5*4 ив 

[&3 стр. 435, можно докааать существо ванне КДН ^являю

щегося инфимумом значений оператора Лг * $* на множест

ве Я . Определим теперь ер СУ) --5? % • Докажем, что 

со - норма функционала 5Г, относительно простран

ства зг СУ) . 

Ввиду (10) н ( И ) , имеем Ух (X € зг СУ) э I сГ СУ о Х)1 -6 

--г ^ . 1 X 1 ^ ) . Далее воспользуемся следующим вел оно -

гательным утверждением» 

Бели ? - линейный функционал в пространстве я СУ) и 

<иг - ВД1 такие, что Ух ( Х с Я СУ) з 1§СХ)1 * *иг. IX /1^) , 

то не может не существовать линейный функционал ^ в ПР°~ 

странстве ЛГ , для которого 

У1(ХезгСУ)ъ%СХ)ж§СХ))^%СХетэ\%СХ)\&тгЛХ%9Г). 

Подробное доказательство мы здесь не приводим и сделаем 

лишь некоторые замечания. Сначала можно построить базис Щ 

пространства ЗГ и подпространства 6^ С#-« 4, •**, 4^ ** 

пространства зг такие, что & С^ь) ж У , 

\М±4ъэ ^С1)ж &С*)) и для лшбмж X е зг ш & « 

* 4 , . . . ,^ Х е % » \ С , * , < : ^ => «^ С4Ь* X ) *-* 0 ) . 

Тогда пространство 01 совпадает с пространством зг ш 

пространство ^ с пространством зг СУ) . Затем, ввиду 

сепарабельности пространств &, С^ «г"!,..., &) , можно 

методом описанным в доказательстве леммы 5 на С 3.1 посте

пенно в /р, - 4 шагах докааать, что не может не существо

вать требуемое продолжение функционала Е на пространство 

С «-*••• на пространство зг 
1 ' 
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Допустим теперь, что для НЧ ^ выполнено 

VI (X т*гСГ) ЫХ1„ 4 4 => 1<ГСГаХ)\& *-—%>* 

Согласно вспомогательному утверждении н, по (6), не может 

не существовать линейный функционал ^ в пространстве 

& % для которого 

VxСXьяС^) =><Г1СХ)т &СГаХ)) &V%СXе я => 

^\ПСХ)\ & тип,СГ:,<х,- -1^ )• *X *п ) 

и, следовательно, С̂У>-=г 4&.VxСXв& э цСХ)** цСЫ^СХ))) . 

Значит, не могут не существовать КДЧ ч/^,.,,, л^, такие, 

ЧТО 1^ * . . . Ж /|$1 € 2) С У ) ж /$* С15 ж . . , Ж <г^ ) -^ 

4 тип* (Х7 %, Г5Г ^ * Заметим, что для любых КДЧ ^ , . . . 

• ••, ^.*, выполнено 4 (и,^ ж ... ж <о^ .* <$- С̂  )) » АА,^ 

С4 » ^,.,,, ^ ) и, следовательно, 

й -а,̂  ж ,,, ж _и> . 11̂  « /тлл^ I #ц- I 4 Ль Сщ,* ... ж д ^ ) . 

Таким образом, по (11), не могут не существовать КДЧ ч^,... 

••ч^ . -Для которых -гг; ж ,#, ж/1)1 „ в К. и 
/ т*""1 ' 7***"» 

*, (с? с*} *... * < ^ » * х - -р: • 

Но вто противоречит определении КДЧ х . Итак, имеем 

-. З г У х СХб^гСУ)Зс $Хй„ 4 4 => \<ГСГаХ)\&х.~~2%) 

и, следовательно, 

\-1 -I 3ХСХ€ л- СУ) & II *И#.* 4 * |^СУоХ;1 >х-~~ь) . 

Ввиду сепарабельности пространства, от СУ) можно на осно

вании принципа А*А* Маркова докаэать 

У^З х СХеогСУ; А 119С»^^ 4Ь 1<ГСУоХ)1 > % - ~ > . 
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Таким образом, КДЧ срСУ) действительно является нор

мой функционала ау относительно пространства <пг СУ) . 

На основании (10) и (11), <рСУ) является тоже ин-

фимумом винчений оператора Ль на множестве 3) СУ) . 

Далее! по (6) и (8), для любого У с (Р очевидно имеем 

(12) -1 * фСУ) * К * 

3) Если <р обоеначает метрическую функцию простран

ства яг , то С (Р9 д> ) является метрическим пространством» 

Ввиду (7), ив X, е (Р 8< У2ш <Р & У^ ** У2 следует 

срСУ ) =- <р СУ ) . значит, <р - алгорифмический опера

тор И8 пространства С Ф9 -р ) в КЛН.11 % , Докажем, что опе

ратор <р равномерна нелрернвен в пространстве С (Р р> > . 

Для этого достаточно доказать, что если У^ € (Р&. У е (Р & 

1— 
1~*iУr~ 2K 

& B У . - Ï L - - т-- . тo 

из) *<?ог >- 9 с х ; ) | ^ л х 1 . «VX, йж -

Допустим у б (РА Уа с ГР& 11 Уж-% И„ * ~-~- . Бели 

<рСУ ) * <рСУ„) , то (13) внполнено. Пусть, например, 

9>СУ><: <рСУ)# Построим»! ^ такое» что ^СЗ^ ) ^-— < 

^ <$>СЭ̂ > и пусть <̂  - НЧ, 5, *Ь <ц0 «Согласно 2) , <рСУ) 

является инфимумом эначений оператора Ли на множестве 

Зй СУ^) и» следовательно, существуют КДЧ 4 ^ , . . , , пг^ 

такие, что ^ * . , , * ^ 6 Э ( У { ) и 

По (12), имеем тоже срСУ ) ^ X . Тогда, обозначив 

^ ^ ^ . . , * 4 ^ * получаем 
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(14) \ ч С ^ К т1СУ1)\ ж \Ч(Г±)-Н 6 

*ЛСаг,*...*^).11ух^\\0г*%.1У1-У11„ * у . 

Таким обравом> ^ С 3^ ) > 0 и существует ВД1 пг >> О 

такое, что 4< • ^ СГ ) -., 4 , Значит, *г«, «̂  ж „ , ж от. п^ € 

в 5)С!^) м, ^вдоватвльно, <рСУ^) & НС«г.<ЩЬ... Ьчг.ъКр)** 

апг.Яь(/ц*,.,*пг )^пг.срС}^;.Отсюда /аг->> 4 и ^С}^)-*-; 4 

м, по (14), ̂ С У ^ ^ и ^ ^ ^ ) - ^ К. «Х^-^ «^ • 

Сиедовательно1^-.^.^С^) .»^-^^Х.«^^Я ! 1 Г *^-^ ~% * ^ • 

Таким образом» пг т 2 ш у - 1 & -2К• Я У2 - У̂  Я г • 

Имеем 

1 у С ^ ) - 9 ^ ) 1 - <р(Гх) - 9Ц) * 

6 аг.Н («% *.*. ж*!^) - <?С%) ж 1Г.С<рС%)+ ~ ) -

- у ф « С 4 г ~ 4 ) . < р С р ^ | . 

Так как НЧ ^ может быть взято сколь угодно большим, то 

(13) выполнено. Случай <рСУл) < <р СУ^ ) рассматривает

ся, аналогично* Ввиду того» что п-чСфС)?) < <р СУ%)\гфС%)** 

т яр СУй) >/ орСУ ) 2» ф СУ% )) и что и8 неравенства (13) 

можно снять двойное отрицание, то (13) доказано. Итак, дей

ствительно, д> - равномерно непрерывный алгорифммческмй 

оператор ив пространства. (&,$>) ш пространство *5Ё • 

4) Теперь можно перейти я доказательству существова

ния норм» оператора у . По лемме 1 ив СЗЛ, оператор -у 

ограниченный и, следовательно, равномерно непрернвный в про

странстве 7Г . Таким обравом (ввиду ограниченности опера-* 
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торов <р и у на множестве (Р ), у СДГ). 1у (X) II <-* 

равномерно непрерывный алгорифмический оператор ив про

странства С (Р9 р ) в КЛНП % . Теперь аналогично доказа

тельствам теоремы 5*4 ив [23 стр.435 и леммы 4 из 131 по

лучаем, что существует КДЧ <иг , являющееся супремумом жиж-

чений этого оператора, на множестве (Р . Покажем, что *г 

- норма оператора у относительно пространства зг • 

Заметим, что для любого X с 7Г выполнено у СХ) — 
в У с Ц ^ < •* > > * Яусть теперь X б я- . Если 

« Ц ^ С Х Н ^ « 0 , то очевидно II 1р СХ) Я̂  * тг. ЯХЯ^ . 

Если I и ^ СХ) 1^ + О , то обозначив 

U^CX) 

нцсхи.,, 
, имеем У 6 <РА X е зг СУ ) 

по (5), Н И ^ С Х ) ! ^ *\<Г(УоХ)\. Таким образом, 

|у а>1„ « л и ^ с х ) ^ . «1*гсу)0е*./</суохл -

, В у С У Л ^ у С У ^ %Х1п. 1 у С У Д г ^ <ыг. 1Х1„ . 

Ввиду ТОГО, ЧТО -1-1 С1Ц^СХ>1#« О У Ш^СХ)!^ 4- 0) 

и что из неравенства 1т|гСХ).Г •& « г . 1 X 1 ^ мож

но снять двойное отрицание, доказано 

УХСХ с зг э « у СХ)»^ ^ * г , 1X1,,, > . 

Пусть далее Д, - НЧ. Тогда существует У т (Р й для кото-

рого <р СУ) . I у СУ; 1^ » 4сг - ^ ^|к 

Согласно (12),очевидно имеем 1 у ( У ) Г 6 ^ <б г ^ 

где ж -% /т-ал> С/кг, 4 ) , Как мм уже внаем, фСУ) -

норма функционал» о\. относительно пространств* 
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от (У) и, следовательно, существует X с п СУ ) 

такой, что \Х%п & 1 ш д>СУ) г* сГ СУ .о .X.)->• 

1суСУ) - с Г С У а Л Л . ИщгСУ)1Ц^ 6 ^ - ^ . 

Л° <5)> М^^-** - = с Г С У а . Х ) . У к» следовательно, 

ЬцгСХП^, « Лу СЦ^СХ)))^ = 1.сГСУа X )/ . Ну СУ.)/^ > 

г (суСУЛ . ЯуСУЯ^ - . 9 ^ ) " <ПУоХ)\ . 

0 ЙуСУЛ^ » <иг -тщ: • 

Итак, мы дока а ал н 

\ЗхСХе з г А 1 Х 1 ^ А * 1убХ)1 г > *г ~ ^ ) . 

Таким обраеом, КДЧ /ЦГ действительно является нормой опе

ратора ^ относительно пространства. & ш теорема дока

зана* 

Следствие* Пусть т есть & -пространство к & -

бааис пространства Ж , доя которых существуют КЛИП, со

пряженное к пространству ж ш бааис атого пространства;, 

сопряженный к бавнсу &г . Пусть далее ^ь - НЧ> ъ -

КЛНП, а у - линейный оператор на пространства Л' в про

странство % такой, что Уь САь >> ф -Э ту С&(Аь)) » (^, ) . 

Тогда существует КДЧ <цг , являющееся нормой оператора у 

относительно пространства зг • 

Докавательство« Ввиду предполагаемых свойств простран

ства; 0Г ш баенс* Яг 9 очевидно для. всяких Ш М, ш кда 

м^, • #. , м,^ существует норма функционала 

Ё?1и'4> * ^%>* •• Т а к ж | 1 обравом, выполнены условия теорем» 1. 

Замечание 4* Е -пространство д!, не обладает 
7 
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сопряженным пространством, но можно построить бааис & 

этого пространства такой, что для любых НЧ Ль и КДЧ 

>о^
 ?
,.,, , # ^ существует норма функционала 

Д ** • к* • 
Теорема &• Пусть $г есть Е -пространство и Иг 

- бавис пространства г̂ , для которых существуют КЛНП, 

сопряженное к пространству ж и бааис этого пространст

ва, сопряженный к бааису & . Пусть X. - КЛНП, а уг -

линейный оператор иа пространства 0Г в пространство ъ 

такой, что для всякой последовательности {-Х^?^ злемен-
с. 

то в пространства ж ., для которой Х^ • (? 9 после

довательность КДЧ <С ^трСХ^) Иг 1 ^ сходится к нулю. 

Тогда существует КДЧ х , являющееся нормой оператора гр 

относительно пространства тг и далее, если для любых № 

Ль и X б от положим *щ^(Х) &? щгСИ^СХ)) (т.е. 
4* 

^ С Х ) « у С. 2 & (ф* X) . & (#)) }, то длж всякого 

НЧ Ль туц - линейный оператор иа пространства Ж в про

странство х> , обладающий нормой относительно пространст

в а я г , и выполнено 

(15) \&%Чъ\ (Хея> А Л, ^ а => | у СХ) -

- * * « > ! „ * | . %Х1Ж > . 

Доказательство. Будем польэоваться обозначениями при

веденными в замечании 1* 

Аналогично лемме 4 иа С33 можно доказать, что для любых НЧ 

41-, <Ъ существует ВДЧ т*^,,* | являющееся нормой операто

ра у относительно подпространства # А + ^ - ^ * О4®-

видно, что для всяких НЧ & , % , к,9 /» , для которых 
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!К ^ А /|1 + 5 1 ^ л , + /Ь , вдаолнено 

1) Пусть ^(^^Ль м (#пц*ь, - последовательности НН. 

Докажем! что если выполнено Х&З^У^ (Льё; % а '"'т.*' *** *> 

то последовательность КДЧ { ^̂ п**.,*-* 1^ сходится, к нулю» 

Для любого НЧ А, существует Х^ с зг- *и+т, ~ч такой, 

что 1ХЫЪ„*А & * V ™м™ъ* Ч^^" -^1Г • Тогда, 

согласно лемме 2, Х^ * Ож и, следовательно! после

довательность КДЧ «Г II 1|г СХ;§е > й ^ } ̂  сходится, к нулю. 

Такмм образом, сходится, к нулю тоже последовательность 

* ^т^, т,м **, ' 

2) По 1), для любого НЧ лг последовательность 

<>ц|1 ^ 1 ^ сходится к нулю. Ввиду того можно аналогично дока

зательству леммы 2 иа С31 построить алгорифм *0С такой, 

что 

а) для всякого Ш & ^СЦ** - алгорифммческий оператор 

ив КЛНП «в в КЛНП %^ , 

б) для всяких т 4^1 г * Р«-«ионального числа а, выпол

нено 

если 1 а-1 & 4 , то ^ ^ ^ а / ) * ^ ^ * е с л * 

-А— *\а,\ < -^ , *о « С * * а > « ^,*~*$к,*>-

Заметим, что для любах Ю Л м № 4* выполнено 

<0К С I* « 4* > ** О' . 
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31 Пусть { 44^ ? л - последовательность КДО сходя

щаяся к нулю. Докажем, что тогда сходится к нулю и после

довательность {ЧЫАхлл^^ . Не теряя общности, допус

тим У^ С 0 -5? ль^ < Л ) . 

а) Пусть сначала ^С/а^.> ^ - ) . Тогда можно построить 

последовательность НЧ О^ь такую,что для любого НЧ Ль 

м, < —г— , Следовательно» последователь-

ность {-г- 1^ сходится к нулю и, по 1), сходится к нулю 

и последовательность С 'Мй $ &+& л̂ь - Ввиду свойств ал

горифма % для любого НЧ ..% выполнено 

По (16), имеем «Од^+^Ь ~ "%>**+* С^ ж °> *> 2 > • 

Таким обравом, для любого НЧ 4* 0 & <€€ С Н # -о^ ) ^ 

~ /-^* л, л и» следовательно, последовательность 

{<0& С А * ^ А ) К сходится к нулю. 

б) Допустим теперь, что ^л^См^ & Ъ*+Ъ ^ # **оглнсяо ^Ь 

последовательность 1 /ш^ ̂  1^ сходится к нулю. Итаж, ес

ли --}г - НЧ, то существует Ш %, такое, что 

\ ( Н а $ э 4 1 ^ ^ & ~ ) , Пусть А - НЧ, 4 ^ ^ . 

Если ^ * ^ , то 0 ж <01СЬ> * л^) * ^ . Если ^ ^ 0, 

то очевидно существует НЧ Л такое, ата /. * М, + 2 А 

& д -.с л,- «г X # Тогда# аналогично а) и по (16), *-
Л.+2 *•*' А, л 

Ввиду того, что -г- Со^»* О V «,
Л
 > 0 ) * что N8 нерЬ-
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4 
венства *Ш (Йь * ЛА,^ ) -* -г можно снять двойное отри-

М* ф* 

цание, имеет место Т̂->С.4& & % э О & С&С С М * и^) * ^ )• 

Таким образом, последовательность С «б!» С4ь яК -сс^ ) ? ^ 

сходится к нулю. 

в) В общем случае (т.е. У^ С 0 & лл,^ <* 4 ) ), для вся-
л 4 

кого НЧ Ль обовначим ^А % /тал* ( 3 ^ 3 > ^М^ * 
1 4 

1Г, -% /тс**< С -г—Г , -«/- ) . Тогда 

1^-1—1 (>Ц^«г 4 ^ V М*^ т д г ^ ) И, ПО а ) И б ) , П0СЛ6Д0-

вательности «С <&С СМ # пА )1^ и < * С ( 4 * ^ Н ^ 

сходятся к нулю. Таким образом, последовательность 
•С <€& С4|/ * АО^Ъ действительно сходится к нулю. 

4) Построим теперь конструктивный аналог классическо

го про стран с»* ча. е 0 (т*е. последовательностей действитель

ных чисел сходящихся к нулю). Пусть. Л - множество слов 

в алфавите Ч0 и "С &* } , для которого Р е. Л тогда и 

только тогда, когда существуют алгорифмы. V ш V такие, 

что Р ж Ь<€, Ч 3 (XI € * , Ч0 3 , причем для всякого 

НЯ М, выполнено I *€ СМ,) ? *€ С М.) есть КДН, а алгорифм 

*§ - регулятор сходимости х нулю последовательности, 

{ *в(М)1^ . В согласии с классической математикой можно по

строить алгорифм» сложения еле ментов множества А ш умно

жения алементов множества А на КДН, нулевой элемент мно

жества Л и алгорифм вычисления нормы (действительно, су

ществует алгорифм применимый х всякому ? е А и выдаю

щий по нему предел последовательности 
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л+1к*Ль ^ СС^СР)ос^)/ } ^ ) , причем эта система бу

дет образовать полное сепарабельное КЛНП, которое обоэначим 

посредством с0 . Заметим, что если Р е Л ж 

Р х 6 <€, Чъ 3 М € %, Ч0 3 , то ддя любого НЧ м, 

©*** Сдл СР)вс Аь) ж <есль) . 

Для всяких НЧ %ь » X е. с0 положим <рСк. *> X) *Ф 

*& <0ССЬ * & ^СЭ^СЮсс Ль)) . Тогда, по 2) и 3), алгорифм 

Ф удовлетворяет предположениям леммы 2 из С 3.1. Таким 

образом, имеем 

Для всяких НЧ Ж , Л очевидно существует Х- с с^ та-

кой, что © э ' СЛСХ*)<х Л ) ас 4 и для НЧ ^ , 
»̂<* 

^ Ф * , Ъ>*' СС?, С Х^ ) ос $, ) зс 0 . Значит, 

Следовательно, ^ 3 ^ ^ ^ С^-^^ А ^ ^ 2 , 3 41^ > л -* — ) 

и, по (16) 

(17) \ЗгУъ\С1*г * **к,ъ * Ъ > • 

5) Для любых НЧ Мь И X € эг положим -цг^ СХ) -%» 

^ Г С Ц * , С Х » и ^ С Х ) -% у С*И^СХ)) . Тогда ^ 

и ^1с. * линейные операторы, иа пространства зг в про

странство т * Докажем, что операторм у ^ обладают тре

буемыми свойствами» 

Ввиду свойств операторов 11^ 9 имеем У^ V* Сф >* Яь =? 

э щг^ С&Сф)) « ^ ) * Тогда, согласно следствию 
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теоремы 1, для всякого НЧ М оператор я^ обладает 

нормой относительно пространства! от . 

Докажем (15). Заметим, что для любых НЧ 4 и X е зг 

Ц.СХ) ж уСХ) — тк СХ) . Далее, по лемме 3 ив 132, су

ществует КДЧ X & А такое, что У^ У% СХ е зт э 

Э й У^СХ)\\п & К . Й X (1̂  ) , Пусть теперь ^ - НЧ. По 

(17), существует НЧ % такое, что для любых НЧ А, Л 

л 

если М 2? ̂  9 то пи^ ^ *ё "лгЖ ' Допустим, что сущест

вуют НЧ Яь и X е тг такие, что Л ^ ^ А Ц X й̂  « 

» А& Ятц^ ^Х)/^ >• ~ . Ввиду ограниченности опера

тора ц^ можно построить НЧ аъ и У е я^ ^ такие, что 
л 

гть * Ло + 4&1У1ж*г4А1ук<У)1г > ^ . (Возьмем 

П^СХ) 
у^ , •— длЯ достаточно большого пь . ) Тогда 

У^СУ) € Я%^+4ъ и> следовательно, ^Ч/^СУ)^ ~ 

Но это противоречие и нетрудно видеть, что отсюда полу

чаем (15). Таким обраеом, согласно лемме 1, существует КДЧ 

^являющееся нормой оператора, у относительно пространства 

# . Теорема доказана. 
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