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С оттепЪ э п о п е е МаЪпетаЪ 1сае ц*п!уегэ11;а^18 СагоНпае 

1 3 , г (19721 

НЕОБХОДИМОЕ И ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ ПРЕДСТАВИМОСТИ КОНСТРУК­

ТИВНЫХ ФУНКЦИЙ В ВИДЕ СУПЕРПОЗИЦИИ АБСОЛЮТНО НЕПРЕРЫВНЫХ 

ФУНКЦИЙ 

О. ДЕМУТ (О. В12ШТН), Прага 

В классической математике каждое иэ следующих трех у с ­

ловий является необходимым и достаточным для того, чтобы 

функция € , непрерывная на сегменте 0 л ^ , была на этом 

сегменте представима в виде суперпозиции двух абсолютно не­

прерывных функций: а)) (5) , б ) ( Т ) & ОТ) и в ) { отобра­

жает множество тех точек и а О А 4 , в которых й не име­

ет конечную производную, в множество нулевой меры (С1], с т р . 

2 8 8 - 2 , [ 2 ] ) . В конструктивной математике аналоги этих условий 

являются необходимыми, но не являются достаточными условиями 

наэванной представимости. 

Действительно, функция ср » ( т " # ^ / * 9 ' + ^% ' г д е 

$ и а. функции и ф покрытие ив примера иэ [ 1 0 . ] , а 

Уа* (Иф(х) ш аи . тгоис (пит, С«х, 4 ) , 0 ) ) , 

является возрастающей на О Д 4 % полигональна на всяком 

сегменте покрытия фр Чхц, (\ <р(х) - ср(уг)\ & \х ~Ц>\) и, 

следовательно, ср удовлетворяет условиям а - в). Вместе с 

тем .с * 9- м <р не являются абсолютно непрерывными и 

согласно теореме 2 иэ [ 1 0 ] ср нельэя представить в виде 
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суперпозиции двух (и тогда и большего числа) абсолютно непре-

рмвных функций. 

В следующей мы, не теряя общности, ограничимся рассмот­

рением функций € 9 для которых выполнено 0 -Й- 4 *& 4 . Такие 

функции будем называть функциями типа А. 

В дальнейшем пользуемся обозначениями и определениями 

из Г5 - 1 1 ] . 

Обозначение. Пусть су функиия|-С'йХ/Л1/П>€к % ^^т,* -^ ' 

Тогда мн посредством & (&, ^УЯ'тУт, » ^^т)^ обозначим: 

Ух С.х е №1^1,^ э Ц>(х) е-СЙ^^) и для почти всех ВДЧ пу вер­

но 

СфшИ1„Ъ* Зх(***т„}„ АфЫ-.ц,» > 

Замечание 1. Пусть <у равномерно непрерывная функция, 

ш { абсолютно непрерывная функция* 

1) Согласно 141 существуют алгорифмн < 5, <̂ > м <1»9->, 

применимые к всякому сегменту х Д ^ м выдающие по нему 

супремум (соотв. инфимум) множества 

Л4Г С Зм> (м* е л л лу &> пг т ср СгШ ) ) ) . 

2) Мы обовначим Ул^Сх < пу э ^^суУ^хйпу^ Ф <1,д,)1МА%А 

<В,су>ихАпул) &{<сд,су>^хА пул ^ \<(Г,су>и*Апуи 1)) -

3) Согласно [51 м [41 существует алгорифм УН} 9 при­

менимый к всякому сегменту X А пу и выдающий по нему вари­

ацию функции € на X А пу • 

Ввиду [83 для всякого &# -множества $ Н ^ ^ ряд 

2 V С { ^ и Н ^ | 4 , ^ сходится* 

Определения. Пусть С Функция типа А. 

1) Мы обозначим %л С | ) , если существуют последова­

тельности 5 ^ -множеств И Н^ }фЪа ш $ -множеств 
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^ ^ & и последовательность абсолютно непрерывных Фун*~ 

ци# ( ^*^л, такие, что выполнено 

для всякого Ш I верно СЯ** '^ 5 < Н * ^ в 0 А 4 , 

<^.* + / Г

 н су*> ? м е р в <^«. „еныпв чем - ^ 

V j t C C x в ł H * ^ э f Cж)* ^ * * f*C*)в « * ) * 

&C-IЗm,CЭJL ( Я t ) < x< Э . C H * ) ) э f * C * > - f C x ) » * 
Jџ fìb- Пv 'Л-

л v x c г < x - , f VCf*ІuHІa < - 4 ) . 
m..и 

2) 11м обозначим У^ С { ) , если существуют последо­

вательности 5 -множеств 4 /?*^р, > абсолютно непрерывных 

функций 4 {**} , НЧ СМ~К * элементов пространства, М -

4 < ' З Я ^ | ^ у такие, что выполнено 

для всякого НЧ *̂  мер» | ? % меньше чем — — , 

*«- V е -Чи * 

^ С С * е ^ Э * С * ) е < Ж * } „ . . . Ь **Сч)е *ЗЯ* ?,„.)& 

& С* с 0 л 1 & -I С * е ^ а ) э €*Сл) -

- 4С*)А З д - С]) Си,, ..*-,»<)& 1АС1 < *•*,») • 

Теорема 1 . Функция $ типа & представима в виде € » 

- .•Ж .? , где .Г и 1?, абсолютно непрерывные функции типа 

А тогда я только тогда, когда УЛИ) • 

На основании результатов на [5] и [61 можно доказать 
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следующее утверждение* 

Лемма 1. Пусть с^ функция типа А, а *С4е^ после­

довательность НЧ такие, что VI (X (%>, Л 9 М,^ ) . Тогда 

1) для всяких НЧ I и &$ -множества ^ мерн мень­

шей чем -г; существует 5 -множество Й̂  мерн 

меньшей чем 4~ такое, что V.* Сх в ^ э $, (х) е ^ ) $ 

2) для любого •С9#/П,*,п, « .М существует {/^С/П}(Пе 

В Ж такое, что # С^, <ЯЯ^ > л , * ^ 1 п ^ , причем 

бХ если существует «( б ^ $ с Ь , для которого вер-

но У * / ^ С 0 ^ * < / ^ ^ ^ э 9 < С ^ ) - 9 ^ ^ ^ : : г / ^ ^ л ^ ^ т о 

Лемма &* Пусть Г функция, <а(* РЧ, а ^ 5 ^ -множес­

тво такие, что 

0^^<&Ух(^€0^^&п(€(х)е^)эп^Э^(]>и^х)^и\^с1)) 

Тогд* 

(О У*^С1*С*)-*С^)| бЛ^х-^+^КрУИС*)) -

-«, <^><*С^))1) , 

Локазательство* Определение ^ < ̂  > приведено 

в С И ] . Допустим, что (1) неверно* Тогда согласно теореме 

Г.С* Цейтина и 418} из [3} и принципу А*А* Маркова сущест­

вуют РЧ си ш Яг} 0 < а, <: 2г «с А 9 и НЧ ть такие, 

что 

1.ГСа)-€С^)1>Сс1+-^)Л1к.а)4.|^<^>С^Са,))-^<^>С.СС^))1 , 

Пусть, например, $(Яг) < &(а.) » Можно построить после­

довательность рациональных интервалов { Н ^ } ^ и алго­

рифм *6 такие, что всякий сегмент последовательности $> 
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содержится в определенном интервале ивЧН^З^, 1Са)€Я,& 

к €С&) е Нд , ряд ^ 1Н^1 сходится, ^ приме­

ним к всякому сегменту я Л п&> и выдает по нему сумму ря­

да. % СтсисСтип^О^СЯ^) 9^,х)~тж(тп>(Эл(Нь) ,ф),х)) 

и выполнено \*Са.)-*СХг)\ > С ^ * ^ ) . СА'-я,)* *и* СЛг) л {(а^ . 

Заметим, что ^ является неотрияательной аддитивной 

функцией сегментов» 

Мм определим ^ ^ а , ^ * & • 

Пусть л НЧ и пусть уже построены РЧ а,^ и #^, та­

кие, что 

(2) 0<<ъл* съ^* Ь^*!1г^4Ь1(*г^) * 1С°*^) & 

А*Со^)~..К^ * Ч » Ь . 

Существуют РЧ С и слово Р , для которых верно 

**,*-• <>-**,* - С ^ ) + у - С 1 С а ^ ) - ^ С ^ ) ) -^ *"Сс>< 

< * С * л ) + -§•.« ( а л ) - *иъ-»Ь(?жЛ э ! - С а л ) -

- €Сс) > СсС + - ^ ) . С с - а ^ ) + €,_^Гс)<д1Сат,)_1)А 

ЛС-1 С Р з : Л) э . К с ) - .5СЛгЛ) » Сс* + -1 ) . <*п- с ) + 

+ ^ с е ^ ) * *сс)_,) . 

Им определим С Р х Л г> СаЛ +^ -^ а ^ ) & 

ЬСЛг^ - ^ с ) ) & С - 1 С Р - с Л ) э С а Л + < - 2 - с ) «* Ог^.,-^ *-,)) 

Итак, мы построили последовательность сегментов 

4 ^ А Яг<пУт, т«*кую, что для всякого НЧ /п, верно (2), 

< ^ * ^ * < * а ^ Д ^ * О - с ^ ^ ^ ^ - ^ С ^ , ) * 

< § • С * С * Л > - * С ^ > > и, следовательно, | о ^ А ^ I ^ 

^ — ^ 0 0 Существует КДЧ ее , являющееся общи»* пределом 
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последовательностей -Ссь? и От % . Ясно, что 0 << 

< % < 4 , 

Допустим, что €(х) е ^ . Тогда ЭЛ^а(х)еН1к) и, 

следовательно, ввиду непрерывности функций (13]) можно по­

строить НЧ (П , для которого верно I (сг^) - - К ^ ) & 

& *6 ^{(Хг^) д $ (<хт0)л , что противоречит (2) . 

Итак, п О, Сх) € ^ ) и по нашему предположению не 

может не существовать КДЧ м> такое, что 

(3) ЯСи,, 1,%,) Ь \и.\ & с1 . 

Пусть м, ЩЧ, для которого верно (3) . Тогда существу­

ет НЧ т, такое, что & С о,^ ) - $ С ^ ) - б (\м,\+ %%). (&^- а^)^ 

& (с1+ ^)*СХ^ л^) «что ввиду (2) невозможно* 

Теорема 2» Пусть % возрастающая на 0 л 4 абсо­

лютно непрерывная функция типа А* Тогда существует неубыва­

ющая функция V типа А такая, что V»* (( х € О Д 4 => 

э УС%(х))~х)Вс(х±УоС0)эЧ(к)*0)&(%(4)6хэЧ(сС)>>4)). 

Т является абсолютно непрерывной тогда и только тог­

да, когда существуют последовательности 3 -множеств *С^ *%, 

и НЧ $&>%}% такие, что для всякого НЛ ^ мера %•* мень-
4 ше чем -7ГЗГ и 

1 * А 

и)Ух(хе0д48с-,Схе$>*')эЗ*(Т>и,%,х)& ^ & АС)) . 

Доказательство* Мы ограничимся установлением достаточ­

ности приведенного условия* Согласно замечанию 6 из [11] вы­

полнено ос (Ж) . Ввиду Ц8Л нам нужно доказать &СЧГ) . 

Пусть с^ НЧ* Вез ограничения общности можно предполо­

жить, что 0 в ^*- А 4 е $* • Ввиду (4) и теоремы о про­

изводной обратной функции верно Улд, С/у, е 0А4 Зсп СФ(л^,) € 

*$*)э 3<г &(<*,%&> & 2(~ ,,%, ЖСц,)) &*>& Ь%)) . 
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Пусть {а,^ А 5Ь^ ?^
вл система сегментов такая, что 

Ъ&а< Яг&а,.*: 8гп *... ^а^ !г. * Ак.%* (а- А Иг. \< * 
ЧЙ'4****"*' 1г-Н' 

Мы получаем ввиду леммы 2 и монотонности функции $Г 

. 2 1УСа.)-УСА01 т ,2. <Л*в . СЛ>.-а.) + 

+ И>, <«р*> СУСЛ%))- ^ < ^ > С У С а с ) ) | *" тАг « 

Замечание 2. Теорема на [ 2 ] , стр. 202, в конструктивной 

математике неверна» Это показано на примере в замечании 7 из 

[113 • 

Лемма 3 . Пусть € функция типа А, ^ С $) . Тогда 

существуют неубывающая абсолютно непрерывная функция эе и 

функция а. типа А такие, что У«х^ С |0С С«х) ~ эеС^)1 -.=. 

^ 1 * - ^ 0 & ^ * ее в $*. 9еС0)« О А ^ й С ^ ) . 

Доказательство» Пусть -С-С # ^ ^ ^ последователь­

ность 5*5* -множеств, {*&, \* последовательность & -мно­

жеств, К &* }* последовательность абсолютно непрерывных 

функций, & -С -С Т* Ъ^Ъь последовательность елементов 

1^ такие, что 

%и,аЧг,икЪъ\, *у%) * 
&У%ху(0 6х<ц,&<1я **С.>)-:1*С*) т / *Т* * ^ 5 

(теорема 2 ив [51). 

Согласно [51,[6] и теореме 2 существуют последовательности 

елементов Ц « Р ^ ̂  **, к И в*' ̂  5^ , вовраста-

ющих на О А А абсолютно непрерывных функций тлпа А 
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•Г аб ?^ и неубывающих абсолютно непрерывных функций типа 

А ^ ^ ^ ^ такие, что для всякого НЧ К 

а) для почти всех ДДЧ х из О А 4 верно Сое в < К ^ ^ э 

э Р С ^ < Р ^ ^ ^ ) ) Л ^ С Л в < Н ^ ^ ) э Р С ^ < Р * ^ ; Л > ) , 

в! V* (0 & М& 4 э <&**(*) *$*<&%, Ъ^ ш> следователь­

но, для почти всех КДЧ «х ч» О Л 4 верно 

ЗАЛ сви.,**,*) А 4 *<<* * 4 ) , 

*й)&С«е С 4) & м о 1%щ (м) т 4 ) ) и, следовательно, 

/Л» 

Таким образом, существует неубывающая абсолютно непрерыв­

ная функция эе , являющаяся пределом {-зе ?Л , для которой 

для всякого НЧ & верно I *е - &т I -6 --щ и для почти 

всех КДЧ у и а 0 д 4 выполнено 

З/и-С-РСц,,*,*) А. С* е *Н*1„=> 0'**, * -%%) А 

А С п С * € * Н * ? , „ ) => ^ *" * ' " 

и, следовательно, ряд 2 С*е (Э^ СН% )) - * ^ Э Л СН* );>) 
m. 4 

сходится к КДЧ, которое не больше чем -этг , и 

^л^С|«еСос)-«еС/^)1-б1л-^1) . 

Пусть ср функция, 

Ум Сор Сх) яг /яг<1# С/тп̂ п, Сх?ае С4» , зе С0))) . 

Пусть *Ь и тъ НЧ* Тогда по нашим предположениям и Г8] 

существуют НЧ Яь 9 /$0 и Ь такие, что 

<5) А * ^ + т А Си**, Э/т,,*р) А й С** Ът>л>0) &* - 2* ^ . 
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Пусть х КДЧ, а Л НЧ, /Ъ * Л . Тогда не может не 

существовать 1ЭДЧ АЛ, такое, что 

(в) 0 * и, & 4 & эе (АЛ,) ж д Сое) . 

Пусть АА, КДЧ, для которого верно (§)• Тогда 

О * зеОс) 4 <Х*САЛ,) * 4 А \&САА,)- Ъ1(АЛ)\ & ^ < ~- . 

Множество М ^ л х С^1Сн С АЛ, I) 6 % 6 Г^С^САА,)) & 

А "1 С& б { Я ^ 1^)) является измеримым и, следовательно, су­

ществуют *Г ^т,^т, е ^ * *̂ /п> ^т,е ^ такие, что 

0Тв*, -Г ^ ^ ^ 1**1%}^) и для почти всех НДЧ V верно 

Ввиду того, что для почти всех КДЧ пг из #? выполне­

но З'иг С]) (кг, зе ? ок) & -гц & тг ) , имеет место 

и, следовательно, согласно лемме 1 3 I { К- I- I <" *х~ 

Таким образом, мы по лемме 1 получаем 

! :?С«, )- .?*С1-**9 > .* )1 -И'Ж'ч'Све'С-*.)) -

-.•*^с*с^))1*,( | ^ \ | + " / ^ т - ' , / ^ > ^ ^ 

и \(г(и.) - <**С/-}**9»)Гл)1 - 1 * 4 ^Сге^,*.)) -

-€Ч^с<.сА>)|*Дус.г*]ьмЬ+Т, К1а*ж|< ^ . 
**7пЛ* 

Итак, для всякого НЧ -Ь существуют функции ^ и 

ф , являющиеся пределами равномерно сходящихся последова­
тельностей функций < ̂  ж ^ жер?^ и •ГГ*ж^жд>^ • 

Выполнено су Ж 06 =? I А 9^'* * ^ в -Р* * Ввиду абсолют-
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ной Непрерывности функций {* „ ^ ддЯ в с я к о г о рц а функ­

ция 2* ~ 0/#е€ является функцией ограниченной вариации на 

О Д -1 ([8] и замечание 1 иа [9])» Но тогда и (^ - Льф 

является функцией ограниченной вариаяиии на 0 л 4 * Итак, 

верно ос С <^л ) . 

Пусть ггп НЧ» а .% ? * 0 и ^ НЧ такие- что (5)# Мм 

докажем (I (о?*% * /т. Л> ) . Пусть -Со,* 1 . " система РЧ 

такая, Ч«РО 

О* % <а.г* а3-= а,̂ ... * л4м<-«ьг-- 4*Д 'V* л а^< Ь ' 
Тогда ввиду а}'* = а1'* # д? не могут не существовать неу­

бывающая система ВДЧ -Свс^!^ ,<Л^}^ в М м {П^^е М 

такие, что 

V* И * * * 1ъ => ее С*<) - ? Со*)) А ( Г С в е , - . ^ , < < ^ ) 

н дли почти всех КДЧ ,* верно 

ССт-З^С^^*ггА в с^^* л <л ; ^)Л-тС*#{М*^) ) -. 

в х е Шп}^) 8с Сл 6 -СЯ̂ Л», » 3 ^ <Л (*,*,*) & - ^ * и.)) . 

Следовательно, 

-к . (с СШМ *р С-С<?л) * Д I* С а ^ ) - * ^ ) I < 

<у • Д ' ^ Ч ^ - ^ - ^ ^ - Д 1 ^ - ^ " -

* Д у " * 3 - . к * 4 * < 1 и ж

, ' ( Р * | » , * я . г ' 
Ввнду этого, <<, С "̂'* > ж - 8 - ^ ' * является абсо­

лютно непрерывно* фув*ч*вй. 

Ясно, что У^СС-|-13/п.СлСЭ лСН*))^лд«»СЭ / ЛС).^>>)э 

=> 9-С.ч) е <$*• *• <$*Сх) л <%*) * Сп Зт. С«СЭл(Н% » * 
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.6 ж * ее СЭЛСН*)>) э <* С*) « а^Сх)) Л С#е СО хб л д 

->д,Сх) = д,СвеС<0)«9>*'С«еС'0)-. » ' Л С х » ) • 

Можно построить воарастаяцу» последовательность НЧ 

*<\\ т а к у ю ' ч т о ГМ" -К**'*» 2***, * * > ( Ш ) . 

Согласно [ 5 ] , теореме 5.4 ив [4]и лемме 1 для всякого 

НЧ & существуют равномерно непрерывная функция ср } № 

1 ^ 5 -множества ^ ' к ^ ' мерм меньшей чем 

"л'Л "̂+ 1 * & -множество ^ 9 мерм меньшей чем *гщ+7 

такие, что 

V* Сое « .0 д 4 А -I С* в ^ ' * ) э В С$ЛСх>, д."'* * )) А 

Ы.у*1-сл\ьА У .х^ССзеСЭ д СД*»- ^ . , •>,» * * * 

« * < Э А С Н * >> V ж < 5 Л ^ * >) * * * 

& V* С-1-1 Сх е ^ к у * 1 ^* '*> э 9 ? Л ^ ) е ^ ' ' ^ ' 

Ввиду выше сказанного ж С61 существуют последовательнос­

ти 5 -множества < ^•*,1« * "Г ^ * ^ о , • последовательность 

элементов М ^ ^ й ^ , ? * , ?.» такие, что для всякого НЧ 

с^ мерю « ^ я Ч .̂.-1 меньше чем -г-г , 

С ^ + " с # * ) & Сф**' С <^*> А 

&У* СС-.Л С ЗА. С*,-. ДЬ& Сх б$*'\хе&*'*»V З Л С Л С ^ С - С ' » * 

6 Л 6 «еСЭ^СН***»)) я л с #*> & 
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* Су б Щ* э * е -г т% }„ » 

и для почти всех К*Щ * ие 0 д 4 верно * 6 ^ ^ ^ ^ з 

=>* € ^ * . Тогда выполнено Уг(^,<^\9<^г9<^\7 

«^и^>* * в ** * > где 

V * ( С * * * *'•**"> 8< ( ^ ^ 4 + * ^ ^ » . 

Согласно Г5] и Гб] для любого 5 ^ -множества & поч­

ти все точки ^ ^ с О д И т С л б ^ ) , являются точка­

ми разрешения измеримого множества л пу (п^ € #) , На осно­

вании втохо легко доказать следующие утверждения* 

Демма 4, Пусть { ж ф, функции, а $- 5$ -множество 

такие, что V* (х € 0 й 4 & ~\ (х е $) э $(х) а* ф(х)) & 

& Ухф(\ф.(м)-0'(у>)16\х-<У'\) и для почти всех ВДЧ X ив 

О д Л верно С-1 Со< 6 ^ > .з Эл, ]> (<а, * , л )> -

Тогда для почти всех ВДЧ ,х и а О Д 4 выполнено 

С л (X € #) э Эхе (]) Сц,,$,, * ) А. 3>Си,* ,м ))) . 

Лемма 5» Пусть € л у, функции, а ^ 5 # -множество 

такие, что V* С п. Сл € ^ ) э I (х) ** 9* («* >) и 

для почти всех ЮТ х ив 0 д А верно 

С-1 С.х€ ^ ) э З я 4 / г ^ С ] ) С ^ , 1 , у ) А ] ) С ^ ^ 0 < ^ ^ Т о г Д а Л1» почти 

всех КДЧ х на ОД 1 выполнено 

(п ( * е < >̂ э Здх ( ] > ( , * , * , * ) Л Р ( л 4 , ^ , ^ ))> . 

Лемма 6, Пусть $ и ф, функции типа А, а эе неубы­

вающая абсолютно непрерывная функция такие, что ф * ее =*• 

* { А. 9 е ( 0 ) - * 0 & У*^С1#еС*>-|еС^>1-*1*-^)А ^ 2 С^> • 

Тогда существуют абсолютно непрерывные функции типа А У̂  , 

-У и ^ такие, что У0 возрастает на 0 д 4 , V яв­

ляется неубывающей, I « У ж ср и выполнено 
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у ш % * 2 &У*/у,(1с?(х) -д>(щ,)\ & | .х- <у.И А 

& Кх С(* € 0 д 4 э у (% (* » - л ) & 

&.С*_.ё ?|г0 СО> =э ^ С х ) « 0) & (цгоС1)*г с* _э цг(#) ж* 4)) . 

Доказательство» Пусть € $,*} последовательность аб­

солютно непрерывных функций, {М^} последовательность 
т> ^%%Ъ% последовательность 5 -множеств, ИШ^^Ъ^ 

последовательность элементо! М такие, что %(^^9^^л * 

<\'*.'<2\,«*Ч**1г) .Ряд 

сходится в I, Ф Следовательно, существуют < Р- ? € Ь и 

абсолютно непрерывная функция ^ такие, что <Т^^ явля­

ется суммой этого ряда в ] Ц и У1хС0-6*Х-^^.--?^Сл)я-? 

«- / ^ ^ ^ ) * Согласно [ 5 ] для почти всех КДЧ х иа 0 л 4 

выполнено ЗМ,(Т)(И*,%,Х)В<,0<А1,<С'1) и, следова­

тельно, У во врастает на 0 д 4 ч 

%И)< 4ЬУхц,а% (х)~%(^)1^ {#-,#1) . 

Мы определим % ^ % * $> и у ^ ^ * * * 6 ' 

а) Для всякого ВД ^ существуют согласно 15]$ С63 и 

леммам 1 и 5 5-множества Х*9* * Х**% * Хй>% мерм 

меньшей чем —л ЯГ т**кие, что 

V* ((х е Х°'*-э ^ с * ) е Х*'г) &. С* е <Ж* ?„ => * в «.Г**> АС* * Л 

э- Г. С*) б вС5'*^ А V* С* « 0 д 4 А -I (* «.Х' ,й) э Зяс 0 > и , $,*) 4 

(7) & •^Лм."<Ъ(пСмеИХС*тг)31м,~ ±-чЗ+С<±1< 

< ЬЪ * е <*1^&-<С* е <№%\) Ь и. « - ^ >»> & 

* V** С ' / ^ ^ ^ ^ А . л е Од/(А-гСче $?)8<.-1 С* е •С0'*) =} 
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о 3*г (Т>(пГ)$$х) ЬТН*г,&%

9 *) Ь\пг\ * к% >) 

и, следовательно, по теореме о проивводной суперпозиции функ­

ций выполнено У»х С# € О А 4 Ас и С% * ^ Сое) в оС*'* ) э 

э З г с г П > С ^ % * ф 5 . * ) А /лег)-<: 4)) и согласно лемме 2 

У*ф(\% * ^Ох) - ^ *<$*(ч>)\ ** \*-<ц,\ + Л~) . 

Но тогда У ^ * ^ С$,^ Л А-т С* € <^*) Л 

А - п С ^ е ^ * ) А 0 ^ л < ^ * Ы ^ Сх)-<^С^Я-* 1%*9-Сл)-

- % * 9 ^ > 1 « 1 % * / С о < ) < - ^ * / ^ > < ^ 1ос-<^1~г ~г ) 

и, следовательно, по теореме Г.С. Цейтина [3^ Ухи,(\с$• С»Х> -

-ср̂ С/у,)) -йг I ос -<у,1) и ввиду 5 я ^ * ^ верно 

Уо<^ С(д?Сх)~ фСу,)\ & 1 * ~ ^ 0 -

С) Согласно теореме 1 ив [10^ для всякого НЧ ^ функ­

ция % * о/ абсолютно непрерывна и по [ 5 ] , а) и лемме 4 

существует & -множество ЧМЛ меры меньшей чем -т-у и 

равномерно непрерывная функция 1Й такие, что Ч^ В ^ ^ 

и 

У о < С * € О д 4 А п С * € ^ э ] ) ^ ^ 

Следовательно, по теореме 4 и8 [5^ существует ^ ^ ^€ В 

такое, что для почти всех КДЧ о< ив О А 4 верно 

З^СРС^<в Л » Л э ос)Л .1)С^,^,^) ) . 

Ввиду этого, а), теоремы 3 и8 [ 7 ] и теоремы 1 ив [101 

функции Ф и ар абсолютно непрерывны* 

в) По а) для всякого НЧ ^ мера X *** меньше чем —г 

и выполнено (7) # Следовательно, согласно теореме 2 сущест­

вует неубывающая абсолютно непрерывная функция тр типа А 
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такая| что 

V* СС* € О Д А э у (%(*)) т л ) & С* -̂  ^ С 0 > ; э у 6х)*г0)<& 

Итак, | * у * 9 ' 

При помощи леммы 1 легко докавать следующее утверждение. 

Лемма 7. Пусть Г абсолютно непрерывная функция типа А. 

Тогдш и С*) . 

Теорема 3 (ср. [ 2 ] , стр. 214). Пусть лг ВД, а < - ^ } ^ . ^ 

система абсолютно непрерывных функций типа А. Тогда существу­

ют абсолютно непрерывные функции типа к <р и -цг такие, что 

*цг является неубывающей, У«х ^ С I <у С-»*)- 9 * ^ ^ ' ^ 1*--м-П 

а * л * < ^ * < " < * А * V ' ' ' ' ~ ^ * * • 

Доказательство. Утверждение доказывается индукцией по пь 

на основании лемм 3,6 Ч Тн теорем 1 и 2 из [ 1 0 ] . 

Лемма 8. Пусть "СЯ^?^ последовательность сегментов, 

X КДЧ и д? равномерно непрерывная функция такие, что ряд 

2Е I Н^ I сходится ш его сумма меньше чем X . Тогда сущест­

вует 3$ -множество 1-^^в*, меры, меньшей чем X такое, что 

У л о с С о с е Н ^ э о с в - С Р ^ ^ ) А У Л л С т С Э л С 1 ^ ) « Н^) Л 

&п С Э ^ С Р ^ ) € Н Л ) ) * У<хЬх(0та, « Лг * А А 

& С* » < 1 , у > и а д ^ V* « < 5 , 9 > > ^ а д ^ ) >̂ 

э З * С Э Л С Р ^ > < * < Э ^ С Р ^ ) ) ) 

и что всякий сегмент о< Л <&> , для которого верно 

перекрывается с бесконечным числом сегментов последователь­

ности -СР^?^ » 
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На основании I5], теоремн 3 ив [72 и лемм 2 и 5 легко 

докапать следующее утверждение* 

Лемма 9. Пусть ^ функция, *Й равномерно непрерыв­

ная функция, {--д^д* последовательность абсолютно непре­

рывных функций, а ^ Н ^ ! ^ 2>$- -множество такие, что 

Vx(xеОV<^&-^(xе<Н^к*ь)э Т>(Ш(х),19х )) , ряд 

^ I й С Э^С Н^ )) - $Ол (Н^ )) I сходится и для всякого НЧ 

Аъ функция {^ не может не быть монотонной на Нд, к 

-*<элснл» = 4-сэлснл»&^с^гсял»-;ссэ/п/снь?> . 
Тогда существует абсолютно непрерывная функция ф> , для 

которой выполнено У.4ел С*х б Н^ э фСх) а* {^Сх)) А 

^хНЗМ.О^^) *х<с Э^СНь,)) э <^С*> ж 4Сх)) . 

Лемма 10 • Пусть 1р ид? абсолютно непрерывные функ­

ции типа А, х0 А Хл сегмент, * & и Ь НЧ такие, что 

(8) Vx<ц,С^д(х)-ср6^)1 & \х~<ц.\) &. х0Ах^ & 0 д 4 & 

& ^ , г * ? > ^ А ^ > 4" • 
Тогда существуют &$ -множества ^ Ф ^ ? ^ меры мень­

шей чем \ х0 А Х^{ ц %$* меры меньшей чем • %'»+•>» * рав­

номерно непрерывная функция С(К и НЧ ^ такие, что 

^\Х0АХЛ\^Х0 *(х0+^)2{ви}ь&СХ4~1г)дХ4 9 

Я<0>ь}ь &^Vx ССхе <&ь\ эхех0дх<18<цг* <рСх) с 

€ ^ ) & С * 6 * 0 д ^ & ^ С л е { & ^ ^ ) :? 

э ТХЫСх), г * 9 , * ) ) 5 

и ряд 2 < *и, у * <?>!_ Ф^д сходится. 

Доказательство» Согласно Г 53, Е83, следствию теоремы 2 

из [111 и лемме 1 существуют НЧ ^ 3 - шожества 5^*, *$* и 

^ ' мерн меньшей чем • ^ 9 равномерно непрерывные 
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функции < # , . . 41 и 'ОЬ - И л » т а к и е , что 

а (цг, 2 * * * " , х(-.) & Гх С* е 0 _. 4 А -г С* е ^ ' ) _-

э ЗКЧИ.-С.х),.}»,*) & Г ^ П ц . - * . - . -1 э 

э(суС^)-*уСос)-«^Сос)-б1..-ос)1-Ь 2 5 " - ' 1 ' _ - - ^ 1 ^ * 

'9> АГх^П-х-^/.- ± э | «./*>-«,С*>1* -4"») * 

А У # С ^ в О д 4 1 с - 1 С ^ « ^ э . Р ^ в ^ , У , ' _ 1 * > ) & 

& Г х С 1 х в ^ " - , < ? С л ) б ^ Э ) А У*С<е*С.х> -

• «_.,СорС*>> • ЧЯ,С*>) . 

Пусть VI СО Л 4 -* 1"* з ^ -# *„ 4- -рт . Сеч, " **<> » • 

Согласно теореме 1.3 иэ [ 4 ] существует система слов Ц^ \^ . 

для которой выполнено VI (4 & 4 & 2 э С Р ^ з е Л __? 

» ' * , ^ ^ ^ + щ ) * ^ « - * А ) = » 1 5 _ * ' * 1 ^ , , ) ) 

и, следовательно, ввиду (9) 

У4х С-1 «6 -I, «5 2 " * А о< е *±_л Л г% => (Ргж Л => 

( 1 0 ) _ » | « С С л ) | - г # - ) Л С т С Е х Л Т э - ^ - -с I <&„ Сх ) I ) ) . 

Тогда согласно леиие 2 для всякого НЧ 4, , -/ _• ,{, -г.,""1.* 

АР^ХЛ , верно 1 < 0 ' , 9 > _ Ч . 4 - - ^ | - г _^Г' •*_-, <-*_• + 

+ »„ < #- 3 > С < 5 , 9 >_•_•.;., __ Ч л ) - ^ < ^»>С< 1,9 >_*,..., -- V ' 

где _?, <^» > С<5,ор>_.^_, Д < ^ > о?, < # * > С < 1,д, >,__^, __ г < и ) 

мера п е р е с е ч е н и я ^ и < СУ, д? > и т^__^ А ^ 1 Л • С л е д о ­

в а т е л ь н о , существуют НЧ ^ и /б -множества ^ ^ меры мень-
3 Л_г 4 

шей чем ж-^ и <# меры меньшей чем • -. -•• т а к и е , 

что V* * СС4 .* ̂  ^ 2 ^ & С Б -С Л & * е 'Г. „ Л г . у « х в Г . ) у л е 

в * 0 д С л 0 + ^ ) у * е С * , 1 - 4 . > д * < , ) э « у ^ > « _***)* 
& У ^ С - п С ^ в ^ / ^ * ^ ^ в ^ * ) 9 «у. С §?* ) 
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Ссм.161). 

Существуют Ш д, и возрастающая система {!.»]» 1 всех 

и * г и ^ П п ( р 1 г Л ) , 

Мм построим, исходя от <$* , при помощи леммы 8 ^ ^ «мно­

жество *Ш меры меньшей чем "утг" > обладающее перечислен­

ными там свойствами. Согласно теореме о производной суперпози­

ции функций выполнено Кх С* € О А А &, п (ср (х) 6 ^ ) э 

=> В С е С С . х ) , <у ж ср, * ) ) . 

Согласно теореме 1.3 ив [4 3 и лемме 1 существуют система 

слов ^1?ъ^%*4 * ^ ^ ~ | Ш 0 Ж е с т в а ^ мер» меньшей чем 

-г м <Й̂  мерн меньшей чем -- ̂  ь } для которых выполнено 

У$СА6 <& -6 /6 =эСР^зс Л => <а>, 9>и^-ч * Ъ1ф ^ *= 

<Т5^Гл^ -*-^<^>с<3^>и^^ ь * ^ ^ ~ 

- ^ < ^ > С < 1 ? 9 > ^ ^ _ Д ^ * л » Л Г - , С Е " . х Л ) з 
* 

(1D =» < « » * > - - % - * л t Ч м > 

д г ^ » ) &У^СС-|-1 С^е ^ у З ^ (4 6 ф 6 ъ & 

& Р^зс Л & * в г^.^ д ̂ . ^ & фСхО -» <ц,» -=> 

Ъ Ч> * ^ 2 > Л С ^ € <§?* Э У С**) € < ^ ) > . 

Ввиду (8) верно Э^С4--*^--^/&&нгСр^зсЛ» • 

Пусть ф НЧ такое, что 3$. С 4 & $> --* ̂  А ^ « ^ • & 

&-1 Ср/ж Л )) Догда ввиду (10) и (9) 
> 

=> I*-» С*>-су С$>. & 1 0 ^ С р 1 . I * - |1 - 1 9 ^ > - 9 ^ | > -
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и, следовательно, для всякого КДЧ п^ 9 

<1,<*>&-1*Чл<'У' ** <Ь,9>иЪ-1 л ЪлЬ-><ъе &*>, 

существует единственное 5 такое, что ^ с ^ в < / Д ^ А 

&. Ср С § ) -в <ц* , 

Ввиду свойств СС& можно построить последовательность 

{ Н ^ } ^ всех сегментов ^ * , перекрывающихся с 

<&,<? >^1Ч Л Ъ1л , причем < I, ср >иТ^ Л ъ±л е Н* & 

&с <5,9>и^.^ ^ ^ 6 Я й / 

Мы определим V*, С Н%* ч& К^ Л < &7 д> >и*^л Л Ъ±л ) 

и напомним, что край сегментов последовательности { Я ^ 1^ 

не содержатся в ^ « Таким образом, можно построить после­

довательность перекрывающихся сегментов {Ад^Дъ такую, что 

каждая и8 точек ^л.тл ж ^ является краем одного ив сег­

ментов 0? и 0,* и для всякого НЧ Яъ верно 

Следовательно, ряд 2Е I (Л^ 1 сходится в ввиду абсолютной 

непрерывности у и Ум С < а>, у ;* <у > и <й^ « <о9 -у >и Я ^ ^ ) 

сходится и ряд ^<а>9 щг * ср >и 0»)^-* • Ввиду (11) мера 

{Ф]̂ $01 меньше чем I е^ Л Ъг^ I • 

Пусть { ф*^}^ последовательность сегментов, образован­

ная сегментами г ^ 4 А ?• , 4 ^ I & ^ & СР4дс ЛУ 3 ^ ( 1 * ^ . 6 

бк.А + ш'^&'Р+х Л)) , 1 в ^ , а ^ И * ^ л * ^ ^ А 

& -I СТ? Ж Л)) & 4 & Де , Тогда* "Сб.^?^ 5 ^ -множест­

ве меры меньшей чем I Х0 А «X, I , которое удовлетворяет усло­

виям, описанным в утверждении. 
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Замечание 3. Пусть ^ ш э!2 абсолютно непрерывные 

функции типа А. Тогда для всякого сегмента х0 д *х̂  , 

* в Д <х -т О А А , ввиду теоремы 3, леммы 10 и 

^С<и,1:1**л>^оА*лл*0ч<Сд^1*^>^хоА^л ш 0 ) 

не может не существовать 5 # -множество ^ меры меньшей чем 

1цЖ0 Д х, I и равномерно непрерывная функция ^ такие, что 

V* С* « * в д * 4 Л 1 С* « ^ ) э Д ) С * С * ) , * а * ^ , * ) ) 

( с р . [ 2 ] , стр. 211). 

С другой стороны существуют абсолютно непрерывные функ­

ции (^ и д*< типа А такие, что п VсьА^ (0&а,*Яг&4э 

Лемма 11. Пусть 1{г ш ср абсолютно непрерывные функции 

типа А такие, что -Цт является неубывающей на О А 4 ш 

Vx<ц>С^^>(x) ~ д(ц,)\ 6 \*~<у,1) . Тогда 1^ Сч/г ж д> ) . 

Доказательство. Мы обоеначим { ^ у ^ д? и для любых 

^0" -множества { Н ^ ? ^ и равномерно непрерывной функции 

«I - ^ С < Я Л * Л , « ) значит: ряд ^ <«->,*>.%.Яд^ 

сходится и У*С* € О VI ЛчСле-СК***) .эЗС^С*).,^^*)) . 

1)(а) Ввиду равномерной непрерывности ± ш теоремы 1.3 

ив [43 существуют во врастающая последовательность № ^^ц}ц 

и слово Р такие, что 

У-е*^С1*-/^Ы ^э\й(*)-1(%.)\< тр^) Ь(?жА=> 

Э < « , « > ^ А 1 1 < ^ ) * С П С Р Х Л ) Э < « , * > ^ А 1 1 * ^ ) , 

ее ) Бели Р г Л , мы определим к,0 *&* 0 , 

У Л С Н ^ Ф ^ м Т д 2*^-7^ * П 0 С Р е А С Т В 0 * *** обозначим* 

нулевую функцию. 

4̂ ) Бели -1 С Рэп Л) , мы согласно лемме 10, где 
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4 и 

Х0 А ^ # -тре; д<\,/ь*&2ц',Ь^Э , построим Зе -

множества €Л^?^ и ^ и равномерно непрерывную функцию 
С0С1 и определим 

* * « ! & _ -.- - ^ л •&> * С Н ^ ^ « * » . 

В случаях ос.) и (I ) очевидно выполнено •б'С{Н^^9*&С*) 

и существует ^ -множество ^ меры меньшей чем -Х- та­

кое, что УосСлсСН^*^ э * < * > * ^ > . 

б) Пусть /УЬ НЧ и пусть уже построены В# •множество 

(КЬЬЪУ 5-множество ^ меры меньшей чем Хт,+4 п Р а в " 

номерно непрерывная функция *0СЙ"' такие, что 

&«П%1ь,Мт')& УяСлс-СН*;?* о *С*)« ^ ) . 

Тогда существуют НЧ Л*,̂  и дизъюнктные системы НЧ ^ 

и 5 ^ , для которых выполнено 

" <а,{>_ЯТ " А 

УМ СС1 * * . * К « <"* « ^ V * * ?Л, а)>& С * € < .-„=»<«,*> 

Для всякого НЧ *,, Л. в <*?л>а , мы согласно лемме 10, 

где ^ Д ^ . * Н ^ , Ь 9* -."Ч-* , * .-> /П. + 3 + М^ , 

получим 3€ -множества 1$^* ^ меры меньшей чем \Н2\ 

и < ^ л | ' й ' меры меньшей чем ^ ^ ^ , равномерно не-

прерывнуюу функцию ЧН,""* и НЧ ^ ^ удовлетворяющие 

условиям перечисленным в лемме* 

Существуют равномерно непрерывная функция *&'п"|"г *«*-

кая, что 

V* СС-1 ЭЛ*СД*6 <€Л72 & х е Н 2 ) э <а**"с*> -
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•ćo<)) &. VJk Cк & ^ , a & Эљ CЋZ > + -s—r * vx Ä 
*л.«t. 

5 ^ -множество *СЯ^* -^ $ образованное сегментами Я ^ , 

Ок^<ЯуЛге<^),и 0%**, к,€ <€„9й * А * I , непоследо­

вательность целых чисел ^Л^}^ такую, что 

Тогда ^ С < Н ^ \ , «*•") А < Н 2 4 < Г Ч « « 2 ^ * 

Можно построить В -множество ^/Л'4* меры меньшей чем 

-̂ ЯнЯ т ш с о е > ч т о V* <*« * Н ^ \ =>*(*> « Зр**") . 

в) Согласно замечанию 1 иэ СбЛ для всякого НЧ <̂  сущест­

вует В -множество ^ ^ меры меньшей чем ~— ^ для кото­

рого верно V* С-л Зт. Сс̂ -6 иг & х е ^ ) в ос в ^ ^ ) -

2>(а) Для всяких НЧ т % Яь существует абсолютно непре­

рывная функция О^д^ такая, что если Л ^ > 0 , то 

У о с С ^ ц С о О « * С Э Л С . Ч 2 » + - " - — . С ^ С ' ^ С Н ^ ) ) -

- { С Э д С Я ^ ) ) ) . С т л « С / т ^ С . х , Э ^ С Я ^ ) ) , Э Л СМ^)> -

-элсн~»> , 

а если Л ^ « 0 , то ^^СО)т €СЭЛ(К%, ?) и для почти 

всех КДЧ х из О Л 4 

э х е - 0 ) А Сх « Н ^ * -» Сое « << 0 $ , * Ч Ж ) э лс = 
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"-гЬг- а ( Э ^ ( Н * ) ) - к э -* с н ^ ) ) ) ) ) » 
где I Н^1 - * л > ^ мера 4 0>^ 1^ . Функция ф*;яь не мо­

жет не быть монотонной и ф^ ^С Э л СНМ )) * -^СЭ^СН^ )) & 

* < * , * С Э Л С Н З ; » - г с э ^ С К * ) ) . 

б) Пусть о̂  и А НЧ. Мм построим последовательности 

ЦЧ {/эмЪМ и абсолютно непрерывных функций {&МЪМ • М-* 

определим Ьл Ф &\ ж ^ Ф &%,1 • т о р ла 

С/»̂  > 0 э Н^ г§= К ^ ) • Пусть М, НЧ и пусть уже постро-

енм ЦЧ А>м и функция «б^ и пусть С,*^ > 0 э Н^ -у 

Ч~г Н^ ) Мм определим >ЬЛ+4 ^ О и 

* ^ „ * *Ь , если ^ * 0 , а * * ^ ^ Я** 1 * и э е Л - м ^ 

Тогда V^к,(.3и, ^ал> Си,^- * ь < и , О Д 4 ) Л ^ < 

<_.-_.)^ее^СО) =гКЭ^СН^ ))н следовательно, существует абсо­

лютно непрерывная функция ^ , являющаяся пределом после­

довательности 1&м$м Ясно, что ^ не может не быть мо­

нотонной и что 

- ^ Ч С Я ^ - ^ С Э ^ С Н ^ Й А ^ С ^ Я ^ ^ - ^ С Э ^ С Я ! )) • 

в) Для всякого НЧ $, существует согласно лемме 9 абсо­

лютно непрерывная функция €^ такая, что 

УкССп ЭЛ*СЭЛСН1><*< Э^СН^))э^Сх) ~ 

» К * ) ) 1 ь У * С * е К * э : ? * С х } - г . ^ С * ) ) ) . 

Тогда выполнено 
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Доказательство теоремы 1. Теорема является непосред­

ственным следствием лемм 3, 6 и 11 и теоремы 3 . 
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