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ФШШГАТ10КЕ& МАТНЕМАТ1САЕ ТОБРЕВ31ТАТ13 САВОЫНАЕ 

16,2 (1975) 

ОВ ОДНОМ ПОДХОДЕ К ИССЛЕДОВАНИЮ УСТОЙЧИВОСТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 

РЕШЕНИЙ В ПРИНЦИПЕ УСРЕДНЕНИЯ ДЛЯ ФУНКЦИОНАЛЬНО-

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА 

АХМЕРОВ Р.Р., КАМЕНСКИЙ М.И., Воронеж 

Резюме: Предлагается один подход к исследованию устойчивос­
ти решений уравнений с отклоняющимся! аргументом нейтрально­
го типа, позволяющий, в частности доказывать теоремы об ус­
тойчивости и неустойчивости периодических решений в принци­
пе усреднения для таких уравнений. 

Ключевые слова: Уравнение нейтрального типа, принцип усред­
нения, периодическое решение, устойчивость, уплотняющий 
оператор. 

АМЗ: 34К20 КеГ. &.: 7.929 

1. В последнее время, большое внимание уделяется обосно­

вании различных принципов усреднения для. дифференциальных 

уравнений с отклоняющимся аргументом запаздывающего (Т1]~[5]) 

и нейтрального ([6] - [10]) типов. Такие уравнения возника­

ют, например, при исследовании различных химических процес­

сов [11], ш также при исследовании ряда задач электродинами­

ки [1Е1 и радиотехники [13] - [14] . В классических теоремах 

о принципе, усреднения (см., напр.,[15] - [161 ) наряду с су­

ществованием периодических решений неусредненного уравнения, 

рождающихся из состояния равновесия усредненного уравнения, 
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утверждается также, что эти решения обладают теми же свой­

ствами устойчивости, что и данное состояние равновесия. В 

настоящей статье предлагается один подход к исследованию 

устойчивости решений уравнений нейтрального типа, позволя-

мщий, в частности, доказывать теоремы об устойчивости и не­

устойчивости периодических решений в принципе усреднения 

для таких уравнений. 

В. Всюду ниже мн будем обозначать, через С простран­

ство определенных на 1~Яь, 01 непрерывных функций со зна­

чениями в К"п' е равномерной нормой, а через С - прост­

ранство определенных на [~Яъ,0] непрерывно дифференциру­

емых функций со значениями в Я""' с нормой П ос II^ = 

» Их ( 0 ) 1 . ^ + 0*'11с . 

Рассмотрим систему функционально-дифференциальных урав­

нений нейтрального типа следующего вида: 

(1) * ' ( * ) ш &а,9хг, х р , 

где, как обычно, х - неизвестна* функция; оператор (Г 

действует ха К
4
 х С х С в Я

лп
' | х^ и х^ являются при 

каждом "Ь е Я элементами пространства С и определяют­

ся равенствами х^Сь)-* хС-Ь + л), х^Сл>)« х'ОЬ + **)Оь а 1~Н901). 

Исследование на устойчивость решений уравнений ней­

трального типа сопряжено со специфической трудность»: для 

существования непрерывно дифференцируемого решения решения 

уравнения (1) с начальным условием 
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(2) хС/4>) = &(*>} С/ь е С- Ль, 01 ) 

необходимо (ср . , напр., 117.1) выполнение жесткого условия 

"склейки": 

(3) «С<0> =* &(0, <у,ъ') • 

Легко видеть, что класс операторов У , для которых усло­

вие (3) выполнено для любых функций д̂ - (или для достаточно 

"богатого" множества функций ф> ) довольно увок. А так как 

в определении устойчивости фигуруют произвольные воамужения 

начального значения исследуемого на устойчивость решении, то 

классическое рассмотрение устойчивости решений уравнений ней-

трального типа, сужает класс научаемых уравнений* Эту труд­

ность можно обойти различными способами. Мы воспользуемся 

эдесь следующим приемом: наряду с уравнением (1) рассмотрим 

следующее семейство уравнений, зависящих от положительного 

параметра р, : 

Здесь -р^, - определенная на С 0$ со ) скалярная функция# 

равная 4 - (лГ % при * *е I 0, <иЛ и куя» ирт г :> (К, • 

0че8идног что при всех м, > 0 для уравнений (4^, ) условие 

"оклейки" выполнено при любых начальных функциях ф ё С . 

Пусть для всех достаточно малых $А, > 0 задача ( 4 ^ ) - (2) 

имеет на отрезке С - Ь Т Т ] непрерывно дифференцируемое ре­

шение. Всевозможные пределы таких решений при (л,—*>0 в 

ф) Уравнения, аналогичные! (4 _. ) рассматривались (по друго-
му поводу) в [18.3, [ 2 0 ] . 
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проетранстве С (I - М,,Т 3 , Н/т/
) (если они существуют) будем 

навивать (см.[8]) обобщенными решениями задачи (1) - (2) на 

отрезке [--^,ТЗ # Нетрудно видеть, что обобщенные решения 

лежат в пространстве С Л . Соболева ТУ" 

Пусть * является непрерывно дифференцируемым решением 

уравнения (1), определенным на С - Яь9 со ) * 

Определение X (см. [18]). Решение .х уравнения (1) на­

зывается! усиленно асимптотически устойчивым, если существу­

ет ль0 > 0 такое, что решение х уравнения (4
 (С1/
) асимпто­

тически устойчиво в пространстве С равномерно относитель­

но ^ е СО, р , 0 3 . 

Определение 2. Решение х уравнения (1) назовем усилен­

но неустойчивым, если существует (м0 > 0 такое, что ре­

шение .4 уравнений (4^) неустойчиво в пространстве С рав­

номерно относительно (ци е С 0, (&0 1 } то есть 

3(<Г > 0) У ( ^ е ( 0 , ^ 1 ) 3 ( - ( ( ^ и с \ 

- решения уравнений (4^ ), выпущенные из 

Замечание 1. Отметим, что понятие усиленной неустойчи­

вости не является; непосредственным отрицанием понятия уси­

ленной устойчивости. Такой выбор определения усиленной не­

устойчивости связан с тем, что отрицание понятия усиленной 

устойчивости является понятием более слабым по отношении к 

понятию неустойчивости. Было бы интересно построить пример 

уравнения, у которого некоторое решение не является усиленно 
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устойчивым, и, в то же время, является устойчивым. 

Замечание 2. Будем говорить, что решение уравнения 

(1) С - асимптотически устойчиво ( С -неустойчиво), ес­

ли оно асимптотически устойчиво (неустойчиво) в пространст­

ве С на множестве начальных функций, удовлетворяющих 

условию "склейки". Нетрудно показать, что усиленная асимпто­

тическая устойчивость решений уравнения (1) с периодической 

правой частью эквивалентна С -асимптотической устойчивос­

ти, а усиленная неустойчивость - С -неустойчивости. В слу­

чае же непериодической части уравнения: (1), вообще говора, 

имеют место следующие импликации: и8 усиленной асимптотичес­

кой устойчивости относительно начального момента Ь0 выте­

кает С -асимптотическая устойчивость относительно любого 

начального момента "Ь,, «с т.-0 ; иа С -асимптотической устой­

чивости относительно начального момента "Ь
0
 вытекает уси­

ленная асимптотическая, устойчивость относительно любого на­

чального момента -Ц -с ±0 ; иа усиленной неустойчивости от­

носительно начального момента \0 вытекает С* -неустойчи­

вость относительно любого .начального момента 1. > 1
а
 , ; и, 

наконец, иа С -неустойчивости относительно начального мо­

мента *Ь
0
 вытекает усиленная неустойчивость относительно 

любого начального момента \>л > Ъ0 . 

Замечание 3. Легко видеть, что иа усиленной асимпто­

тической устойчивости вытекает асимптотическая устойчивость 

в классе обобщенных решений в пространстве. Л^ • 

3. Ниже мы будем исследовать на устойчивость перио­

дические решения следующего функционально-дифференциального 
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уравнения нейтрального типа: 

<$
е
) х'(Ъ) ш е€С^

;
x

^
,^^) ; 

едее* Ь ^ х С х С *-Л.'п* , е - штык положи-

тельный параметр* 

Всаду в дальнейшем предполагается, что оператор € 

удовлетворяет следующим шести требованиям: 

1) непрерывен по совокупности переменных и удовлет­

воряет условию Липшица с константой Л по третьей перемен­

ной; 

2) непрерывен по второй переменной равномерно по со­

вокупности переменных, то есть 

У<*. > 0 ) 3 ( / 3 > 0) У<* с Я* ; и?, *\ пг в С : 

Ъи?-м,гИс 4 /3) Ь **<•*, л/1, 4Г> - *Ч±, *>*,<г\т 4 оо ] • 

3> непрерывно дифференцируем по совокупности двух по­

следних переменных, то есть при любых фиксированных <а'1

9 V*е 

6 С оператор _: представим в виде: 

где * ^ < * , ^ / И ) -#действуящий из Си С в А"* ли­

нейный ограниченный непрерывно зависящий от ^ , ДА* <\г* опе­

ратор, а оператор й при любых А*3$ пг* ш С удовлетворяет 

соотношению) 

\ м с ^ • <1йи,и9АГ,л+9Ф>Ь)\кт,/л,1 -Г-Г&0 ; 

4) о> -периодичен по первой переменной; 

для каждого Ф с Я*"
1
' обозначим через о> функцию из 

С тождественно равную си • Определим оператор» х т § 9 



действующие ив С в К/гги
 и иэ &

л п
' в Я.

/т
' , соответст­

венно, равенствами 

?Ш = -1 Г аА>,АА,,В)<1л> (0 е С:е(4>)~01,$(*)*?(а)} 
со о 

5) уравнение 

(6) х'С-Ь) » 2схС*)) 

имеет стационарное решение :х* ; 

6) оператор В = 1: (л*СО)) не имеет собствен­

ных эначений, лежащих на мнимой оси. 

Изучение вопроса об устойчивости периодических решений 

уравнения (Ь
е
), рождающихся из состояния равновесия х * 

уравнения (6), существование которых при малых ъ было по­

казано в [93 , мы сведем к изучению устойчивости неподвиж­

ных точек оператора сдвига по траекториям уравнений 

( 7
е ^

}
 *'<*>= е€С*,^,х^)+(х1(0)-е^(0,х

0
,хр)1>^С^) . 

Поэтому нам потребуется один результат об устойчивости не­

подвижных точек операторов, действующих в банаховом про­

странстве, являющийся очевидным следствием лемм 4 и 5 иэ 

Теорема 1* Пусть Е - банахово пространство, а опе­

ратор Ж действует иэ В в Б • Пусть х ^ является реше­

нием уравнения 

(8) ЧСх « х 

и оператор Ж дифференцируем по Фреще в точке ^
#
 # 

Тогда! 

(а) если спектральный радиус оператора ОГСх^) 
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меньше единицы, то решение х^ уравнения (8) асимптоти­

чески устойчиво; 

(б) если оператор ЙС'Сх^) имеет конечное число 

собственных значений, лежащих вне эамкнутого круга с цент­

ром в нуле радиуса, большего единицы, а остальная часть 

спектра лежит внутри этого круга, то решение ,*
ж
 уравнения 

(8) неустойчиво, то есть существуют сГ > 0, *& к-*со ® 

и егь^ такие, что II 2С ск- И 2. сГ „ 

Заметим, что из результатов работ 125] и {.26] вытека­

ет, что оператор сдвига по траекториям уравнения (7$̂ ,) за ^ 

время со определен и непрерывен при достаточно малых & 

на всем пространстве С «Из периодичности оператора 4? вы­

текает справедливость этого утверждения* для л:©бого другого 

промежутка времени. 

Обозначим череа Ц С е, <«,,•) оператор сдвига по тра­

екториям уравнения (7^1* за время <*>
е
 & ( С ьЛ1 -*- 4 ) о> ( Не""'*.] 

- целая часть числа е ). Из результатов работы [19] вы­

текает, что оператор II (е,^,*) непрерывно дифференцируем 

при е е С О Д " ) по последней переменной. 

Замечание 4, Векшу в дальнейшем мы под словами "спектр 

оператора**, "собственное значение оператора** будем понимать 

спектр и собственное значение, соответственно, его комплекси-

фикации (см.[27]) и поэтому, не ограничивая общности,будем счи­

тать все линейные уравнения,рассматриваемые ниже,комплексными» 

Лемма. 1» Пусть -Л- - замкнутое множество комплексной 

плоскости, не содержавшее нуля, и пусть оператор е не 

имеет собственных значения, лежащих в Л . Тогда существуют 
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е > 0 и л0 > 0 такие, что при лвбмх е с С 0 7 &0 3 , 

/се € С 0 , -г- 1 и лйбом- со -периодическом решении хв урав­

нение ( 5 е ) таком, что И Xе - х* \\^А -=• л спектр опеоа-
Сй 

тора ^ ( е > ( - * • > < * л ) н е пересекается с I I . 

Докаватедьство. Обозначим (тлт> -С 1Л1% Л с Д ? через. <̂  * 

Иа результатов работы [213 вытекает, что оператор И С е , ^ , * ) 

при любых фиксированных е е ( 0 , Х~ ) и /О. :> 0 упл®тняет 

с константой €>Л относительно некоторой нормальной меры 

некомпактности (о мерах некомпактности и уплотняющих опера­

торах см.[223,[233)» Поэтому (см. [283 или [223, п. 1.З.?) 

и оператор 11^ С е , (и-, АА, ) при любых АЛ е С * уплотня-

ет с той же константой. Положим е.. -» . Тогда при 

& & е^ выполняется- неравенство е ^ -& —г— и, следова­

тельно ([223, п. 2 .2 .8) , при ь € ( 0, е ] вне круга радиу-

2 а, 
еа, например, — - — с центром в нуле спектр оператора 

11' С ь, (1>, А4,) может состоять только из конечного числа соб­

ственных значений конечной кратности. 

Допустим, что утверждение леммы не верно, то есть до­

пустим, что найдутся: такие €%, Ъ,-+ео ^ > (^Яь € ^ ' Т" ' 

и ,х е С ф такие, что х* ' является решением уравнения 

(9) ^ " " « ^ А . » е * . ^ ^ П Л ф ^ 

(здесь &СА) обозначает еяектр оператора Л ). Обозначим 

^ ж ^ ^ » ( "Ь '^о ^ черев V С ^ ) . Соотношение (9) в подроб-
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ной записи означает, что найдутся такие Л^ « Л и хб € 

е С
1
 » что 1!л4/*Ч1

с
,, » (̂

 и 

(Ю* У(ЛО.иА в я ^ ^ . 

Из результатов работа С192 следует, что оператора 

УСЯО являются операторами сдвига за время сое по 

траекториям уравнения, получачемого линеаризацией уравнения 

(ш*$А1ьА) вдоль решения * • Из этой же работы непосредст­

венно следует наличие такой константа _М , что 

С -•С
1 

Следовательно собственнае значения операторов У(Ль) ле­

жал* в круге радиуса .М • Поэтому, также не ограничивая об­

щности, можно считать, что Л«. -г—*"&
л
 в Л -

*** Щ/^ео о 

Обозначим черва АС*;,^) оператор 4^С*Ь,а^, (х±У) > 

А через «0^ - множество функций >ц, е С , для которых вы­

полнено следунцее условие "склейки":^С0)« е^АС0,^)С^,^
/
) • 

Очевидно, что -0^ является линейным подпространством про­

странства С* • Заметим, что VСЛ-^)
у
и.

л
' ш 3>%^ , а поэтому 

а '-и̂  • 'Я^ VСШ,)>**€ Ф ^ , Таким ©ори*©» Ы*У СО)» 

«г в^АСО.^Н^*, (лл.*)') . 

Обоэначим череа /^ решение уравнения 

ф'(Ь) * €^АС^Л,)С^,^) , 

на отреэке 1-М>, ^ е - 3 9 вапущенное из начальной функция 

„*• . То есть 
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л (11) ̂ С^)
в
>и^СОНе^^АС^^>С^,С^)0<^^ иеЫ,окл1), 

л^Ш^иРС/*) С* € 1-Лг,°Э> • 

Тогда в силу определения оператора сдвига 

1УС%Ь)АЛ^1СЬ) «. й^Со€^А>) Сь с 1-*ь,01 ) . 

Запишем теперь равенство (10) подробнее: 

****** *. 

си) \Лл)«^со)+^| АС?Л>(^,(^)')^ и«с-л*,ол). 

Дифференцируя равенство (1&) по Л> , получаем 

(13) А
ь
( < Л Ч * ) - в

Л
А С й ^ . 

ли .. 

Далее, нетрудно видеть, что IIЩ "с^(Мм»е а,*"*) ~ * 

а отсюда и из (13) вытекает следующая оценка: 

Поэтому при достаточно больших Аь выполнено неравенство 

НАЛ* )'1* ** -г и, следовательно, 

(14) 4 * 1 ^ 0 ) 1 ^ - 1 ^ 1 с - | - 1 ( ^ / 1 с г 4 - 1 . - | . 

Положив в (12) Л» равным нулю,, получим 

*Чь 
(15) А ^ ( 0 )

в
/ ( 0 ) + ^ /^АС?,Л|,)С^,С^

/
>^| • 

Определим действующий ив С в С оператор У С е ) фор­

мулой СМГСе),аКлО я ,а(ел>) О* е С-Ль, О 3 ) , Сделаем * 

равенствах (11) и (15) замену переменных, положив « » %,* , 

% * **М% > * (ъ) ** *ц, ("~5—) , Получим, соответственно 
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(выкладки проводятся также, как и в [8]), 

(16) * * С * ) - х ^ . ; 0 ) + / * А ( - | - , Л ) ( Ж ^ ) « * ^УС^)Г^У)о15 , 

(17) \и*<0) = -А<» + Г *А(-§-.>)<»ГС«*?ф в^Се^У(ф'Щ . 
О * 

Заметим, что И* И
Л
*ь

РЛ-
. „

%
 т «/», ограничены в со-

С СЮ»*-й»,̂ .р,* -» .* / 

вокупности. Поэтому из последовательности 4 л. ^ можно вы­

делить сходящуюся в пространстве С С I 0, со 1
 ?
 Я""') подпо­

следовательность; мы сохраняем за ней прежнее обозначение, а 

ее предел обозначаем через % . 

Нетрудно видеть далее, что разность между операторами 

А(^'М) ж С г {\><> <*?>' ) стремится к 

нули по норме операторов при М/ *- ей равномерно по 

^ • Учитывая вышесказанное и используя модификацию теоремы 

М.&. Красносельского - С Г. КреЙна (см.[293) для таких опе­

раторов из С 83, перейдем в равенствах (16) и (17) к пределу 

Д
р

И
 ^ ^о-, ^ Получим, соответственно, 

%(ъ)~осС0) + ^3*<-$)<1$ С*вС0,оЗ),Я
в
*С0)в«С0)+

в
С В*С$)<*,$ • 

Отсвда непосредственно вытекает, что Х0х СО) =: е,ф хСО) . 

А отсюда, учитывая, что в силу неравенства (14) &(0) Ф О , 

следует, что Х0 является собственным значением оператора 

е * ^ , лежащим в -О. • Полученное противоречие завершает до­

казательство леммы. 

Лемма 2. Пусть оператор е** имеет ненулевое собст­

венное значение X . Тогда существуют ь0 > 0 9 и0 > 0 и 
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Л > 0 такие, что при любых е, е ( 0 , е 0 ) , (Сб е (0, $л,0) 

и любом о> -нериодическом решении ос^ уравнения (5^), лежа-
*4 * 

щем в шаре пространства С^ радиуса х0 с центром в х , 

у оператора 11^ Се, (ь 9 о<0 ) , есть собственное значение 

Я е » причем Яв е , < > 0

> Я . 
1Л1 Доказательство., Положим е. =? # Тогда при е ..& 

6 ъ>л константа €/Л , с которой уплотняет оператор 
1 «Ь I 

1 1 ( 6 / , ^ , . ) меньше -—- . Ниже мы будем рассматривать зна­

чения параметра е е ( 0 , 6^ ] . 

Обозначим через К. - »то -мерное подпространство про­

странства С , состоящее из функций-констант, и определим 

оператор 1)': К. >К. формулой С'Ух 3 Сл>) а 

г е?* ос ( 0 ) (>ь е И-Ль, 0 3 ) . Легко видеть, что спектры 

операторов V и е совпадают. Поэтому Я является 

собственным значением оператора V 

Допустим, что утверждение леммы не верно, то есть до­

пустим, что существую* б^ м+^ 0 9 (** А^^° > % > ° 

ж со -периодические решения *.** уравнений (5-«) такие,.что 
Нос*- о<*11с>1 щъ+„*0 и операторы %<-&*,,(*>&,*%) не 

со 

имеют в круге радиуса с^ с центром в X собственных зна­

чений. Обозначим через Р окружность, на комплексной плос-

кости с центром в X радиуса тили -С ^ ? ? # Нетрудно 

видеть, что внутри Г нет точек спектра операторов 
и*Св% * ( " * » * ? ' • 

Тале же, как и в доказательстве леммы 1 , обозначим 
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^у.(ьЪ,>$*'Ь,>*о 1 через V ( Ь) # Докажем сначала, что при 

любом АХ. е К. 

(18) Ксб1-УС*)Г^и,- 1*1-У1~Лм,К4 и > О 
^ т, —у со 

равномерно по ос с Г , В предположении противного найдутся 

такие оСщ, е Г (без ограничения общности можно считать, 
ч** <*>т т.-*с? * о б Г >• х-ь « X , сГ > О ж Л*» /П,-»АЕ<*> , 

ЧТО 

(19) I Ссс л 1 - У ( 1 * Л > Г ^ - С * Л Э - 1 Г Г ^ 1 С < | г <Г . 

Докажем предварительно следующее предельное соотноше­

ние 

(ЕО) 11Сос
л
1-У(^)Г^-Еос,

0
1-^]-^11^^^0 . 

Обозначим 1<*>т,1-У(**'т)1~4л1г черев х/* • Тогда 

(Е1) > . ^ й 0 " . УС*,,,) ж"* . 

Методом от противного, используя отсутствие на Г собствен-

нмх значений оператора 1Г , нетрудно показать существование 

такой константи К , что II ж"11-й -» «К . Пусть /и^ • 

решение уравнения 

* " ) ш ъм,т

Аа.к^^.^ * <*.«»- % / < о,лл) (^, *;)) ^<ч) 

выпущенное из х ^ , то есть 

(га) ^(^)-»л(о>+еЛ/я<^'*А(|Лл)(^,с^'У)о^^ + 

+ с*,Г***
с
?>«4? «+ * -0,«««^1) 

(эдесь черев с^ обоеначвж СаЛ^О)-е^ А < О, Л^) (гь"*)') ) 
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и Щ?(А>)=* %*(*) при /э е 1~ М,7 О 1 . Тогда равенство 

(21) перепишется в виде 

(ЕЗ) ^и^всСь^Ы-Я^СО)-

(эдесь мы считаем, что аь достаточно велико, и поэтому 

I к ^ ^ ^ / о *<%, ( ? ) с ^ ~ д * *• т е п е Р ь » т а к ж е 

как это было сделано в доказательстве леммы 1, легко пока­

зать существование такой функции % е X. 9 что 

II * * - * 11С4 И ) , ж » С ^ 1 - 1 Г З - ^ . 

Заметим, наконец, что в силу непрерывности резольвенты 

и * л 1 - 1 Г Г ^ - С * л 1 - 1 Г Г ^ 1 с . , - - - ? - Г 0 . 

Таким образом неравенство (19) не выполнено и, следовательно, 

верно (18). 

Доказательство леммы завершается теперь просто. Так как 

внутри Г нет точек спектра» операторов У ( ^ ) , то проек-

торн Рманзд 

(24) 1) ос» - 1 _ Г С с с 1 - У С * П ^ * <*<*,» в 

при любом х в С^ и, в частности, при X е X # Восполь­

зовавшись (18), перейдем в равенстве (24) к пределу при 

& *-#эо . Получим 

Ъ0х т Л _ Г Ц о с 1 - У З " 1 х о 1 в с - в 
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при любом г( е Х • Это равенство противоречит тому, что 

внутри Р есть собственное значение Я оператора V . 

Лемма доказана. 

Вудем называть индексом изолированного сб -периодичес­

кого решения- к уравнения (5^) (уравнения (6)) вращение 

у (1- и (е, <и<, •) 9 8
С
4 С*

0
, /о )) (соответственно 

Г (1- е"
В
^ 5

я / т
, (ос (0), л,)) ) уплотняющего векторного поля. 

I - и ( е , (и*, • ) (поля I - А*** ) на сферах простран­

ства С (соответственно пространства 31'
тп
' ) с центром в 

#
0
 (соответственно з<(0) ) радиуса л, , не содержащих 

внутри и на себе начальных значений других о -периодичес­

ких решений уравнения! (5^)(уравнения. (6)), кроме х • Ву­

дем обозначать этот индекс череа ЬпЖ (д«,и(е, (М'
>
* )) 

(соответственно ллгс1.(<х,е ) )* 

Нам потребуются еще две леммы об индексе со -периоди­

ческих решений уравнений (5
е
), доказательства которых мж не 

приводим. 

Лемма. 4. Существуют е
0
 > 0 , (а

0
 > 0 ш <р > 0 та­

кие, что при любжх е с (0, е
0
 1 9 <о> с СО, р , 0 3 

ГС1-ТХ<е,^,.), 5
с<
и*^)).Ы(л*(0),е^) . 

Лемма» 5. Существуют ъ0 > 0 , к к0> 0 такие, что 

при лобик е с ( 0 ? е-0 3 уравнение ( 5 е ) имеет в шаре про­

странства Сд, с центром в ас* радиуса к0 лишь конеч­

ное число о -периодических решений х ^ - причем 

ЬгьЫ ( * * , иСе, <*,•>) ж ЬгъсКх*, е^ь ) . 
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Теорема 2 (основной результат). Пусть выполнены усло­

вия 1) - б). Тогда существуют ь0 > 0 и я0 > 0 такие, што 

(а) если все собственные значения оператора В лежат 

в левой открытой полуплоскости (то есть решение сх* уравне­

ния (6)) асимптотически устойчиво), то при любом е € СО, &0 1 

уравнение (5
е
) имеет в шаре Т^ (х*7я0) единственное 

СИ 

со -периодическое решение ^ , причем х усиленно асимп­

тотически устойчивы; и 

СО 

(б) если существует по крайней мере одно собственное 

значение А оператора В , лежащее в правой открытой полу­

плоскости (то есть решение ** уравнения (6) неустойчиво), 

то при любом е- е (0, ъа 1 уравнение (5^) имеет в шаре 

Т
С
4 (х*,л

0
) единственное сд -периодическое решение **" , 

причем у
6 ,
 усиленно неустойчивы и 

-*t-**"cî.TîГ 

Поясним кратко схему доказательства. Существование та­

ких решений вытекает, как легко видеть, из результатов рабо­

ты 19]. Единственность следует из леммы 3 и 4 и теоремы об 

аддитивности вращения (см.122], п. 3.2.5). Для доказательст­

ва устойчивости и неустойчивости этих решений достаточно за­

метить, что в силу леммы 1 и 2 выполнены условия теоремы 19 

4. Авторы благодарны М.А. Красносельскому и Б»Н. Садов­

скому за полезное обсуждение результатов. 
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