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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLІÏÏAE 

16,2 (1975) 

OБ ИCKAЖEHИИ ПPИ ГCШШOPФHЫX OTOБPAЖEHИЯX B ГИПEPБOДШ.ECKИE 

MHOГOOБPAЭИЯ 

M.H. ЛЬBOBCKИЙ, Ifocквa 

Резюме: Получен локальный аналог теоремы искажения Ке
бе для голоморфных отображений в многообразия, гиперболичес
кие по С. Кобаяси. Аля случая полных гиперболических много
образий д о к а з а н а теорема об искажении отображения в целом. 

Ключевые с л о в а : Метрика Бергмана, р а с с т о я н и е Кобаяси, 
гиперболические многообразия, голоморфные отображения. 

АМЗ: 32Н20 КеГ. 2 . : 3 . 9 9 1 

В данной работе мы установим локальный аналог класси

ческой теоремы искажения Кебе для голоморфных отображений в 

гиперболические по С. Кобаяси (в дальнейшем - гиперболичес

кие) многообразия. (О таких многообразиях см., например, в 

тл 
Для отображений в полыне гиперболические многообразия 

мы получим глобальную, оценку искажения. 

Пусть В - единичный шар в пространстве (1 с евкли

довой нормой II • 1 , М - гиперболическое многообразие ком

плексной размерности тги с расстоянием Кобаяси оК^ь,^,) > 

4̂ ,9.*с ̂  • Фиксируем х
0
 € М . 

Лемма 1. Существует такое число ф* € (0,43 .что из лю

бой последовательности \ .-Г^ ? голоморфных отображений В в 
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ДО. | удовлетворяющих условию - ^ ( 0 ) ~ с<0 > можно выделить 

подпоследовательность, сходящуюся равномерно на компактах 

шара Ъ ( ^ * ) = : « 1 » б В : 1 1 ^ 1 1 < ^ } . 

Доказательство. Возьмем относительно компактную, окрест

ность И. точки Х Л • ПОЛОЖИМ Ф И =- гтХль ( ЬУЛ Ы, СУ 0 , УА ) 4) • 
0 > 1 хво>и ^ 9 

зто ЧИСЛО положительно в силу непрерывности с1 (х0) х) как 

функции от ,х и компактности Э1Х . Так как голоморфные о-

тображения не увеличивают расстояния Кобаяси, они образуют 

равностепенно непрерывное семейство, и ^ С В С ^ ) с и с с Д для 

всех .гГ^ • Беря счетное всюду плотное множество точек в 

В ( Ф и ) I м ы стандартным диагональным процессом выбираем ис

комую подпоследовательность. 

Предположим теперь, что в окрестности ,* 0 введена неко

торая! эрмитова метрика Яь (например,, евклидова метрика л о 

кальной карты в х 0 ) . Рассмотрим класс Г голоморфных отобра

жений В в М » удовлетворяющих условию: для всех { € Г 

С ( 0 ' ) я ^ О ) и 1 3-: С0)1 2Г 4 ^ где якобиан вычисляется относи

тельно метрики, %\, • 

На основании наше леммы 1 и теоремы В [ а ] можно доказать 

Лемму &. Существует такое число ©^ б С 0 , 1 1 , что все 

отображения класса Р взаимно-однозначны в шаре В Сф^) . 

Теорема 1. Существуют такое число д>0 € С О, 4 ] , и такая 

действительная, неотрицательная строго возрастающая полунепре

рывная сверху функция. 9 ^ ? ^ > р ^ С О , ^ ) ^ что для %, 6 В (<р ) 

и всех € € Р 

9 0 1 * II) *- сЬ(х0,€(*,)) . 
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В ГЗЛ Ф.А. Гриффите установил аналогичный результат 

длж голоморфных отображений в алгебраические многообразия 

с обильным каноническим расслоением. 

Теорему 1 можно доказать с помощью леммы 1 и 2 подобно 

тому, как из соответствующих лемм для алгебраических много

образий выводится упомянутый результат Ф.А. Гриффитса. 

Замечание 1» В силу гиперболичности М и поскольку 

расстояние Кобаяси в шаре совпадает с расстоянием в метрике 

Бергмана, для всех X € В имеет место оценка 

Замечание &. Если М является полным гиперболическим 

многообразием, то по теореме 3.1 С И из последовательности 

КЗ-ггЛ > фигурирующей в лемме 1, можно выделить подпоследова

тельность, сходящуюся равномерно на любом компакте в В • 

Переходя к формулировке теоремы об искажении отображе

ния во всем шаре В , рассмотрим класс ф голоморфных ото

бражений В в полное гиперболическое многообразие М (ком

плексной размерности гго, ), в окрестности точки х которого 

введена некоторая эрмитова метрика М/# , однолистных на 

всем шаре и удовлетворяющих условию! для всех % € В и всех 

*е ф 

где якобиан вычисляется относительно метрики ^"
х
х N >

а
 кон

станта сС^Сх*)) зависит только от точки *ЕС%) >но не от 

отображения ^ . 

Лемма 3. Если существует предел ^ (в смысле равномер

ной сходимости на компактах) последовательности -С % ^ -- > 
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<^«Ф,/п,ПД,..,то 9- * Ф • 

Доказательство. Очевидно, достаточно доказать однолист

ность отображения ^ . Пусть ф. СоО-г ф* (.-о*).-? ̂ г,О/ф Я'.Возьмем 

локальную систему координат для М с началом в точке ^ .Тог

да в некоторой окрестности си отображения ф ^ (для достаточ

но больших ль ) и о* задаются, соответственно наборами голо

морфных функций С^\'..,9^>
 и
 ^

М >
| * - » ^

< т
' ) ,

а в
 окрест

ив * г к МЬ Я С*иО \ / #у С4 > *х 1**^ \ 

ности ХУ - наборами С а, »•-•» ̂ ^ '
 и
 '^р >•••> 9" ' • 

В силу условия, наложенного на якобианы отображений, все 

множества 4 ^ . 0 3 , **'*- ° ' . < $ ! - °* ,^
Й >
-03,4.-1,.-^, 

являются, аналитическими подмногообразиями размерности /т. - 4 

в соответствующих окрестностях си и & • Подмногообразия 

4 ̂ я О?,^»'!.,..,^ , имеют общую точку О/ , следовательно, 

подмногообразия 4 ф Х - 0 3 > Ф - 4,... ,/пг , имеют общую точку в 

любой окрестности со для достаточно больших ги • Аналогично, 

подмногообразия ^%*2 « 01, Ф « 4
)
.,,

>
 /иг > имеют общую точ

ку в любой окрестности А* для достаточно больших /п. • 

Выбирая такие окрестности & и Яг непересекающимися, а 

•71/ - подходящим в обоих случаях, мы приходим к противоречию 

с однолистностью отображения о ^ • 

На основании замечаний 1 и & и леммы 3 метод, с помощью 

которого установлена теорема 1, можно применить для. получе

ния- следующего глобального результата. 

Теорема &. Пусть Х0 - фиксированная точка полного ги

перболического многообразия М • Существует такая действи

тельная неотрицательная строго возрастающая полунепрерывная 

сверху функции ар ( у ) , ^ с СО, О , что для всех € е ф , удо

влетворяющих условию ^г(О) « Х0 ? и всех X е В имеет 
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место оценка 

с?СИ«Н)бо1Су0,<ГС.й))б1^яг -^7|5{ * 
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