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AMS: 53440, 53A25 Ref. Z.: 3.931.6

Satz 8. Es sei ."5 bzw,. $ die Indikatrix von Dupin
der h-ten Brennflache bzw. der charakteristischen Plache der.
Kugelkongruenz im Punkt (ul.ua) o Dann gilt:

1. Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass

51‘ ’ :’3;« ahnlich sind, ist in Parametern aus (9) entweder
o« )

(48) (i”m"'ﬁ:,,,, 2K - (det ] o, et | %,.m!);% =0,
(49) (det | ﬂ’m‘j)"l (det | %"M”I)i‘% o,

oder (3)

(50) ¥ -0, @et|¥ Jri@et|t, D=0,

wo :;»» . "Q:w n P quroh die gugehorigen Gleichungen

aus [117 (Sats 1.11, 1.12), aus &mm . = 4% , (10) und

'y
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das Gauszsche Krimmungsmass g’ und die mittlere Krimmung
%% der charakteristischen Flache durch die zugehorigen
Gleichungen aus den Satzen 3, 5 gegeben werden.

2. Es sel & , %’ smnlich. Diese Xhnlichkeit be-
steht dann aus der AXhnlichkeitslage mit dem Ahnlichkeits-
punkt (“1'“2) und mit dem Ahnlichkeitsmassstab é'ef’ und
aus der Drehung mit dem Drehpunkt (“1'“2) und mit dem Dreh-
winkel é‘:" , fir die gilt:

Im Pall 1 oc ) ist

W -1 oy 1
(51) ¢ = [(det | a W37 (det | b,,,m\) k%,

in Fall 1 3 ) ist

41
h R ch .17
(51') & = |@may ) E1

In den Fallen 1 «), (3 ) ist

e S - x
(52) & =aro cos [(n‘uv"-v‘a )(am”‘&v 3’,,,, )17 vvw, mod -,

B h oA
wo bei r# ﬁ(a&tlw‘dl)"(a“z';;—az !{15) my 4 0

o

W -4""-} . .
(53) ™ = T;; '];H.q)?"" 3+(—4)*"‘1

[d' -{-(m +m )4-(14 f(m» +mv ) 40‘1"» k ] §+2<£::1ﬂ,,1 4 ,@”:1'4,

. M
bei m, =m,, =0, 0%42+m24+ 0

-\

g., An

20
(54) -d;'I;é J=1 oder 2,
bl W, = Ay, m A+ g = 0 B LCR, ¥ 40,0

ein beliebiger kontravarianter Vektor ist, dabei im Fall aus
dem Satz 3
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' h Ao
(55) wﬂ"--':,'fm-é»té )
A ,@, o _1 o201 .3 . . % g AR
CARYEVL I e KU e Y REYPN TS SO o i A

im Fall aus dem Satz 5

'y 256 M
(56) o =%§4fm5}+?14>*“ '
° I:v. = (- 4)-»0-(-4)“’ (- 4))»0. r-1y31 a=1,2
,{,+(_?;>-i«+1 ? ’ N

s
ist, wo £, durch die Gleichungen (16), (17) gegeben wer-

den,

Beweig. Aus den Gleichungen der Indikatrix von Dupin
(L61, Satz (4,4), S. 292), aus der Definition der Ahnlich-
keit und aus der analytischen Beschreibung der Ahnlichkeits-
. h e S
lage beweist man, wenn K [H1 bzwe K [H ] das Gauszsche
Krimmungsmass [ die mittlere Krimmung] der h-ten Brennflache
bzw, der charakteristischen Plache der Kugelkongruenz bezeich-
nen, dass im Punkt (“1""2) gilt:

Notwendige und hinreichende Bedingung dafur, dass @

ch
2 ahnlich sind (mit dem Ihnlichkeitemaaastab 9% ), ist
g 1 1 &
H=1% 7Y H K = TK )
was equivalent entweder mit
h,h oy hch
H?X ~XH%*=0 , KX >0,

oder mit

A
=0, K=0
ist,

Daraus, unter Anwendung von dem ersten und dem zweiten

Grundtensoren der h-ten Brennflache und von Satzen 3, 5 be=-
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kommt man Behauptung 1 des Satzes 8,

Der erste Teil der Behauptung 2 des Satzes 8, der Q’
behandelt, folgt aus Definition der Xhnlichkeit und aus vor-
hergehenden (o‘e" enthaltenden) Gleichungen.

Durch zweckmassig ausgedrickte Losung der Differential-
gleichung von Hauptlinien d"‘d" "’ al.u. aL.w =0
der h-ten Brennflache bekommt man 1n aL;ua,n = E‘r" ~ aus
(53), bzw. (54), baw, in einem beliebigen (von Nullvektor
verschieden) kontravarianten Vektor die die Hauptrichtungen
der h-i;en Brennflache angebenden kontravarianten Vektoren.

Unter Anwendung von [10] (Satz II, Gleichung (2), Be-~
wels des Satzes I) beweist man, dass im Koordinatensystem
< S3 44, A,,0. > und in Parametern aus (9) darch

H
é “'- ] eus (55) [(56); <+, , =0ldie j-te Koordi~
Qs Zniet A=) 41

nate des Tangentenvektors der Hauptlinie (Hauptkreislinie)

% [ ,“41 im Punkt (w;,u;) der charakteristischen Flache
aus dem Boweis des Satzes 3 [5] angegeben wird. Von hier aus
und daraus, dass die n-te Koordinate des kovarianten Tangen-

tenvektors der Kurve se l'. c4>"+4 ] dem Skalarprodukt des

obenerwahnten Tangentenvektors der Kurve ¢ E X ”“ . 43 mit

dem Vektor £,,., (mit Koordinaten (16), (17)) gleioch ist,
folgt, dass der kovariante Vektor 4'2;,,, aus (55) [(56)1]
die Hauptriehtung im Punkt (u,,u,) der charskteristischen
Flache aus dem Satz 3 [5] angibt.

Aus den vorhergehenden Feststellungen, der Formel i
Kosinus des Winkels von zwei Vektoren, und auch daraus, dass

die Hauptrichtungen aufeinander senkrecht stehen, aus der
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Unabhangigkeit des Ausdrucks auf der rechten Seite in (52) vom
kartesischen Koordinatensystem und aus der Unabhangigkeit der
Tensoren ”ﬁ?-,erf_?;; von Bewegungen, die ein kartesisches Hilfs~
koordinatensystem (S5 A,,4,,d > in das fest erwahlte karte-
gische Koordinatensystem Oxyz uberfuhren, folgt derjenige
Teil der Behauptung 2 des Satzes 8, der den Winkelc%’ behandelt.

A S ) D
Satz 9. Es sel 92 bzw, :‘@ die Indikatrix von Du-

pin der h-ten Brennflache bzw. der charakteristischen Flache
der adjungierten, hyperbolischen Linienkongruenz im Punkt
(uy,u,) o Dann gilt:

1, Notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dass

A
%, .32 ahnlich sind, ist in Parametern aus (9)
(57) (et | & DMt |8 1) =0
,g’m m,l 4 \ x™mm = ?
» A -
wo a ,va n durch die zugehorigen Gleichungen aus

o ™mm 1 ‘5
[11] (Satz 5.14, 5.15, 1.,10) und durch (10) gegeben werden.,
h
2. Es sel &, &  &hnlich. Diese Khnlichkeit besteht
dann aus der Ahnlichkeitslage mit dem Ahnlichkeitspunkt (g,
u2) und mit dem Ahnlichkeitsmassstab é und aus der Dre-

p Y
hung mit dem Drehpunkt (“1'“2) und mit dem Drehwinkel 2 ,

fur die
N o A d_4 %
58 = e m
o R e L
S A M, M A A & 1 &
2 5w z T T
(59)‘,‘2‘““"“[(2‘%,22:”2’; Wa™™ %)) T w, mod =
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59
gilt, wo die mittlere Krummung ILI der charaktéeristischen

Fléche durch die sugehorige Gleichung aus dem Satz 7 gegeben

' & 5 - A 3»
wird, und bel 7, =T . (olet|ag o)) (a,_,g,, 2, 2y,

1 4
v
‘A
>
)
a

M
> =z .
(60) 2{"‘ = Tga- Ta-u-c-»n?*‘ 5+ (=N 3+1

[d;"{—(r:v +m )+(u-l.'( S IRT IREL T3 ‘§+2J”’ o
.:4

g B & (w

bed m =m,=0, ec-m“"zg”u*a

A» 1
(61) 1::;’» - g '1‘:;1

3 ) J =1 oder 2

und
(62) % =nan, T, T
o

ist.

Bewelp der Behauptungen 1,2 des Satzes 9 ist dem Beweis
der Behnuptungen_l,2 des Satzes 8 analog. Dabel freilich, da
eine charakteristische, eine Gerade ("1"2) enthaltende,
Plache abwickelbar ist, stellt d den Tangentenvektor der
Krummungslinie der charakteristischen Pliache aus dem Satz 7
dar, und also stellt 12:,,, = o 'ét,,, s+ WO im kartesischen Ko-
ordinatensystem < S; x,, 4,,d > und in Paremetern aus (9)
d= (0,0;1) und %w aus (37) ist, den kovarianten Vektor
in der Hauptrichtung der charakteristischen Plache im Punkt
&nl.uz) dar.

Weiter werden wir immer bel den Kugelkongruenzea ein sol-
ches Geblet betrachten, in dem gilt: Die Kugel der Kugelkongru-
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enz hat mit der Bernhrungskurve (wenigstens einer von zugehori-

gen charakteristischen Flachen auf der h-ten Brennflache der Ku-

gelkongruenz) keine 3 Punkt-Berahrung. Von adjunglertem Linien-

‘kongruenzen betrachten wir immer hyperbolische Liriionkongrnonzon.
Dann werden wir unter die h-te Charakteristik der Kngel

[ gdjungierten Liniep ] = Kongrueng (im betrachteten Gebiet)

eine solche Menge von Punkten der h-ten Brenntllcho d:oratohon,

in denen die Indikatrices von Dupin -’D 3 C SD -? ] mit

Ricksicht wenigstens auf eine oharakteristiuch- Flache, doreﬁ

Kugeln mit der Berihrungskurve der charakteristischen FPlache

auf der h-ten Brennflache der Kongrueng keine 3 Punkt-Beruh-

rang haben [mit Ricksicht wenigstens auf eine charskteristi-

sche Flache] ahnlich sind.

Satg 10. Die h-te Charakteristik der von Kugeln mit
nichtkonstantem Halbmesser gebildeten Kugelkongruensz hat im
Gebiet

ok
(63) Xcet |2, >0

die Gleichung

Y Y
68) (Bmm & cout | ,,,h"(dd.l ] VHE= 0,

im Gebiet
5
(65) det|k, . |=0
die Gleichung
h
(66) X=0.
Beweis. .Unter Anwendung von Behauptung vor dem Sats 2,

von [10) (Gleichang (5), S. 319) und von Theorie der Hullfla-
che einer einparametrigen Schar von Plachen beweist man, dass
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Parameterdarstellung der charakteristischen die Kugel
a(uy,u,) = ¢ (o = konst) enthaltenden Flache im zweckmas-
sig erwahlten kartesischen Koordinatensystem Oxyz in der

Form

X = %’(%x), y=un, z:z(é’x,ay,c:), ot

betrachtet werden kann, Wenn wir in den Einheltsvektor der
Flachennormalen dieser charakteristischen Fléche fir =x, y
zugehdrige Funktionen von Parametern uy,u, aus der Parame-
terdarstellung der h-ten Brennflache der Kugelkongruenz und
fir ¢ aus der Gleichung /L(ul,uz) = ¢ ansetzen, konnen
wir immer é" go wahlen, dass die Einheitsvektoren der Fla-
chennormalen dieser charakteristischen Flachen und der h-ten
Brennflache in einer gewissen Umgebung des Punktes ("‘1'“2)
identisch sind.

Pur %' in Gleichungen (18), (19) bekommt man mit Riick-

sicht auf [61 (Gleichung (1,8¢), S. 298), auf den Beweis des
Satzes 2 und auf die Gleichung (13)

.3 A 5
ook hidi w¥a

» ) ()

H

h b I %
wo <‘!§"= (axe cos f3 & ﬁ;"),‘d,'. Tensor %“:5 auf der oben aus-
gedrickien charakteristischen Fldche gleich wie Tensor 37‘;4;3-
auf der h-ten Brennflache (sieh Satz 8) und 1‘3-"4 , ;3;2 durch
Gleichungen
A by & ,
1’4=("&»X)‘;‘do‘v, Vazn‘,‘&i‘:"

9
gegeben werden, (Dabei ist notwendig in meig und vor Be-~
rechnung in '1‘;“ , #2 fir x, y zugehorige Funktionen von

uy,u; aus Parameterdarstellung der h-ten Brennflache anzu-
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setzen,) Daraus folgt, dass in einer gewissen Umgebung des
Punktes (“1'“2) der h-ten Brennflache entweder stets

S
é“= + 4, oder stets € = -1 gilt.

Aus vorhergehenden Ergebnissen, aus der Definition der
h-ten Charakteristik der Kugelkongruenz, aus den Satzen 2,3
und aus der Behauptung 1 des Satzes 8 folgt die Behauptung
des Satzes 10, .

Satz 11, Die h-te Charakteristik der von Kugeln mit

konstantem Halbmesser gebildeten Kugelkongruenz hat

Nl 4 b A b8 4
1) im Pall 3% %Z L * o’ﬁ”"“"a’«'«ic-f)‘:*t:+c-4)t’+1 ’

B
’e’i.+c-4)1'-+44,+c-1)~'-~4= 0 im Geblet
b &
) 1o Fa et | B ] > 0

die Gleichunq

& h L% - & ey
(68) (&mm %, 2 K ..~ Cdet| &, ) tdet] B, 1) H2 =0,

434-(-4):""1
im Gebiet
'y
(69) det | &, 0 | =0
die Gleichung
L
(70) :.3(54)'."*“ =05

'S M
Bt & .. % 0 im Gebiet, in

.
B2 d >

2
2) 4m Fall II

v=1
dem (67) fir eine einzige Zahl i (von Zahlen 1,2) gilt, die
Gleichung (68);
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3) im Pall Trfs.p,,, ..a,-4,e,-,4=0 im Gebiet, in dem

(67) fir 1.=1, 2 gllt, die Gleichung

(71)1tha~w$ (1)“4-—(&1}@ et (%, IHL.=0,

im Gebiet (69) die Gleichung
2 ek

ITX .=
imd 4=+

(72)

Beweis dés Satzes 11 ist, unter Anwendung von Satzen 4,5,
dem Bewels des Satzes 10 analog,

Satz 12. Die h-te Charakteristik der adjunglerten Li-
nienkongruenz hat die Gleichung

A
(13) (dul |V (et ) 2 [ = 0

Beweis folgt aus der Definition dei h-ten Charakteristik
der adjunglerten Linienkongruenz und aus der Behauptung 1 des

Satzes 9.

Satz 13. Pur die h-te Charakteristik

(14) ' 7 =0

der Kugelkongruenz bzw. der adjungierten Linienkongruens, wo

éf die linke Seite der zugehOrigen Gleichung aus den Gleich-

wngen (64), (66), (68), (70), (71), (72) bsw. (73) ist, gilt:
1, Notwendige und himreichende Bedingung dafﬁr, dass

die h-te Charakteristik (74) in einer gewissen Umgebung des

Punktes (w;,u,) eine Plache bildet, ist die identische Er-

fillung der Gleichung (74) in dieser Umgebung. Wird die h-te

Charakterigtik (74) durch eine Flache gebildet, dann ist die-



se Plache mit der h-ten Brennflache der Kugelkongruens bsw,
der adjungierten Linienkongruens identisch.

2, Notwendige und hinreichende Bedingung dafur, dass
die h-te Charakteristik (74) in einer gewissen Umgebung des
Punktes (u,u,) eine Kurve bildet, ist bei 7, = %%—.
(i=1,2) | -

(15)  F g i)) =0, (X Ctyytig), By (hgyitg Dk (0,00

Ist die h-te Charakteristik (74) eine Kurve, dann liegt diese
L. h '
Kurve auf der h-ten Brennflache § bsw, s: der Kugelkon-
o
gruens bzw, der adjungierten Linienkongruenz und fiur ihren

h AL h ke
Tangentenvektor ch = cf” €, baw, ch = ch” &, gilt in Pa-
4 e~ % ¥4

reametern aus (9), bei ';(:2 >0

il B A_
(76)03»-:(4) 1%2%43 .

NIA

L-™™ B A iz,

Xm+tcy™+1 X oy tony™+1 "'m (% 7(‘-4 =)

bzw,.

e A B b1 id
LN APYCEVAE A A Fr
mem S o Loa Ay

LN mrm&(—ﬂ""*" Kmu-(—ﬂ)"‘*" Q"ﬁ‘m] z’ (7‘4 KM =1).

Beweig folgt aus der Definition der h-ten Charakteristik
der Kugelkongruenz bzw, der adjungierten Linienkongruenz, aus
den Satzen 10,11 bgw. 12, daraus, dass 5'(:' Skalar ist und
ans [6] (Satz (4,4), S. 81), Dabei ist es moglich, die Glei-
chung (76) bsw. (77) analogisch wie die Gleichung (13) zu be-

weisen,
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Satz 14. 1. Es sei die h-te Charakteristik (74) der Ku-
o A M
gelkongruenz eine Kurve mit Krummung %1 und Windung %3 .

h w A
Dann gilt in Parametern aus (9) bei 1, > 0 fur %, [ %, ]
11 72
die Gleichung, welche man aus dex Gleichung (11) [ (12)] ve=-
kommt, wenn man darin statt Xe, Eﬁo ] )h. Ek J und statt
ﬁ" aug (76) sohreibdbt,
2, Es sei die h~te Charakteristik (74) der adjunglerten

Linienkougruenz eine Kurve mit Krimmung k,, und Windung
ﬂe/,_ .Dann gilt in Parametern aus (9) bei™ 7(4> 0 fur
x

Ai"‘ L %z 1 die Gleichung, welche man aus der Gleichung (31)
o oL

S n Y F
[(32)] bekommt, wenn mann darin statt % _ [k,] k, [ %,1]
€' % X 70(2-2

h' h *
und statt o™ ch™ aus (77) schreibt.
g <

Beweis, Behauptung 1 des Satzes 14 folgt aus Behauptung
2 des Satzes 2 und aus ihrem Beweis und aus dem Teil der Be-
hauptung 2 des Satzes 13, der die Gleichung (76) betrifft,und
aus seinem Beweis.

Behauptung 2 des Satzes 14 folgt aus Behauptung 1 des
Satzes 6 und aus ihrem Beweis und aus dem Teil der Behauptung
2 des Satzes 13, der die Gleichung (77) betrifft, und aus

seinem Beweis,

Satz 15. Metrische Differentialgeometrie der Charakte-
ristiken von Kugel- und adjungierten Linienkongruenzen kann

man in Parametern aus (9) mittels des Skalars x und der

Y. daa dna
Tensoren TA;;- ’q;g;i‘i = T"«_g-_ aus (8) untersuchen,
y
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Beweis folgt aus den Sdtzen 13,14, asus [11](Satzen II,
III, V, VI, 1.10), aus der Beschreibung von unabhangigen In-
varianten einer Kurve im E3 und aus den Betrachtungen, wel-
che die Gleichungen (7) bis (10) enthalten.

Satz 16. Differentialgeometrie der Kugelkongruenzen, ih-
rer Untermannigfaltigkeiten und der adjungierten Linienmannig-
faltigkeiten im E; kann man in durch die Satze 1 bis 15 cha-
rakterisierten Richtungen und Formen in hier %w , *u,,*u,, *«,
begeichneten Parametern aus (9), mittels des Skalars *x =

T
5(,9)(“&. ¥ap) und der Tensoren
Y LY aa an dn
*T,. = (T,.) *T. . a*T,. a(T,.)
; - < ¢ »
43 Ch (uparan)’ T3 gq 7 “F Cantin)

(k=1,2, 3, 4) aus (8) untersuchen,
Beweis folgt aus den Satzen 1 bis 15 und aus den Betrach-
tungen, welche die Gleichungen (7) bis (10) enthalten.

Konzeption, Inhalt und Méthoden der zweiten Phase konnen
durch den Satz 17 und durch seinen Beweis charakterisiexrt wer-

den,

Satz 17. Es sei

A7 .
(18) g, (uyyaty, ity ) = € , et [—a-::‘l % 0, 0= feomst, (h,j = 3,4 )

eine beliebige Kugelkongrueng é = é (s4,40,) im Kugelraum
P=7 Clhgydbg,ydbg, by ) , deren Mittelpunktflache von
Kugelflﬁche und Ebene verschieden ist, und Symbol ( Py =Cy

Py = cq,) bezeichne Substitutionen i, =il,(u,,w,), 4, =

= Ay, (4, ddg) , WO ALg (g ar), 4y (44,4tp) 1implisite,durch
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die Gleichungen (78) definierte, Funkiionen sind.

Es sei ?.’Dq;: die mit (-1)3*% multiplizierte dem in
s i

der j-ten Reihe und i-ten Spalte der Determinante

(19) D = di|d), 42, 59 O | po4,2,3,4
D2 Py P Quy 7 Suy

stehenden Element zugehorige Subdeterminante und A P A 22
49, %Y,
(A, +0), B die durch die Gleichungen
99,22 ? 959, ne

»A

A= T °'LI? n 25 2™ D% I 2N D) 44,2,
X L 4™ 99 997 690 G2 992 %9 "

(80)

8 ", T, 08 e b Dm0 27 0% AT
HLy, Sy ‘!3‘?4 9}"4 93‘!4. ‘h"# 939:, X% h% %91,

definierten Funktionen,

Py .
Es sei Z‘D;; die mit (-1%**  multiplizierte dem in
s 9y

der J-ten Reihe und 1-ten Spalte der Determinante

9492 ]
(81) 2 wla‘”,‘a"’, 093 2% L A=d,2,3,4
?;‘fq 842 all—'a au,e a&z

stehenden Element zugeharige Subdeterminante, wobel ¢, («,, «,),

2
@ (wq,«,) die (bei (4,,4)e N ) durch die Gleichungen

(B eI sn ,1%) du +
(‘P 1(“"' b9y N9y $H Yy ‘!,‘ll,’?,?q (cfym ey, %= Cy) “
(82)
40
4
a
*2 f““" 939, ?fl%”)‘?s=°g,°i~-=w)w4= &p T2 s
L=d,2,
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oe; -t
207" — - LB E (-1
%9, 4,9422 <<!3-°y%'°».’ au. v,q., 929,

9 Bei_( 2 (ptip s
(43=C3194=4) iy iy 9%y %%y

SN

(83) f% 4-&4.& 22]
A A ‘Bq Gy

'-' 2] -4

2 _9 2 3 L=
DAL B A 1% )cq,==,,<£4“‘-w 2'&44,, gﬁﬂ’%zz)@,-c’,qf:@ e

CXA ?,%,“ 49,32

s

definierten Funktionen sind.

Dann gilt fir Paremeter *«, (m=1,2,3,4),Skalar *2x

ph as
und Tensoren *T . *T._
Parametern «, (mn=1,2,3,4) auf dem Kugelraum, speziell in

aus dem Satz 16, in beliebigen

Parametern u,,u, (nach durch Symbol (g,=¢,,g, =¢,) repra-
sentierten Substitutionen) auf der Kugelkongruenz (78):

6“4 q1q2_4 11‘,34: &“u—; aq‘:
(84) = P Fms  tws
B*ug %Yy 49y “3 “y
@S2 F142
) &
ki = N XK), = D D £
4 < q,q" q1q"“ R
(85)
" 9"5’21 91"2‘2 %Yz , 94":.&}‘ )
b Tg9, 09, F Be, HBe, R
A A CoR2Y P F2 P1%2 , oA
An, -2 ) * £ T
<4 T9,9, @9,% g9,7 RE >
(86)

T e B K
E T g .
“% = v'qq ERC T A X

Beweigs., Unter Anwendung von der Theorie der impliziten
Funktionen von mehreren Veranderlichen, der Theorie der Krum-

mungslinien der Flache, der Theorie der exakten Differential-
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gleichungen, ferner unter Anwendung von Eigenschaften des Gra-
diententensors, dem Satz von Laplace aus Determinantentheorie
und dem Transformationsgesetz fir Koordinaten eines Tensors
beweist man:

1) In durch die Transformationen
; ’ d¢, ,
Mgy = 0, Com 4,20, gl b V=t = O, w};ﬁ:[ *0, (R,3=3,4)

bestimmten Parametern 'ui (L = 1,2,3,4) des Kugelraumes hat
die Kugelkongruensz (78) die Gleichungen
M‘b=c‘b, = oot (k=3,4)

und flir die Koordineten eines belisbigen kovarianten Tensors

aweiter Stufe /T, (£,3=1,.,4) gnt

’ -2
T:e= D @ T .
“? g, vm g9+ Nt

2) In Parametern ’ni aus 1) kann man Differentislglei-
chungeh der Krummungslinien der Mittelpunktflache 4 der Ku-
gelkongruenz (78) in Porm der exakten Differentialgleichungen

’ ’ <./, 7, p
(‘b"‘( ’u,{a"‘ bzq 2D V( h"a+lh24> -4 h”'f *‘21)(’“‘3=C31"‘-4l¢4’ d"“"f +
Y2y Mok e, uyecyy @ a= 0y €= 1,2)

schreiben, wo L eine L'éuung der partiellen Differential-

gleichung
2m 20 oy, AT, 1 Pt
22 (' tc,,’a. £¢,) ao + *’h ‘h ?1‘4": a:g)
Sed
’ ¢ ’ z ’
o {__._m, RINEIS T IS =y R e e ™
-2 _9_..(',0., 3l (< =1,2)
6“1 22 (4«.’ < a.-c,') “s ! ?
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bel

An  dae LA da
’ / / — ’ 4 .
/“'" = T:’;' TQ;’ Tz‘-‘ T4‘ =

da 2 h m
=% % 2% 2mca* 2™ - 2% 2a™) (i,53=1,2)
“ 99 he Q9™ 9,9, 597 o 9, 9% 2 gt 3=120,

ist,

3) In Parametern u; (1 = 1,...,4) des Kugelraums haben
die exakten Differentialgleichungen der Krammungslinien der
Mittelpunktflache 4 der Kugelkongruenz (78) die Form

1
R (-1 3) du, +
s <q0£~ {g’q ) [g’agq #g;é';,""' q'f'q,‘zﬂ- (Y= Cq, Ayt CyY) ]
+2u, CDM A L =0,

X @8, 22 ‘%‘cquft‘c#’

wo w, die Losung der partiellen Differentialgleichungen (83)
ist. Die Krummungslinien der Mittelpunktflache A der Kugel-
kongruenz (78) haben also die Gleichungen g¢; =c; (cy =
= konst, 1 = 1,2) , wo @; durch die Gleichungen (82), (83)
gegeben sind.

4) In den durch die Transformationen

g=tay (i=1,2,3,4)
bestimmten Parametern "ui (L =1,2,3,4) des Kugelraums, wo
9, ¥, bzw. @,,9, die Punktionen aus (82), (83) bzw. (78)
sind, und nur in diesen Parametern, hat die Kugelkongruenz
(78) die Gleichungen
Pugy = Cp, Cp = Aonat (h=3,4)

und auf der Kugelkongruenz (78) gelten die Gleichungen

J
*7 = TR L) » .
T P T ‘“g S, 4=-c4)- T ay, hasy, Yur = 0 Fac = e)=0

Pir die Koordinaten eines beliebigen kovarianten Tensors
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zwelter Stufe *T; . (1,) = 1,2,3,4) gilt

WS , 9S24 TS
*T,, = 92-2 e B4 T
4 T, a9, 99,7 R

Aus Behauptungen 1) bis 4) folgen Behauptungen des Satzes 17,

Konzeption, Inhalt und Methoden der dritten Phase konnen
durch die Satze 18, 19 und durch ihre Beweise charakterisiert

werden,

Satz 18.. 1, Notwendige und hinreichende Bedingung dafur,

dass eine hyperbolische, regulare, nichtzylindrische Linienw

1 : : .
kongruenz p (1!, 4% 0% 1,14, 15, £%) (*= p*ulu?), L= 1,..,6)
die adjungierte Linienkongruenz einer Kugelkongruenz (R ; @)
darstellt, ist bei

1
B r<nd-p* 0), a=lah2e(nD%1T 2 241,

e ;= Linh%s (ﬂ‘)2+4’3§(4‘1 =t g ) s

(88) oy
e, e’

)
iz =d-'i.

’

3_2
@y = [p"2% (p2) 0 ’L 2 AN (A1 ] +

2 L] 1.2 242 fopr 1.1 2,12
(89) +p @ﬁni.xwrc@ VD% 11-4 I e pp 3 +

+Ia'nl+ n2pd 1A TR+ 420310

&g aki= I,
]-4‘ .t <A L daga4 das;  Sa,
NERY 7 (S + 75212 2228 )

» du? ?

-4
i

(90) &= e+ (D2 TR (plnf - w2pl)
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,52 e - [Cp1)2% (p2)% 1277 (41’44»‘;4- s 4—»% ),

Q.

(91)

v o v
AR m A
AR o TN by

und bei positivem Ausdruck in der Klammer in (93)°

(92) R=r+ura-ahé(5lé+1ré)wk R

(93)
;h(v. o )( Qj.el ~(£r,+ e )(((.L-Q-qr )d-l.u' CJ
=L (u; -+ : (}L“‘*‘ wk)— ?‘.‘ '4" 1'4‘, & A

»la

wo 4 eine solche Losung der partiellen Differentialgleich-

ung

‘é"dhmp'hﬁ (ek;(&é-c- Ljh-}- 1.‘; Léh)%; " e‘tk@z&;# +
(94) ", o

P AT AR, =0
ist, fiir welche bei T = r + ¥a
~ ~ ~ A ~ 2

(% E)(F.5)) = (.50 0, (R R )Ry R)- (R R4 0

(95)
2 2 2

LRy Ry @qIlRy Ro-@p )~ [RyRy- @@y 1° > 0

gilto

2, Notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dass die
Kugelkongruenz (R @) aue der Behauptung 1 von Kugeln mit
konstantem Halbmesser gebildet wird, ist

(96) Coqa = Cgq -
Im Fall (96) ist

(97) Rar-(f@i;du‘.'-be)a. )
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(98) @ = konst .

Beweis, der eine solche Abbildung von Linienkongruenzen
auf Flachen benutzt, in welcher konjungierte Netze den Torsen-
netzen entsprechen, steht vollig auf Ergebnissen von [81 (S.
445, 459-463, 412-413), Aus diesen Ergebnissen, aus [11] (De-
finition 4.1, Satz 3.2) und aus ,

(21 "(“'.h”' = (e mj)'m_,;_ fih>|,m G‘:’m =

omM v Tmik v

=(e Ry g == (BT T @),

folgt:
FNotwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine
hyperbolische, regulare, nichtzylindrische Linienkongruenz

(r ;a) die adjungierte Linienkongruenz einer Kugelkongruens
(Ryp ) darstellt, ist bel

0"=d.¢tla |, ay;=agra;,

6"&-' QT , 1}"-’_ = ot [a., @, T, |,

bei zweiten Gleichungen in (88), (89), (91), bei dritter
Gleichung in (89) und bei positivem Ausdruck in der Klammer
in (93), die Giltigkeit der Gleichungen (92), (93), wo

eine solche L'daung der partiellen Differentislgleichung

2Ly M w1 T B v EN(r ) = 0
ist, fiir welche bei ¥ = r + v a (95) gilt.

Unter Anwendung von kovarianter Ableitung beweist man,

dass die vorhergehende Gleichung mit der Gleichung

; ST PT S N
(i, v)w“;-té'hw; ~+(é~‘@i‘, +1"-‘! ﬁ"’i(e"“l»-]}_;.
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" &ty <k rv*v é? 0
aquivalent ist, und alsowegen Ygp.= Yin»© =-¢ ,°;1 =

S ’
e®|4 = 0 mit der Gleichung (94) dquivalent ist,

Aus vorhergehenden Betrachtungen und daraus, dass die
Linienkongruenz p (£, #4, #2=1, p*, 45, £¢) mit Rickeicht
anf [5] (I, Satze (2,4), (2,1), (2,6), S. 5 bis T) mit Linlen-
kongruenz (»; a), wo r, a durch die Gleichungen (87) gege-
ben sind, identisch ist, folgt Behauptung 1 des Satzes 18,

Aus der bewiesenen Behauptung 1 des Satzes 18, aus [11]
(Satz 1.13) und aus der linearen Unabhangigkeit der Vektoren
ayy 85 folgt, dess die von Kugeln mit konstantem Halbmesser
gebildete Kugelkongruenz (R;@®) durch

PGty =0, R=1,2
gekennzeichnet ist, was wegen det la®?| + 0 mit
vim-dy, d=42
aguivalent ist. Aus dem Vorhergesagten, aus dem Beweis der Be-
hauptung 1 des Satzes 18 und daraus, dass (96) Integrabilitats-
bedingungen des vorhergehenden Systems von Differentialglei-

chungen sind, folgt Behauptung 2 des Satzes 18,

Satz 19. Differentialgeometrie von hyperbolischen, regu-
laren, nichtzylindrischen Linienkongruenzen, auf denen eine
solche Losung ¥ der Differentialgleichung (94), fir welche
(95) gilt, existiert, und Differentialgeometrie von ihren Un-
termannigfaltigkeiten konnen in Differentialgeometrie von ad-
jungierten Linienkongruenzen und von ihren Untermannigfaltig—
keiten uberfithrt werden.

Beweis folgt aus dem Satz 18 und aus [11] (Satz 1.16).

Versteht man unter Kugelkongruenz: eine solche Kugelkon-
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gruenz, deren Mittelpunktfldéche von Kugelflache und Ebene ver-
schieden ist, kann man auf Grund der Satze 1 bis 19 das resul-

tierende Theorem folgendermassen formulieren:

Theorem, Differentislgeometrie der zweidimensionalen Ku-
el- und Linienmannigfaltigkeiten im dreidimensionalen eukli-
dischen Raum kenn im Sinne dexr S8tze 16 bis 19 im beliebig pa-

rametrisierten Kugelraum unter Anwendung von Skalar » und

ol
Tensoren ‘%ii , ’rbié aus (8) untersucht werden.
DYy
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