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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UHIVERSITATIS CAROLIHAE 

16,3 (1975) 

DIFFERENTIALGEOMETRIE DER ZWEIDIMENSIONALEN KUGEL- UND LINIEN­

MANNIGFALTIGKEITEN Bf DREIDIMENSIONALEN EUKLIDISCHEN RAUM, II 

Zdenek VANCTJRA., Praha 

U : Es handelt sich um die Fortsetzung des Artikels 
Z. VancüraT Differentialgeometrie der zweidimensionalen Kugel-
und Linienmannigfaltigkeiten im dreidimensionalen euklidischen 
Raum I, CommenteMath.Univ.Carolinae 16(1975),219-243. 

AMS: 53A40, 53A25 Ref. l.\ 3.931.6 

Satz 8. Es sei S> bzw. 3> die Indikatrix von Dupin 

des h-ten Brennfläche bzw. der charakteristischen flache der 

Kugelkongruenz im Funkt (u^,u2) • Dann gilt: 

1« notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 

eO , 2> ahnlich sind, ist in Parametern aus (9) entweder 

oc ) 

(48) ( . * * b ^ ) 2 K - (det | 4 j r x < « r t | b . J . H 2 - 0 , 

(49) w.tit.jr-wrti^D^o , 

oder (5 ) 

(50) * . 0 , (det | t j rJ(det | »u J ) - 0 . 

190 V « v * ^*m,m, » Ä/wvm' durch die zugehörigen Gleichungen 

aus Cin (Satz 1.11, 1.12), aus *"*'* * ^ - <*£ , d ° ) «»* 
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das Gauszsehe Krummungsmass K und die mittlere Krümmung 
<** 

H der charakteristischen Flache durch die zugehörigen 

Gleichungen aas den Sätzen 3» 5 gegeben werden« 

2. Es sei & 9 £) ahnlich. Diese Ähnlichkeit be­

steht dann aus der Ähnlichkeitslage mit dem Ähnlichkeits-
JL 

punkt (ultu2) und mit dem Ähnlichkeitsmassstab et and 

aus der Drehung mit dem Drehpunkt (a,ftt2) **nd mit dem Dreh­

winkel co , für die gilt: 

Im Pall 1 oo ) ist 

(51) & - [ « e t l ^ j r 1 (det | b ^ j t " 1 ] * , 

im Fall 1 ß ) i s t 

(5i ' ) & - | £ ~ - - f r _ . > * • - ! * . 
tVUřffít 

In den Fäll n 1 oc)» ß) ist 

(52) £ saro oo- C(aÄiЄv*v-Ł )(2У
л
w

л т v
 w ^ )]

a V-w^mođ 
ч 

wo ъвi £гi , Һ<^\Kг\^(^Лr *-* V« *ěè + ö 

(53) ^ » T . ^ T . ; * ^ . + f , ^ + 1 • 

bei mi^ * /rrvft2 * 0, ^ + *n^ + 0 

(54) v * « dT* TJ"'- j - 1 oder 2 , 

bei Ar1«r^tfla-^19+mta1 = 0 £*[(&",&-> + CO, 0)1 

ein beliebiger kontravarianter Vektor Ist, dabei in Fall aus 

den Säte 3 
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(55) &-M**, ' 

im Fall aas dem Satz 5 

A, A *" •*" 

( 5 6 ) jV 

A+.C-%*+i * 
k. 

ist, wo £^ durch die Gleichungen (16), (17) gegeben wer­

den» 

Beweis* Aus den Gleichungen der Indikatrix von Dupin 

(£63# Satz (4,4), S. 292), aus der Definition der Ähnlich­

keit und aus der analytischen Beschreibung der -Ahnlichkeits-
Jh, Jh> Jh> e*v 

läge beweist man, wenn K CH] bzw* K C H ] das Gauszsche 

Krummungsmass Cdie mittlere Krümmung1 der h-ten Brennfläche 

bzw« der charakteristischen Fläche der Kugelkongruenz bezeich­

nen, dass im Funkt (u,,u~) gilt: 

Hotwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass S> , 

3) ahnlich sind (mit dem Ahnlichkeitsmassstab de ), ist 

x-±-k-v , x--4-x , 
«ea te> 

was äquivalent entweder mit 
H*X - X H a * 0 , K X > 0 , 

oder mit 
dh, Jk, 
X s 0 , X « 0 

ist» 

Daraus, unter Anwendung von dem ersten und dem zweiten 

Grundtensoren der h-ten Brennflache und von Sätzen 3, 5 be-
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kommt man Behauptung 1 des Satzes 8« 

Der erste Teil der Behauptung 2 des Satzes 89 der ee 

behandelt, folgt aas Definition der Ähnlichkeit and aas vor­

hergehenden ( 9e enthaltenden) Gleichungen. 

Durch zweckmässig ausgedruckte Lösung der Differential­

gleichung von Hauptlinien £?&£ S&^d&i djuu^ -* 0 

der h-ten Brennflaehe bekommt man in du^ .= <v"n/ aas 

(53)t bzw. (54)» bzw. in einem beliebigen (von Nullvektor 

verschieden) kontravarianten Vektor die die Hauptrichtungen 

der h-ten Brennflache angebenden kontravarianten Vektoren» 

Unter Anwendung von ClO] (Satz II, Gleichung (2), Be­

weis des Satzes I) beweist man, dass im Koordinatensystem 

< S; <61, /*»2 , d > and in Parametern aas (9) darch 

tiC fc. 1 ^ s (55) [(56); i 3 . * Oll die 3-te Koordi-

nate des Tangentenvektors der Hauptlinie (Hauptkreialinie) 

a&L dt . . ] im Punkt (a19a9) der charakteristischen Fläche 

aas dem Beweis des Satzes 3 £53 angegeben wird. Von hier aas 

and daraas, dass die n-te Koordinate des kovarianten Tangen­

tenvektors der Kurve ae C, ae . , 1 dem Skalarprodukt des 

obenerwähnten Tangentenvektors der Kurve ae C. ae . i mit 

dem Vektor f ^ (mit Koordinaten (16), (17)) gleioh ist, 

folgt, dass der kovariante Vektor mr^ aas (55) £(56)3 

die Hauptrichtung im Punkt (u-pttg) der charakteristischen 

Flache aus dem Satz 3 £53 angibt» 

Aas den vorhergehenden Feststellungen, der Formel für 

Kosinas des Winkels von zwei Vektoren, and auoh daraas, dass 

die Hauptrichtungen aufeinander senkrecht stehen, aas der 
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Unabhängigkeit des Ausdrucks auf der rechten Seite in (52) vom 

kartesischen Koordinatensystem und aus der Unabhängigkeit der 

Tensoren T^J» T^J von Bewegungen, die ein kartesisohes Hilfs­

koordinatensystem < S; /t̂ , <bl9cL > in das fest erwählte karte-

sische Koordinatensystem Oxyz Überführen, folgt derjenige 

Teil der Behauptung 2 des Satzes 8f 4er den Winkel co behandelt« 

Satz 9. Es sei 3) bzw, '& die Indikatrix von Du-
60 OC 

pin der h-ten Brennflache bzw# der charakteristischen Fläche 

der adfungierten, hyperbolischen Linienkongruenz im Punkt 

(ultu2) • Dann gilt: 
1« Notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 

A\> eSh/ 

3> , 3> ähnlich sind, ist in Parametern aus (9) 
eC 7 oc 

(57) «cUtlf^jrWlf^p-o , 

Jh ** 
wo °-> ffrs,^, , ^mv/n. durch die zugehörigen Gleichungen aus 
Ell] (Satz 5*14, 5«15, 1#10) und durch (10) gegeben werden. 

^ •** 
2« Es sei 3) , Sb ähnlich» Diese Ähnlichkeit besteht 

dann aus der Ähnlichkeitsläge mit dem Xhnlichkeltspunkt (u^, 

u0) und mit dem Xhnlichkeitsmassstab ae und aus der Dre-
• , * > 

hung mit dem Drehpunkt (u19Up) und mit dem Drehwinkel o> 
X C ££ 

für die 

(58) Ä . |(ir— * ^ ) M - 4 j i , 

(59) £«M6e»L(<w *tr* 4r*)<o/^ ** ^ )] i ^ í r m*d~ 
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gilt, wo die mittlere Krümmung H der charakteristischen 

Fläche durch die zugehörige Gleichung aas dem Satz 7 gegeben 

wird, und bei &. .«ff .(oUtl***])-* <&<.+->-&0. •*<*), 

160) ^ - v ; ^ , ^ . ^ , ^ . 

be i oc 22 - ° > -& ^ * 
Tia*Tн 

. • * - • 

0 

(61) 
ec **? 

љљ 
тu 

* 
1 

und 

3 * 1 ođer 2 

(62) «'»-**»TU*tó + f
л 

iat. 

Beweis der Behauptungen 1,2 des Satzes 9 ist dem Bewele 

der Behauptungen 1,2 des Satzes 8 analog* Dabei freilich, da 

eine charakteristische, eine Gerade (u
1
,tt

2
) enthaltende, 

Fläche abwickelbar ist, stellt d den Tangentenvektor der 

Kr'ummungslinie der charakteristischen Flache aus dem Satz 7 
Jlv Ai» 

dar, and also stellt wm * d . o,^ , wo im karteaischen Ko-

ordinatensystem < S; ̂ , A2)OL> and in Parametern aas (9) 
IL 

d * (0,0,1) and 9 ^ aas (37) ist, den kovarianten Vektor 

in der Hauptrichtung der charakteristischen Flache im Punkt 

(.â ,̂ ) dar. 

Weiter werden wir immer bei den Kugelkongruenzen ein sol­

ches Gebiet betrachten, in dem gilt: Die Kugel der Kugelkongru-
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enz hat mit der BerührangskttTre (wenigstens einer T O B zngehori-

gen charakteristischen Flachen auf der h-ten Brennflache der Kn-

ge lkongruenz ) keine 3 Pankt-Bertthrung. Von ad Rangierten Linien­

kongruenzen betrachten wir immer hyperbolische Linienkongruenzen. 

Dann werden wir unter die h-te Charakteristik der Kugel 

[ ad.1 tangierten Linien 1 - Kongruenz (im betrachteten Gebiet) 

eine solche Menge TOB Punkten der h-ten Brennfische verstehen, 

in denen die indikatricee T O B Dttpin 3, % Z & , $ 1 alt 

Rücksicht wenigstens auf eine charakteristische Fische, deren 

Kugeln mit der Bertthrnngakurve der charakteristischen Fliehe 

auf der h-ten Brennflaehe der Kongruenz keine 3 Pankt-Beröh-

rong haben Cmit Rücksicht wenigstens auf eine charakteristi-

Bohe Fläche] ahn lieh sind« 

Satz 10« Die h-te Charakteristik der Ton Kngeln mit 

nichtkonstantem Halbmesser gebildeten Kttgelkongraens hat im 

Gebiet 

«3) XcLUlJ^J^ 

die Gleichnng 

(64) (t— %^)>t- CcU* | ̂ „ [ r W 1 - £ ,J) H- - o , 

in Gebiet 

die Gleichung 

(66) X * 0 . 

Bewefo. Unter Anwendttng TOB Behauptung TOT dem Satz 2 , 

• O B [101 (Gleiohttng (5), S. 319) and T O B Theorie der Httllfla­
che einer einparametrigen Schar T O B Flächen beweist man, dass 
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ParameterdarStellung der charakteristischen die Kugel 

A(tt-,fttp) « c (c « konst) enthaltenden Flache im zweckmäs­

sig erwählten kartesischen Koordinatensystem Oxyz in der 

Form 

Ä » tl(l>«X); rt^ss ty, &-s5&('£0<,^,c), t* s ± 4 

betrachtet werden kann. Wenn wir in den Einheitsvektor der 

Flächennormalen dieser charakteristischen Fläche für xf y 

zugehörige Funktionen von Parametern tt-,ftt2 aus der Parame-

terdarStellung der h-ten Brennflache der Kugelkongraenz und 

für c aus der Gleichung ^(tt^ftt2) * c ansetzen, können 

wir immer ts so wählen, dass die Einheitsvektoren der Fla-

oheimormalen dieser charakteristischen Flachen und der h-ten 

Brennfläche in einer gewissen Umgebung des Punktes (u-j,u2) 

identisch sind« 

Fttr & in Gleichungen (18), (19) bekommt man mit Rück-

sioht auf C61 (Gleichung (lf8c)f S. 298)f attf den Beweis des 

Satzes 2 und auf die Gleichung (13) 

£? ,e$v Jh,. Jk>> ^*si» w / v--f B m (mt--ir««'^*-- *eJ^)(<j') , 

wo CJ'-S (<»ce,con>ß Jbr%\Z).cL\ Tensor fln^j auf der oben aus-

gedruckten charakteristischen Flache gleich wie Tensor in^v 
Jk Jb, 

auf der h-ten Brennflache (sieh Satz 8) und v* 9 tr3- durch 

Gleichungen 

gegeben werden» (Dabei i s t notwendig in <m>£j und vor Be-

rechnttng in ir* f ir* far xf y zagehorige Funktionen von 

tt-,fu2 aus Parameter dar Stellung der h-ten Brennfläche an zu-
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setzen«) Daraus folgt, dass in einer gewissen Umgebung des 

Punktes (ulfu2) der h-ten Brennflache entweder stets 

g s t l l , oder stets % « - 4 gilt. 

Aus vorhergehenden Ergebnissen, aus der Definition der 

h-ten Charakteristik der Kugelkongruenz, aus den Sätzen 2,3 

und aus der Behauptung 1 des Satzes 8 folgt die Behauptung 

des Satzes 10. 

Satz 11. Die h-te Charakteristik der von Kugeln mit 

konstantem Halbmesser gebildeten Kugelkongruenz hat 

1) im Fall ß*A7-*£l A . * ° >ß»*-*ii«r*it+c-<>i+i * 

jk . A .,«0 im Gebiet 

e0t/ , . 4 1 , , 

-UM)*«"1 **""' 

die Gleichung 

(68) c f t - - t l l t ^ x > 4 4 ( ( - c - « | ^ j r W | . . k j ) J ^ . o, 

im Gebiet 

(69) dlt | ̂  I - ° 

die Gleichung 

e*v 

(70) X > .. - 0 • 
4,+C-f)*^ ' 

2) im Fall . TT Ä ̂ V 1 - &:? ir. . -4* 0 im Gebiet, in 

dem (67) für eine einzige Zahl 1 (von Zahlen 1,2) gilt, die 

Gleichung (68); 
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3) la *»11 JT feJ-^ jfe. # ö --» Gebiet, in dem 

(67) fix i - 1, 2 gut, die Gleichung 

(7i)J< Cc^-l^ . t u , - ( ^ | ^ j r W |£_. ^ 3 = o , 

in Gebiet (69) die Gleichung 

(72) .TT, X . - 0 . 

Beweis des Satzes 11 ist, unter Anwendung von Sätzen 4,5, 

de» Beweis des Satzes 10 analog. 

Satz 12. Die h-te Charakteristik der adfungierten Li-

nienkongruenz hat die Gleichung 

(73) <*t | ̂  | r W ] i ^ | > - Q . 

Beweis folgt aas der Definition der h-ten Charakteristik 

der adfungierten Linienkongraenz and aas der Behauptung 1 des 

Satzes 9* 

Satz 13. tar die h-te Charakteristik 

(74) £ * 0 

der Kttgelkongruenz bzw. der adjungierten Linienkongraenz, wo 
Au -

% die linke Seite der zugehörigen Gleiohang ans dea Gleich­

ungen (64), (66), (68), (70), (71), (72) bzw. (73) ist, gilt: 

1. Kotwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 

die h-te Charakteristik (74) ia einer gewissen Umgebung des 

Punktes (a-,,*^) eiae Flache bildet, ist die identische Er-

fttllang der Gleiohang (74) ia dieser Umgebung. Wird die h-te 

Charakteristik (74) daroh eiae Flache gebildet, daaa ist die-



so Flache mit der h-ten Brennflache der Kagelkongraena bzw. 

der adfungierten Linienkongraenz identisch. 

2« notwendige and hinreichende Bedingung dafür, dass 

die h-te Charakteristik (74) in einer gewissen Umgebung des 
K B fr 

Punktes (ultu2) eine Kurve bildet, ist bei ̂  *= —-*-— 

«•-1,2) 

"5) £cu^* a>-°> <h<«<*»ih%a<«if*>i1>+ t°><» • 

I s t die h-to Charakteristik (74) eine Kurve, dann l i eg t diese 

Kurve aaf der h-ten Brennflache f bsw. $, der Kogolkon-
«c 

gruenz bsw. der ad jangierten Linienkongraenz and für ihren 

Tangentenvektor ch = dh £• bsw* erv.cfe a. • g i l t in Pa-
*• Ot> 06 fc*v 

rametern aas (9), bei #. > 0 

(76) är-t-tf^^d* • 

bzw. 

(77) «fc'-C-^fc.^jftV** • 

Beweis folgt aas der Definition der h-ten Charakteristik 

der Kogelkongruenz bzw. der adjangierten Linienkongraenz, aas 

den Sätzen 10,11 bsw. 12, daraas, dass % Skalar ist and 

aas C63 (Satz (4,4), S. 81). Dabei Ist es möglich, die Glei­

chung (76) bzw. (77) analogisch wie die Gleichung (13) zu be­

weisen« 
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Satz 14. 1. Es sei die h-te Charakteristik (74) der Ku-
*> & 

gelkongruenz eine Kurve mit Krümmung m*A und Windung <*&« . 
K 1 „ K> 

Dann gilt in Parametern aus (9) bei ,rrt > 0 für Jfc, t to,n 1 
die Gleichung» welche man aus der Gleichung (11) r (12)] be-

Jfc, & k» Jb 
kommt, wenn man darin statt >&>, L &>„ 3 M* Zfo„ J und statt 
Jk. *. ^ * 
<*> c & 4 aus (76) schreibt. 

2. Es sei die h-te Charakteristik (74) der adfungierten 

Linienkongruenz eine Kurve mit Krümmung M> ^ und Windung 

Jk/% .Dann gilt in Parametern aus (9) bei jj\ > 0 für 
ec 

&,. C Jfo« 1 die Gleichung, welche man aus der Gleichung (31) 

[(32)3 bekommt, wenn mann darin statt i*. Z Jfe-3 & „ £ ̂ 0 3 

und statt d'v cJ.H.̂  aus (77) schreibt. 
«* * 

Beweis. Behauptung 1 des Satzes 14 folgt aus Behauptung 

2 des Satzes 2 und aus ihrem Beweis und aus dem Teil der Be­

hauptung 2 des Satzes 13, der die Gleichung (76) betrifft,und 

aus seinem Beweis. 

Behauptung 2 des Satzes 14 folgt aus Behauptung 1 des 

Satzes 6 und aus ihrem Beweis und aus dem Teil der Behauptung 

2 des Satzes 13, der die Gleichung (77) betrifft, und aus 

seinem Beweis. 

Satz 15. Metrische Differentialgeometrie der Charakte­

ristiken von Kugel- und adfungierten Linienkongruenzen kann 

man in Parametern aus (9) mittels des Skalars /c und der 

Tensoren T» • T J I » T* • aas (8) untersuchen. 
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Beweis folgt aus den Sätzen 13,14, aas C11J(Sätzen IIf 

III, Vf VTf 1.10), aas der Beschreibung von unabhängigen In­

varianten einer Kurve im E- und aus den Betrachtungen, wel­

che die Gleichungen (7) bis (10) enthalten» 

Satz 16. Differentialgeometrie der Kugelkongruenzen, ih­

rer üntermannigfaltigkeiten und der adfungierten Linienmannig­

faltigkeiten im E^ kann man in durch die Sätze 1 bis 15 cha­

rakterisierten Richtungen und Formen in hier *Mi% *M,,9 *M,t$, *M,± 

bezeichneten Parametern aus (9), mittels des Skalars *K = 

S(JL), ^ . awd öer Tensoren 

*-fr <t>/& <L/* ^.<L/b <rt,/* 

( k » 1, 2, 3, 4 ) aus (8) untersuchen» 

Beweis folgt aus den Sätzen 1 bis 15 and aus den Betrach­

tungen, welche die Gleichungen (7) bis (10) enthalten. 

Konzeption, Inhalt und Methoden der zweiten Phase können 

durch den Satz 17 und durch seinen Beweis charakterisiert wer­

den» 

Satz 17. Es sei 

eine beliebige Kugelkongruenz p * p Ct-^,^) im Kugelraum 

p • m p C.ttn , AJU±f M*%, ju,^ ) ff deren MittelpunktflSche von 

Kugelflache und Ebene verschieden ist, und Symbol Ccpj « c% , 

op. «s c* ) bezeichne Substitutionen M^*M.$(iutif4^2)9 M,^ * 

mii (M.^^) ,wo ^ C ^ , ^ ) , *L^ f-a., f <uÄ ) Implizite,durch 
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die Gleichungen (78) definiertet Funktionen sind* 

Es sei & i die mit C-4 )*"••* multiplizierte dem in 
<P,9? 

der j-ten Reihe und i~ten Spalte der Determinante 

%<p* < * ' -e ' <9.̂  ' 3 V ' 

stehenden Element zugehörige Subdeterminante und A „„ , A .. 

CA „ * 0 ) , ß die durch die Gleichungen 

«&" "^ 1 - & & <£< &-£?&> *'<'*' 
(80) 

%% * x « i < * * * < «SV ^ V *,V <?3< «1»V *»** <W 

definierten Funktionen. 

*Mi • • • 
Ee Bei 3) ^ die mit (-f)3"","v multiplizierte dem in 

%%* 
der 3-ten Reihe und i-ten Spalte der Determinante 

(81) %\M\^9*2±,*2L922Ll l.4,2,%k 
%% ' ^ <He d"Z d"4. 

stehenden Element zugehörige Subdeterminante, wobei fyC^t^, AI2)? 

öpa (^, <u*x ) die (bei (JL^Alhm Jl ) durch die Gleichungen 

(82) 
Іл %% %% %<f * , < Ч * * C*S*Ь><Ą'V 1 f + 

^ i 

+ -2 Ґ ^ . ( £> Л в J , J , , я U , , 

i * 1, a , 
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(83) %%" W Ä * 3 * 1 V-,.*--*> 4?= '£./&?*&* 

definierten Punktionen sind. 

Dann gilt für Parameter *^ Cu ** 4,2,3, f ) ; Skalar *-*, 
,** flt/4» 

und Tensoren * T^J , *Xt;» aus dem Satz 16, in beliebigen 

Parametern -tt̂  Cm,* 4,2,$,**) auf dem Kugelraum, speziell in 

Parametern ^ , u 2 (nach durch Symbol CG?,=* c3,^r c^) reprä­

sentierten Substitutionen) auf der Kugelkongruenz (78): 

(84) ±z±- * %*-< S*t, 4 ^ - #*• , 

+* 8 Jt, * x . « # -* # r *jt » 

(85) 

(86) 

<***. ЪЧi, ЪЪ <g<Уz« 

*V V
1
-* %

9a
* *%*** т* 

*T^ » Г
Z
Ѓ ) * І U i • 

Beweis. Unter .Anwendung von der Theorie der impliziten 

Funktionen von mehreren Veränderlichen, der Theorie der Krum-

mungslinien der Fläche, der Theorie der exakten Differential-
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gleichungen, ferner unter Anwendung von Eigenschaften des Gra­

diententensors, dem Satz von Laplaoe aus Determinantentheorie 

und den Transformationsgesetz für Koordinaten eines Tensors 

beweist mani 

1) In durch die Transformationen 

bestimmten Parametern 'û  (i • 1,2,3,4) des Kugelraumes hat 

die Kugelkongruenz (78) die Gleichungen 

'ÄUJ. = & , c* -s Jkan&t (to, » 3 ? 4 ) 

und für die Koordinaten eines beliebigen kovarianten Tensors 

zweiter Stufe 'T^ . «,£» 4,.».->> Ki:Lt 

9" 

2) In Parametern /ui aus 1) kann man Differentialglei­

chungen der Krummungslinien der Mittelpunkt flache M der Ku-

gelkongruenz (78) In Fora der exakten Differentialgleichungen 

+ -C**-C'*«t)cS.s,^.-+,«*'--i-0. «-".2> 

schreiben, wo (tĉ  eine Losung der partiellen Differential­

gleichung 
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bei 

%% **%%** %<s?%<9? * V * » ^ f t ***<*«*'' ' '* 

ist. 

3) In Parametern ui (1 * lt...f4) des Kugelraums haben 

die exakten Differentialgleichungen der Krummungslinien der 

Mittelpunkt flache A> der Kugelkongruenz (78) die Form 

<*CA f A t w r « f r •A^A«-3'* Vs-vv*^+ 

+ a^ VCA«Vw* **- • °» 
wo (»̂  die Losung der partiellen Differentialgleichungen (83) 

Ist. Die Krummungslinien der Mittelpunktflache * der Kugel-

kongruenz (78) haben also die Gleichungen <$£ ** c± (ci * 

* konst, 1 « 1,2) , wo g± durch die Gleichungen (82)9 (83) 

gegeben sind. 

4) In den daroh die Transformationen 

c£ » *AJL^ (im 4 , 2 , 3, 4) 

bestimmten Parametern "u^ (1 * 1,2,3,4) des Kugelraums, wo 

3,, QP2 bzw. SP3,<y4 die Funktionen aus (82)f (83) bzw. (78) 

sind, und nur in diesen Parametern, hat die Kugelkongruenz 

(78) die Gleichungen 

*4i.JhmcJK-, c^ s Jkvrvbjt C A * 3,4-) 

und auf der Kugelkongruenz (78) gelten die Gleichungen 
^++ d* 
*TA*U, *JUL *JJ, - C *JU,sC )m * T t**^ *>0-Ä ^ s r C *M, x C,) B 0 . 

Fur die Koordinaten eines beliebigen kovarianten Tensors 
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zweiter Stufe * T ^ (i,;j - 1,2,3,4) g i l t 

•T,. - V ' - ' V ' f Vir*« • 
Aus Behauptungen 1) bis 4) folgen Behauptungen des Satzes 17« 

Konzeption» Inhalt und Methoden der dritten Phase können 

durch die Satze 18, 19 und durch ihre Beweise charakterisiert 

werden« 

Satz 18« 1» Notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 

dass eine hyperbolische« reguläre« nicht zylindrische Linien** 

kongruenz p c V , * V » <f,fV, #?, &*) (tf* ^(u1,**), l * 4,».9$ > 

die adjungierte Linienkongruenz einer Kugelkongruenz C Ä j $>) 

darstel lt , i s t bei 

(87) r . C * * , - ^ * , 0 > , <x, = l<lJ)2+(iit)1+/\i*<ii\>t*>\V f 

-I 

(88) 
• 6. м ď. 

(89) +V^3» ^ . j ^ r c ^ V + c ^ + i a - A A V ^ J ? + 

« ^ «-** - cíl* » 

<90) ţгg.«CcУ)a+f4»,)I+4)Ґ*f4»V!,-'l»VÎ> » 
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hx ' - C ( V >2+ ̂ a>*+ f-"1 t*< A1 + -ftt +\ >» 
( 9 1 ) v , 

und bei positivem Ausdruck in der Klammer in (93)' 

(92) X e r + f a - <-,** C ^ + i ^ ) *>. > 

p = 
(93) 

= Ca**C^i+n)f^+^>-a/*^4+y«^)f^+^W+c] 5 , 

wo tf eine solche Losung der partiellen Differentialgleich­

ung 

* v*i + ( e ctt*+'6* + r*4^* > * + • <«*ir + 
(94) 

( ^ t ó + iй^VA = ö 
ist, für welche bei r - r + f a. 

CJf.r^fi^.r^-f^.rj)2* 0, CX,|.X1)fXa.X2.-CR1.XlrV 0 , 

(95) 

CÄ^-řІjlC ^.Xj-řJз-CX^Ла-ĄPа-* " ° 

gilt. 

2
#
 Notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die 

Kugelkongruenz CR.», $>) aus der Behauptung 1 von Kugeln mit 

konstantem Halbmesser gebildet wird» ist 

Im Fall (96) ist 

(97) Ä » * -</<£; <*"*• o)o, , 
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(98) f m Jkonvst . 

Beweis * der eine so lohe Abbildung von Linienkongruenzen 

auf Piachen benutzt, in welcher konfungierte Hetze den Torsen-

netzen entsprechen, steht völ l ig auf Ergebnissen von 181 (S. 

445» 459-463, 412-413). Aas diesen Ergebnissen, aas [113 (De­

finition 4*1, Satz 3*2) and aus 

, ^/ni» Jfc"1»' A v % /A*n-k v *\ i 

= <* • Kt ft*>U - - ( * <**}U 
folgt: 

notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine 

hyperbolische, reguläre, nichtzylindrische Linienkongruenz 

(r ;a) die adfungierte Linienkongruenz einer Kugelkongruenz 

(R|£>) darstellt, ist bei 

bei zweiten Gleichungen in (88), (89), (91), bei dritter 

Gleichung in (89) und bei positivem Ausdruck in der Klammer 

in (93), die Gültigkeit der Gleiehtmgen (92), (93)# wo 1p 

eine solohe Losung der partiellen Differentialgleichung 

ist, für welche bei ? • * + y a (95) gilt. 

Unter Anwendung von kovarianter Ableitung beweist man, 

dass die vorhergehende Gleichung mit der Gleichung 

ih^^r^ju*^^^*^^*^^^*^^^**.' 
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äquivalent istf und also wegen Tjk4,m %*.> e a?~e > %* e Ä ° » 

e ^ l i « 0 mit der Gleichung (94) äquivalent ist. 

Aus vorhergehenden Betrachtungen und daraus» dass die 

Linienkongruenz p (fJ, ^.«p?* 1, 41A, &*, jie ) mit Rücksicht 

auf 151 (I, Satze (2f4)f (2fl)f (2f6)f S. 5 bis T) mit Linien-

kongruenz (r; a ) , wo r, a durch die Gleichungen (ST) gege­

ben sind, Identisch ist, folgt Behauptung 1 des Satzes 18. 

Aus der bewiesenen Behauptung 1 des Satzes 18, aus Uli 

(Satz 1*13) und aus der linearen Unabhängigkeit der Vektoren 

a^, a2 folgt» dass die von Kugeln mit konstantem Halbmesser 

gebildete Kugelkongruenz (R; tp ) durch 

aA*C fi^+Y^) - ° > **t-4,£ 

gekennzeichnet ist, was wegen du | a Ä * | # Q mit 

äquivalent ist» Aus dem Vorhergesagtenf aus dem Beweis der Be­

hauptung 1 des Satzes 18 und daraus« dass (96) Integrabilitäts-

bedingungen des vorhergehenden Systems von Differentialglei­

chungen sind, folgt Behauptung 2 des Satzes 18. 

Satz 19. Differentialgeometrie von hyperbolischen, regu­

lären, nichtzylindrischen Linienkongruenzen, auf denen eine 

solche Losung f der Differentialgleichung (94)» für welche 

(95) gilt, existiert, und Differentialgeometrie von ihren Un­

termannigfaltigkelten können in Differentialgeometrie von ad-

junglerten Linienkongruenzen und von ihren Untermannigfaltig­

keiten überführt werden» 
Beweis folgt aus dem Satz 18 und aus [11] (Satz 1.16). 

Versteht man unter Kugelkongruenz« eine solche Kugelkon-
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gruenz, deren Mittelpunktflache von Kugelflache und Ebene ver-

schieden ist, kann man auf Grund der Satze 1 bis 19 das resul-

tierende Theorem folgendermassen formulieren: 

Theorem. Differentialgeometrie der zweidimensionalen Ku-

gel- und Linienmannigfaltigkeiten im dreidimensionalen eukll-

dischen Raum kann im Sinne der Satze 16 bia 19 im beliebig pa­

rametr isierten Kugelraum unter Anwendung von Skalař x> und 

Tensoren T» • , T • • aus (8) untersucht werden. 
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