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ШMMENTATIONES MATHEMATICAE ЩÍIVERSITATIS CABOLINAE 

1 7 , 1 (1976) 

DIE K-AШESOTLOSSENEN TEILMEГОEN ДБR HALЮRÜPPEN 

Jan KASTL? Pгaћ© 

I n h a l t : Man untersucht den Zusammenhang der k - s t e l l i 
gen a s s o z i a t i v e n Operationen mit den z w e i s t e l l i g e n a s s o z i a 
t i v e n Operationen. Es i s t bewiesen, dass jede k-st e l l i g e 
a s s o z i a t i v e Operation auf der Menge X aus e iner z w e i s t e l l i 
gen a s s o z i a t i v e n Operation f auf X , X2 X zu bekommen 
i s t . Anderseits untersucht man auch, " w i e v i e l - s t e l l i g e M Ope
rat ionen jede z w e i s t e l l i g e a s s o z i a t i v e Operation 2T auf den 
Teilmengen Z £ Y b i l d e n kann» 

Sch lusse lworter : k - s t e l l i g e a s s o z i a t i v e Operation, ad
d i t i v e ünteharlbgruppe der natür l i chen Zahlen, 

AMS: 20M20 Ref. i.: 2 .721 .4 

Im ersten Teil der Arbeit wird ein nicht langer Beweis 

der Tatsache angeführt, dass es für jede auf der Menge X 

operierende k-stellige assoziative Operation A eine Menge 

X 9 T 2 X , und auf X operierende zweistellige assoziative 

Operation f gibt, die die Operation X durch die ersicht

liche Vorschrift ft (x^,...,xk) -« -yCx^,..., qf (x^pX^,)..) 

bildet. Im Grund dieses Beweises liegt ein Verfahren der 

Konkretisierung von Operation X mit Hilfe der Abbildungs

komposition. 

Im zweiten Teil wird es untersucht, Mwieviel-steilige" 

Operationen eine Halbgruppe auf ihren Teilmengen bilden kann. 
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Wie V. Koubek bemerkt hat, bilden alle aolchen Zahlen für 

gegebene Teilmenge eine Unterhalbgruppe der additiven Halb* 

gruppe naturlicher Zahlen. Es wird gezeigt, dass anderseits 

ein System von Abbildungen einer endlichen Menge in sich 

selbst (bzw. ein System von endlichen Quadratmatrizen) zur 

gegebenen Unterhalbgruppe N, der natürlichen Zahlen konst«r 

ruiert werden kann, für das Folgendes gilt: Dieses System 

ist auf die Komposition von k + 1 Abbildungen (bzw. auf 

da« .Produkt von k + 1 Matrizen) genau dann abgeschlossen, 

wenn keN^ gilt. 

Grundbegriffe: Mengen werden mit grossen Buchstaben 

wie X , X ,... bezeichnet, die Menge der naturlichen Zahl

en bezeichnen wir mit N , dabei nehmen wir an. dass 0«# N » 

Im üblichen Sinne verwenden wir zur Beschreibung von Mengen 

die Klammern i...} • X CkeN) heisst die k-te karte-

sische Potenz der Menge X # Der Pfeil f: X — > X stellt 

eine Abbildung der Menge X in die Menge X dar, ihre Kom

position mit der Abbildung g: X— •> Z beschreiben wir 

g*ti X—**Z . 

Bemerken wir noch, dass wir jenen Teil der indizierten 

Menge für leer halten, der mit naturlichen Zahlen von m 

bis m - 1 indiziert wird — z.B. für k = 1 ist 

i SLLjlilÜ"*>^k,#;£,;fk4>r } ~ i^i»• • • > Jr+11 • 

.Definition: unter einer k - s t e l l i gen Operation X auf 

der Menge X { k i s t eine natürl iche Zahl) verstehen wir 

beliebige Abbildung X : Xk—*>X . 
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Die k-s te l l ige Operation X auf der Menge X halten 

wir für assoziativ, sofern für jedes Paar 16 i , j £ k und 

für beliebige x i>»»»x2k-l € * folgende Gleichung g i l t : 

l '**» x i - l» ^> x i» # * »xk*d-l • xk+i'** *x2k-l s 

» A ( x l f . . f X j - l f ^ ( X j , . . f x k + j Ä l ) - xfc+.jftx23C«.iJ • 
— j . ! — k-J 

Definition: Sei y eine zweistel l ige assoziative Ope

ration auf der Menge X . Die Teilmenge XsX heisst k-ab-

geschlossene Teilmenge der Halbgruppe (X,^) ( 2 .6keH ) , 

wenn für jedes k-Tupel ( x ^ o ^ l e r g i l t : 

yCx l f ?(x2*90* /3rCxk.1>xk) . . ) ) e X . 

Das Zeichen N(X) bezeichnet die Menge aller solehen 

naturlichen Zahlen r f für die X (r • 1)-abgeschlossene 

Teilmenge der Halbgruppe (X, *y) ist» 

X i s t eine k-abgeschlossene Teilmenge der (X,^) ge

nau dann, wenn qf im naturlichen Sinne eine k-stell ige Ope

ration auf X bildet — d.h . , wenn die k-stell ige (selbst

verständlich assoziative) Operation X , die durch die klare 

Vorschrift & ( x l f . , , x k ) • ^ ( x l f . . , V^^\%*>£ •• ) 

C x l f . . , x k e X ) auf der Menge X definiert i s t , bei der Be

grenzung auf die Menge X̂  eine k-stel l ige Operation auf 

der Menge X bildet. 

Behauptung 1: Sei X eine k-stel l ige assoziative Ope

ration auf der Menge X (k£2 )• Es besteht ein System i 

von den Abbildungen gewisser Menge Z in sich selbst und eine 

injektive Abbildung <p • X—* .p derart, dass für jode , 

x l f . . , x k e X <j> ( X ( x l f . . , x k ) ) . * <f (x1) » *. o <f (xk) giltv 
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Das System .F i s t dabei auf die Abbildungskomposition 

abgeschlossen und hat gleichwertige Mächtigkeit wie die Men

ge Z , 

Beweis: Man nehme ein f e s t e s Element L de ra r t , dass 

c 4- X • Wir definieren die Menge z " a l s System a l l e r 

formalen Ausdrucke z " - = ^Ä/( t j . , . , 1 , x -^ , . . . »Xj^} ; 
" * * — " * . * . — " — * * * mmmmmm-jgmmjymmmmmm 

x l , M * , x H e X f *~ 1~*} * Dabei nehmen wir an, dass Xn z"* 

* 0 gilt. 

Man bezeichne z' * Xu z " • Auf der Menge z' definie

ren wir folgenderweise die Relation q> i 

1) für jedes 1^-i^k - 2 und für jede l^m , n £* 

-6k - i , xi**M x2v.4-i € X befinden sich in der Relation (g 

diese Elemente: 

^ ̂ --illllü IÜiililf.ffc1"®' ^ (x---i-a-+l*# * * *x2k-i-m^ » 

,j^£cf»liml{
Xgjg-i-1? > 

^ ^ i l l l C lX . i fcl iIX . l - : i • 'n , ^ ̂ Xk-i-n+l» • * >x2k-i-n^ » 

x2k-l-nf|,» *» £*2k-i-l * 

2) für i * k - 1 und jedes xe X X ( L ,.. ,t fx)^> x • 

Bezeichnen wir mit R die durch (p gebildete Aquivalenzre-

lation auf der Menge Z • Es ist zu sehen, dass die Bezie

hung XAu ,..,L f*iftxto-±^ Ä A . ( L ,..,u »yp.Myk-l' ^ ^ 

zwei Elemente aus z " nur dann gelten kann, wenn i = j ist. 

j?ür beliebiges xeX bildet die Menge ix, X (c f..,t ,x)} 

eine ganze Iquivalenzklasse der Relation R ; i A ( i ,.»,t)J s 

« *t ist auch eine Äquivalenzklasse. 
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Man bezeichne die Menge a l l e r Squi^alenzklassen der Re

l a t i o n R mit Z = z ' / R und mit C z'3 die Xquivalenzklas-

s e 9 die das Element z ' e z ' e n t h a l t . Jrär jedes a e X kön

nen wir j e t z t zwei Abbildungen 1Q ,p f l : Z—-• Z durch f o l g e n 

de Torschri f ten d e f i n i e r e n : 

1 [ & ( U , . . , t , X l s . . , X , , ) 1 « tX( U , . . , U » S J X T , . . ^ . , )J 
a „ i « i . k - i - - - x - i - 1 — - ^ k - i - a - 1 

p [ A ( u , . . , ' u , X - J J . ^ X ^ . ) ] s [ Ä ( L , . . , ( , , x-, , . . , x v , ,a)J 
— i - i - k - i « - - i - 1 — - i - k - i - Ä - 1 

( l ^ r i ^ k , xl9..fxkmm±e X ) . 

Die Abbildungen s ind korrekt d e f i n i e r t . Man bemerke da

zu, dass ers tens C A ( u , . . , u ,x)3 == C x ] und zweitens 

X(L . . . , u > x i>»*> x k- i ' f A ( u , . . , u >yi>«Ä>yk-i a r '^ 

— > A ( t , . . , u , a , x 1 , « . fX k . i ) tf> A ( u , . . , u , a , y i , * . >yv.-i^ » 
- i - 1 — - i - k - i - — > - i - 1 — - i - k - i - s - 1 

X(L t»» ,u , x - i , . . , x v - 4 ,a) Ä) A,(u , . . , u >yi >»«>ytc.-j >a) 
- i - 1 — - i - k - i - s - 1 y -i-l— —ik-i—- x 

(für 2 £ i . £ k und i = 1 ) . 

Für b e l i e b i g e a, b e X g i l t j e t z t : l f l ° Pb = P^ • 1Q » 

Se i nämlich C X ( u , . . , u f x l s . . , x v 4 ) 3 e i n b e l i e b i g e s E l e -
. « i — i k - i — - x 

ment der Menge Z , dann können wir schreiben: 

( 1 a * p b J f j l ( t > * # , u > x i » - > V ) ; i ** 

Ä l a tX (u , . . , u , 9x 1 ,**,x- £ a . i ,b) j =-= 

wenn i ü 2 
=- L A ( I , . . , U , a , x - i , . . • ,x^. * , b) j — 

- i - 2 — . K 1 

wenn i -= 1 

s» C A ( t , . » , u , a , X (x-i , . . , x v - 1 , b ) ) J -S5 

- k - 2 — x * x 
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[ Я ( u , .« ,ь , Л ( a , x - , . . JXJ. , ) ,b) ] 
-k-2— x к L 

- ( Р ^ 0 * а ) ^ ^ ( ь ? * • , ь * х1>#* »хк-1 ) ] 

Wir bezeichnen die identische Abbildung der Menge Z 

mit l t : Z—> Z • Man nehme folgendes System F der Abbil

dungen: 

* * {K ° •• * K ° \ * •• Ä l a k Ä i
 ; U i " k » « i f t a k - i c X i * 

Je tz t können wir behaupten: Für jedes z e Z e x i s t i e r t genau 

ein feJ? derar t , dass f ( t ) = z g i l t . 

Sei z ein beliebiges Element der Menge Z , z -* 
^ L «** LU . » • 1 1 , x - i , • . ) X v i / J Ä 

„ i — - i - k - i - - - 1 

= (1, * • • t 1, « L • •• o L 1 t ( u , . . , u ) 3 • 
1 k - i 

Man verwende weiter folgende Implikation: f̂ , f2, g € F , 

( f ^ f 2 ) ( ^ ) » g(^)*-B» f^ f2 = g . Für z g i l t jedoch: 

(f^o f 2 ) (z) a <fi° f2 ° Fx • •• « px ) t A ( t , . M u ) 3 « 

S ( P x k - i * ## * P x l d f l ° f 2 ) ( / t i ) Ä (PX ° •• °P X ° g X « ) -

»g<») . 

.Für fx * l u also f ( t ) » g ( t r ) •—-• 1 L - f = f = g . Danach 

sind das System F und die Menge Z gleichmacht ig« 

Für f l f f 2 e F muss auch ein h c F derar t e x i s t i e r e n , 

dass h(<c) a ( f ^ f g K t : ) i s t , d .h. ^ o f2 » h e P . Das 

System F wird also auf die Abbildungskomposition abgeschlos

sen. 

Definieren wir die Abbildung $> : X—> F wi* 9 (x) « 

= l x • Da l x ( t ) = { x , A.(C , . . , u ,x)} g i l t , i s t p s i c h e r 

eine injektive Abbildung. Jabei sehen wir: 
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{<$> (x-^ %Ü», o 9?(xk))(-r) =- CA ( x ^ , . . , x k ) 3 -

-= 9 ( A ( x 1 , . . , x k ) ) ( ' r ) (für beliebiege x I t . . , x k e X ) . Es 

mus8 also gel ten: cp (x^) * . . » 9? (x, ) = 9 (A (x-^,.. ,x^)) . 

Der Beweis i s t dadurch vollendet . 

Die Halbgruppe (F, * ) bi ldet also auf der ^ a b g e 

schlossenen Teilmenge 9(X) eine k-s te l l ige Operation, die 

i n der bekannten Bedeutung mit der auf der Menge X operie

renden Operation X isomorph i s t . 

Man beachte noch, dass die Menge Z für den Fal l der 

endlichen Menge X" auch endlich i s t . 

Bemerkung 1: Die Bildung der k-s te l l igen assoziativen 

Operation X aus der zweistelligen assoziativen Operation T 

i s t i n der Tat e in t r eue r Funktor Q* aus der Varietät a l l e r 

Halbgruppen in die Varietät der k - s te l l igen assoziativen 

Operationen. Wie es aus der Theorie der universellen Algeb

r en folgt (siehe z.B. den Grund des Beweises aus t l ] - I I I . 

4 . 2 ) , gibt es zu diesem Funktor (#. einen Linksadjungierten 

Da die Abbildung 9 aus äer bewiesenen Behauptung in-

jek t iv i s t , muss die Einheit d ieser Adjunktion von Monomor-

phismen erzeugt werden. Nehmen wir s t a t t der Halbgruppe 

(F, * ) und der Abbildung 9 : X—-* & die Unterhalbgruppe 

ohne identische Abbildung ~ ( F ' , o ) ~ (F -^ i l b J , °) — 

und die gleichermassen def in ier te Abbildung 9»': X—>• F , 

so können wir dann die Adjunktion in der folgenden Form ge

winnen: 

^ ( X f A) = U\ > ) , %U'X): (X,X) ~ ^ C ^ ( F ' , . ) . 
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(Betonen wir noch, dass nämlich folgende Beziehung g i l t : 

für • a 1 , . . . > a k . 1 , b 1 , . . f b k - j 6 X , l ^ i i , j j Ä k - 1 

l f l -» . . « L =- l h * . . ° l h <=-$> CA (t- , . . , L ,a- , . . , 8 ^ . . )3 = a l a k - i Dl Dk-j — i L K x 

= LX(L , . . , I * i b 1 , . . t b k . j > 3 $> i = j . ) 

Beachten wir j e t z t d ie formen der Mengen N(Y) . 

Behauptung 2: Sei ( X , ^ ) eine Halbgruppe und XSX 

ihre Teilmenge. N(Y) i s t eine (möglicherweise leere) Unter

halbgruppe der additiven Halbgruppe der naturl ichen Zahlen. 

Beweis i s t t r i v i a l . 

Behauptung 3 : Sei (N,+) die add i t ive Halbgruppe der 

naturlichen Zahlen. N £̂N s e i ihre be l ieb ige Unterhalbgruppe. 

Für d ie Menge M =- (r*• 1 ; r € N-̂  u 4 0 1 } £ N g i l t dann 

N(M) « NL . 

Beweis: Haben wir be l ieb ige qeN^ , x ^ , . . , x ^ e M , 

Wir können schreiben: x^ * . . + x q • x ^ ^ -» r^ • . . • r . . • 

* po+l + (1 + ^ i ^ r l>* # t1*«*!6 % u "̂  ^^ • ^ a l i e r x i * • • + 

• xq + 1CM. Wir sehen, dass ^ S N(M) . 

Der f a l l qeN(M)—N-^ fuhrt zum Widerspruch. .Für l e M 

musste nämlich 1 * . . * l + l ~ q + l e M g e l t e n , und wir 

wurden eine ungültige Beziehung q^N^ u 4-0? bekommen, denn 

(NCMJ-Ä-^) A ( N X Ü 4 0 1 ) i s t l e e r . Dadurch haben wir Nx = 

= N(M) bewiesen. 

lochten wir zu der Unterhalbgruppe N^S N nun solche 

Halbgruppe ( X , T ) f inden, d ie eine Teilmenge Y mit der 

Eigenschaft N(Y) »N^ enthal t , so können wir sogar, wie es 

f o l g t , d ie Endlichkeit der Menge X annehmen. 
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Lemma 1: Sei (Xf*y) eine Halbgruppe und <p ihre Kon

gruenz. Die Menge der Kongruenzklassen bezeichnen wir mit 

X/<p * iCxl ; xeXi . I s t X C TßX > eine ^abgeschlosse

ne Teilmenge von ( X , y ) , so i s t auch Z * - i t y ] ; y e l J die 

k-abgeschlossene Teilmenge der Quotientenhalbgruppe 

(X/j> , y / p ) ( k > 2 ) . 

Lemma 2: J?ur jede addi t ive Unterhalbgruppe N-,4-15 der 

Halbgruppe der na tur l ichen Zahlen g i l t N̂  » -f px ; xe'Ng J f 

wt> p eine natur l iche Zahl und N^ eine residuel le Unter

halbgruppe der natür l ichen Zahlen i s t — d.h. 3 qe N der

a r t f dass x e N , x>q-=-» x e N2 g i l t . 

Beweis: Sei D * ( d e N ; für V n e K̂  3 me N dm -

« n ) • Es gibt e in maximales Element der Menge D — p « 

=- max D . Nehmen wir Np - <{ ^ ; y € N^ j . 

In dieser Unterhalbgruppe TUSN muss man schon zwei 

r e l a t i v e Primzahlen finden. Sei a ein beliebiges Element 

de r Menge N2 , s e i a + l . Seien ViftP^ Ck>l) a l le ge

gense i t ig verschiedenen Primzahlen, die a dividieren. j?ur 

jedes p^ ( l£ i-s k ) muss ein x^e N?, derart exis t ieren, 

dass p.̂  x i nicht d i v i d i e r t . In N̂ . l iegt dann Element 

b = , 2 Pi* •Pi-iPi^i*#P]C
xi • ^ötzt i s t es zu sehen, dass 

- - i - 1 k - i - 1 -

kein p^ das Element b d i v i d i e r t . 

Für diese r e l a t i v e Primzahlen a, b g i l t : x« N , x 2: 

>• ab ===--» x € Np . Sei x-^ab eine natürliche Zahl. Dann kann 

man schreiben: x = C + fb f wo f und 0.4 c ^ b ganze Zah

l e n sind. Die Gleichung a § + b ^ =- c hat für re la t ive 

Primzahlen a, b solche Losung, dass ^ 0 , ^ 0 ganze Zahlen 
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sind, und für f 0 noeh 0 £ f 0-< b gilt. Also m f • 

• b< "i0 • f) - x , I)(ij0ff)ax-if 0> ab - ab » 0 . 

OJJS U 0
 + f ist daher eine naturliche Zahl. Bas x * 

* a •••• a • b •••• b muas also ©in Element der Halbgruppe 

— ?o <v-
H*2 a sin« 

Behauptung 4: Sei N̂  eine Unterhalbgruppe der natür

lichen Zahlen« Bann gibt es eine endliehe (sogar kommutat ive) 

Halbgruppe ( X , y ) und eine Menge ( 0 4 = ) XsX derart, 

dass N(T) * ^ g i l t . 

Beweis: I . Ist N̂  « fT, so nehmen wir die zweielemen-

t ige Menge -ta,ol s X mit der Operation y , die X^ auf 

Ü abbildet. Bann N(iaJ> » 4 • 

II* .Pur N̂ -ferf nehmen wir N^£N ; p, qeN nach Lem

ma 2. Man definiere auf der Menge N die Relation £> : 

is^p z2< -̂-=» entweder i^ « %^ 

oder %.£ pq • 1 , â -5 pq • 1 , z^s z^ ^mod P* 

< s i s t die bekannte Kongruenz nach den Restklassen)* 

m i s t Kongruen auf der Halbrguppe (N,^) und sie hat 

nur endliche Änsafel von Äquivalenzklassen. 

(N/jp , • / p ) wird die gesuchte (offensichtlich kommu-

tativ«) Haibgrupps ( X , y ) se in . Wie in der Behauptung 3 

nehmen wir die Menge M * 4 f + 1 ; r c N ^ u - i O J J • Wie im 

Lemma 1 nehmen wir < 0 # ) X ^{Iml^ ; meM?* 

N d ) ^ ! ^ • Man nehme an, das* es s £ N ( I ) , s ^ ^ g i b t . 

Bann muss es sein: Ll3 • • • • [ 1 3 * [ s + 13 e i , d.h. es 

gibt ein r e ^ u i ^ J , s • 1 gp r • 1 . Es zeigt also: 
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entweder & + 1 * i* + l .as> ®£ N^ u -tOf — das i s t 

ein Widerspruch, 

oder s + I s r * 1 Cmod p) , s + l > p q -̂  1 f i* * 1 > 

> pq *• 1 — s * r + pk (k i s t eine ganze Zahl), und eben

so kann man schreiben: r * ph f h>,0 i s t eine ganze Zahl* 

Bas h e i s s t : s » p(k + >l)>pq f a lso k + h 2 q -=!• k + -h€lL « 

Wir bekommen s € N^ — was auch ein Widerspruch i s t . 

Ea g i l t wirklich N(Y) • ^ . 

Korollar 1: Sei N^ eine Unterhalbgruppe der n a t u r l i 

chen Zahlen. Dann gibt es eine endliche Menge Z und ein Sys

tem G von Abbildungen aus Z in Z d e r a r t , das» N(ß) » 

« N.̂  bezuglich der Abbildungskomposition g i l t . 

Beweis: Man findet die endliche Halbgruppe (Xf#-) und 

ßf-**Y£X de ra r t , dass N(Y) * N^ g i l t . Dieae Halbgruppe wer

den wir j e t z t mit Hilfe der Abbildungen konkretisieren.* 

Zum Beispiel nach der Behauptung 1 für k » 2 ia t gc?(l) 

daa gesuchte System von Abbildungen* 

Korollar 2: Sei N^ eine Uhterhalbgruppe der n a t u r l i 

ehen Zahlen. j?ur den beliebigen Ring R mit der Einheit gibt 

es dann ein System S endlicher Quadratmatrizen, deren Ele

mente in R l iegen, wobei N(S) =- N^ bezuglich des üblichen 

Matrizenprodukts g i l t . 

Beweis: Man bezeichne die Quadratmatrix der Ordnung k 

(keN) mit A - (s.i.t) i*K f wo K eine Menge der Machtig-
1 J jcK 

keit k i s t . Ein Matrizenprodukt i s t dann die Matrix B.A = 

• (*5x V^ Sf • 
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Wir nehmen die endliche Menge Z und das System G von 

Abbildungen aus dem Korollar 1. Zu jeder Abbildung g: Z—> Z 

ordnen wir solche Matrix A_, * (a.1.1) i«Z zu: 

für jede x, ycZ , y # g ( x ) ay x » OeR ; a g ( x ) x * 16 S • 

Es i s t leicht zu sehen, dass das gesuchte System S « 

« ÍAg í « € © } i s t . 

Bemerkung 2: Zuletzt bemerken wir noch, dass die Systeme 

<S und S aus den Korollarn 1 und 2 bezuglich der entspre

chenden Operationen koaanxtativ sind. 
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