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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE

17,1 (1976)

DIE K-ABGESCHLOSSENEN TEILMENGEN DER HALBGRUPPEN

Jan KASTL, Praha

t: Man untersucht den Zusammenhang der k=-stelli-
gen assoziativen Operationen mit den zweistelligen assozia-
tiven Operationen. Es ist bewiesen, dass jede k-stellige
assoziative Operation auf der Menge X aus einer zweistelli-
gen assoziativen Operation o auf ¥ , ¥2X 2u bekommen
ist. Anderseits untersucht man auch, "wieviel-stellige" Ope-
rationen jede zweistellige assoziative Operation ¢ auf den
Teilmengen Z<SY bilden kanne

Schlusselworter: k-stellige assoziative Operation, ad-
ditive Unteharlbgruppe der naturlichen Zahlen,

AMS: 20M20 Ref. Z.: 2.721.4

Im ersten Teil der Arbeit wird ein nicht langer Beweis
der Tatsache angefiihrt, dass es fur jede auf der Menge X
operierende k-stellige assoziative Operation A eine Menge
Y, Y2X, und auf Y operierende zweistellige assoziative
Operation 7 gibt, die die Operation A durch die ersicht-
liche Vorschrift A (x3,..e,x) = 2 (x),e00, 9 (xyp y,x).0)
bildet. Im Grund dieses Beweises liegt ein Verfahren der
Konkretisierung von Operation A mit Hilfe der Abbildungs-
komposition.

Im zv‘reiten Teil wird es untersucht, "wieviel-stellige"

Operationen eine Halbgruppe auf ihren Teilmengen bilden kann.
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Wie V. Koubek bemerkt hat, bilden alle solchen Zahlen fur
gegebene Teilmenge eine Unterhalbgruppe der additiven Halb-
gruppe naturlicher Zahlen. Es wird gezeigt, dass anderseits
ein System von Abbildungen einer endlichen Menge in sich
selbst (bzw. ein System von endlichen Quadratmatrizen) zur
gegebenen Unterhalbgruppe Nl der naturlichen Zahlen konstw
ruiert werden kann, fur das Folgendes gilt: Dieses System
ist suf die Komposition von k + 1 Abbildungen (bzw. auf
dag Produkt von X'+ 1 Matrizen) gen'au.‘ dann sbgeschlossen,

wenn ke !!1 gilt.

Grundbegriffe: Mengen werden mit grossen Buchstaben
wie X , X ,... bezeichnet, die Menge der naturlichen Zahl-
en bezeichnen wir mit N , dabei nehmen wir an, dass O& N .
Im ublichen Sinne verwenden wir zur Beschreibung von Mengen’
die Klammern {...} . X¥ (keN) heisst die k-te karte—
sl sche Potenz der Menge X . Der Pfeil f£: X—>Y sgtellt
eine Abbildung der Menge X in die Menge Y dar, ihre Kom—
position mit der Abbildung g: Y—> Z beschreiben wir
gef: X—>7Z .

Bemerken wir noch, dass wir jenen Teil der indizierten
Menge fur leer halten, der mit natirlichen Zshlen von m

bie m -1 indiziert wird -- z.B. fir k =1 ist

{2 ST Yer b5 10T}
Definition: Unter einer k-stelligen Operation A auf

der Menge X ( k ist eine natlrliche Zahl) verstehen wir
beliebige Abbildung A : XX—>X .
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Die k=-stellige Operation A auf der Menge X halten
wir fur assoziativ, sofern fur jedes Paar 1< i,j £k und
fur beliebige X)seesXppq €X folgende Gleichung gilt:

AlxpyeerXyngy AlxgeerXyyyn)s XpgreerXpny) =

e e m——mKmim——

= 2.(x1,..,xJ_l, a,(xd,..,xk+d_l), xk+;)""x2k-l) .

———mlem= T

Definition: Seil ¢ eine zwelstellige assoziative Ope-
ration guf der Menge X . Die Teilmenge Y=X heisst k=-ab-
geschlossene Teilmenge der Halbgrupre (X,y) ( 2<£keN) ,
wenn fur jedes k-Tupel (xl,‘..,xk) e Yt gilt:

?(xy, 7(:2,.., 7(xk_1,xk) e ))eX,

Das Zeichen N(Y) bezeichnet die Menge aller solchen
natﬁrliche_n Zahlen r , fur die Y (r + l)-abgeschlossene
Teilmenge der Halbgruppe (X,7) ist. .

Y 4ist eine k-abgeschlossene Teilmenge der (X,%) ge-
nau dann, wenn 7 im natlirlichen Sinne eine k-stellige Ope-
ration auf Y bildet -~ d.h., wenn die k-stellige (selbst~
verstandlich assoziastive) Operation A , die durch die klare
Vorschrift A(Xpyeasxy) = A (xgreey (x_30%) oo )
(x],00,X € X) auf der Menge X definiert ist, bei der Be-
grenzung auf die Menge Yk eine k-stellige Operat;lon auf
der Menge Y bildet.

Behauptung 1: Sei A eine k-stellige assozistive Ope-
ration auf der Menge X (k=22 ). Es besteht ein System F
von den Abbildungen gewisser Menge 2 in sich selbst und ,e;pe
injektive Abbildung ¢ : X—> F derart, dass fiir jede '

.

x1|no,xkex ? (a- (xl,ao,xk)) = y(XI)o .o ‘° ?(Xk) giltq
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Das System F 1ist dabel guf die Abbildungskomposition
abgeschlossen und hat gleichwertige Machtigkeit wie die Men-
ge 2.,

Beweis: Man nehme ein festes Element L derart, dass:
L & X . Wir definieren die Menge 2’  als System aller

formalen Augdricke 2~ {-7& (Cheeayt 'xl""’xk-:l)

.S P A 1135 ¢

XyseeosXy 4€X , léiék}. Dabei nehmen wir an, dass Xn z”’=
=@ gilt.

Man bezeichne Z° = XuZ’ " . Auf der Menge 2  definie-
ren wir folgenderweise die Relation ¢ :

1) fur jedes 14414k - 2 und fur jede 14m , n £
£k -1, Xjee0yXy 47 €X befinden sich in der Relation @
diese Elemente:

ACL youe,t 1X19e s 1 Xyodops Alxy g pe1soee s Xopmgp) o

——fmeme  ——Zk-i-m-

‘2k—i-n+1'°"x2k-1-1) ’

"(j;i;;gb 3§;é;i:§k-i-n"a“k-i-n+1""12k—1-n) ’

2k-i-n+1 10 i 2k=-i- -1

2) fir 1 =k -1 und jedes xeX A(L,..,L,X)gx.
Bezeichnen wir mit R die durch ® gebildete Aquivalenzre-
lation auf der Menge z° . Es ist zu sehen, dass die Bezie-

hung A (L ,e0,L 3X3500X4) B A (L .00 ,yl,..,yk_j) fur

——f ——— —— d ———

zwel Elemente sus 2~ nur dann gelten kann, wenn 1 =J ist.
FUr beliebiges xeX bildet die Menge {x, A (L ,..,L ,x)}

eine ganze Aquivalenzklasse der Relation R ; {A (L ,..,L)} =
= € 1ist auch eine Xquivalenzklasse.
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Man bezeichne die Menge aller Aquivalenzklassen der Re-
lation R mit Z =2°/R und mit [2°) die Aquivalenzklas-
se, die das Element z e 2~ enthalt, Fir jedes aeX kon-
nen wir jetzt zwei Abbildungen 1a 1Pyt Z—> 7 durch folgen-
de Vorschriften definieren:

L LAC ooyt e me )1 = AL ,en, boaymy ey )]
pg [A(L, 0L, xl’l'("xk-i)J =[A(L ;ue,0L, xl’]}'ixk-i’a)l

( l£i<ck ’ xl,..,xk_iéx )o

Die Abbildungen sind korrekt definiert. Man bemerke da-

zu, dass erstens [A(L ,..,L ,x)] = [x] und zweitens

N ’xl.’.f:l x]_::i) e Al ,.t -’-ﬁl’::i-’-yk'i) —_—

—f— = —f -

=>A(L sees b 58,Xy

-] - -

coyXy_a) AL yooyl 38,F1900 3F1nq)
L o e R AL L R bt LA 1 o S

AL 4oyt ’xl-’-l.gliflszi’a) ® -a«(:i:-ub ’yl"i’Zl_:-i’a)

-i-1a- -2 =l--  ==Ik-i-

(fir 24¢i<k und i =1).
Fur beliebige a, beX gilt jetzt: la° Py = Pp® la N
Sei namlich [A€C,..,0 X ,00,%,4)] ein beliebiges Ele-

O i o L

ment der Menge 2 , dann kOnnen wir schreiben:

(1,0 py) [A (oot yx500,x, D] =

—f ——

= 15 Eﬂr (v ,'.,L‘,xl,..,xk_i,b)J =

~f=lm—
wenn 122

= LA yousb 48X 500X 4,0)] =

—faZ=-
wenn 1 =1

= [A(‘r geeyl ,8, %(Il,..,xk_l,b))] =

gD
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"

[a’(b geeyl Jv(a,xl,oo,xk_l) ,b)] =

(pb° 18) EA(L o.,b ,xl,..,xk_i)] .

Wir bezeichnen die identische Abbildung der Menge 2
mit lb ¢ Z2~> 7 . Man nehme folgendes System F der Abbil=-
dungen:

F=flo ool ol eniel, 5 léilk, aj,e.,ayeXf
1 Lok

Jetzt konnen wir behaupten: Flur jedes ze&Z existiert genau
ein fefF derart, dass f(wr) = z gilt,

Sel 2z ein beliebiges Element der Menge 2 , z =
[a(v o0, , xl,..,xk 1=

——f— k=i-Sa

(1 o cael o lxa..ol ) [(L,ee,L)] @

e e————— ------k-i—---g-i

Man verwende weiter folgende Implikation: fl, £, ger ,
(fy0 £5)() = gle) == £y0 8, = g . fir 2z gilt jedoch:

(£y0 £,)(2) = (£y0 fzepxk-ia s opxl) [A(L ,aay )] =

= (pxk-i 6 40 O lee :Elo fz)('t) = (pxk-i ° .. apxla gilzr) =

glz) .

Fir £, =1, also £f(w) = gle)==h 1 o £ = =g . Danach
sind das System F und die Menge 2 gleichmachtig.

Fir £;,f,€F muss auch ein he§# derart existieren,
dass h(z) = (£,0£,)(®) ist, d.h. f;0 £, = he F . Das
System F wird also suf die Abbildungskomposition abgeschlos-
sen.

Definieren wir die Abbildung @ : X—> F wie o(x) =
=1, .Da 10(x)={x, A(C,..,c ,x)} gilt, ist 9 sicher

eine injektive Abbildung. Jabel sehen wir:
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(@ (x))ens o @ ))(T) = [A(x),00,x)3 =

=g (.l(xl,..,xk))(’t:) (fir beliebiege xp,++;X €X ). Bs
muss also gelten: 9(x1) 0 e ago(xk) = rJ?(.7L(xl,..,xk)) .
Der Beweis ist dadurch vollendet.

Die Halbgruppe (f,o ) bildet also auf der k-abge-
schlossenen Teilmenge ¢ (X) eine k-stellige Operation, die
in der bekannten Bedeutung mit der auf der Menge X operie-
renden Operation A isomorph ist.

Man beachte noch, dass die Menge 2 fur den Fall der

endlichen Menge X auch endlich ist.

Bemerkung 1: Die Bildung der k-stelligen assoziativen
Operation A aus der zweistelligen assoziativen Operation
ist in der Tat ein treuer Funktor §. aus der Varietat aller
Halbgruppen in die Varietat der k-stelligen assoziativen
Operationen. Wie es aus der Theorie der universellen Algeb-
ren folgt (siehe z.B. den Grund des Beweises aus [11] - III,
4.2), gibt es zu diesem Funktor g, einen Linksadjungierten
F .

Da die Abbildung ¢ aus der bewiesenen Behauptung in-
jektiv ist, muss die Einheit dieser Adjunktion von Monomor-
phismen erzeugt werden. Nehmen wir statt der Halbgruppe
(F, ¢) und der Abbildung ¢ : X—> P die Unterhalbgruppe
ohne identische Abbildung == (r’,0) = (§f = {1.3},0) ==
und die gleichermsssen definierte Abbildung o’ : X—> & ’
so konnen wir dann die Adjunktion in der folgenden Form ge-

winnen:

F,a) = e, n Mo Lag e, .

- 141 -



(Betonen wir noch, dass namlich folgende Beziehung gilt:
for 8 seeerB1sDyseesDy yEX 12ii,jj4k -1

1 0 ..01 =21 0400l <&=>LA(L ,ceyL ,87,00,8,_:))=
ay ap_y by bk-;j PR by SRt by T3 1

= [A(L,..,tL ’bl""bk—J)J = i=j.)

.._.J..-—

Beachten wir jetzt die Formen der Mengen N(Y) .

Behauptung 2: Sei (¥X,%) eine Halbgruppe und Y&X
ihre Teilmenge. N(Y) 4ist eine (moglicherweise leere) Unter-
halbgruppe der additiven Halbgruppe der naturlichen Zshlen.

Beweis ist trivial.

Behauptung 3: Sei (N,+) die sdditive Halbgruppe der
naturlichen Zahlen. leN sel ihre beliebige Unterhalbgruppe.
Fir die Menge M ={r +1 ; reNy U401} & N gilt dann
N(M) = Nl .

Beweis: Haben wir ‘peliebige qeN; , xl,..,xq*le M.
Wir konnen schreiben: x; +..+ Xg ¥ Xgy STp Yoo FTee

+rq+1+q+l,wo Tlsee T €Ny v{iO} . Daher x; + .. +

q*l
*xo€ M. Wir sehen, dass N, < N(M) .
Der Fall qeN(M}=N; fuhrt zum Widerspruch. Fir 1le M

misste namlich 1 + .. +1 +1 =q+ leM gelten, und wir

--q*l—----- -

wirden eine ungiltige Beziehung qeN, v £0% bekommen, denn
(N(M)=N;)n(Nj u403) ist leer. Dadurch haben wir N, =
= N(M) bewiesen.

Mochten wir zu der Unterhalbgruppe N;€ N nun solche
Halbgruppe (X,%) finden, die eine Teilmenge Y mit der
Eigenschaft N(Y) =N; enthdlt, so konnen wir sogar, wie es

folgt, die Endlichkeit der Menge X annehnen.
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Lemma 1: Sei (X,%*) eine Halbgruppe und @ ihre Kon-
gruenz. Die Menge der Kongruenzklassen bezeichnen wir mit
X/@ =4Clx]; xeX}{.Ist ¥ ( YeX ) eine k-abgeschlosse-
ne Teilmenge von (X,9) , so0 ist auch Z = {[yl; ye¥} die
k-abgeschlossene Teilmenge der Quotientenhalbgruppie
X/, /) (kz2).

Lemma 2: Fur jede additive Unterhalbgruppe N+§ der
Halbgruppe der natiurlichen Zshlen gilt Nl = { px ; xeN2§ ’
wo p eine naturliche Zshl und Nz eine residuelle Unter-
halbgruppe der natiirlichen Zahlen ist -- d.h. 3 qe N der-
art, dass xeN , x>2q = xc~.N2 gilt.

Beweig: Sei D = {deN; fir VneN) ImeN dn=

n}. Es gibt ein maximales Element der Menge D =-- p =
= max D . Nehmen wir N2. ={ % ; yeN:L} .

In dieser Unterhalbgruppe Nng muss man schon zwei
relative Primzahlen finden. Sei & ein beliebiges Element
der Menge N, , sei azl . Seien pjj-«,Py (k=1) alle ge-
genseitig verschiedenen Primzahlen, die a dividieren. fur
jedes p;y ( 1£i£Xk ) muss ein xj€ N, derert existieren,

dass p; x; nicht dividiert. In NZ‘ liegt dann Element

P
b = ,24 Py-+Py_1Pj4y-+PpX; - Jetzt ist es zu sehen, dass

A
[ S putiis? P
kein Py das Element b dividiert.

Fir diese relative Primzahlen a, b gilt: xeN , x =
Zab=> xeN, . Sei xZab eine natlrliche Zahl, Dann kann
man schreibent x =Cc+ fb , wo f und O<% c<b ganze Zah-
len sind. Die Gleichung ag + bn = ¢ hat fir relative
Primzahlen a, b solche Lasung, dass §0, M, ganze Zahlen
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sind, und fir §, noch 0 £ § . <b giit. Aleo & § +
+bln,+)=x, bl ,+2) =x-a f ,>ab-2ab=0.
c.:d =Nyt £ 1ist daher eine naturliche Zahl. Das x =

=g +,.+8+Db+.+b muss also ein Element der Halbgruppe

- - ——— ) e

l!"z gein.

Behauptune 4: Sei N; eine Unterhalbgruppe der natur-~
lichen Zahlen. Dann gibt es eine endliche (sogar kommutative)
Halbgruppe (X,4*) und eine Menge ( @ + ) YcX derart,
dess N(Y) = N, gilt. '

Beweis: I. Ist N, =@ , so nehmen wir die zweielemen-
tige Menge {a,0} = X mit der Operation 7 , die ¥ af
o abbildet. Dann N({s}} =0 .

II. Pir Ny* @ npehmen wir N,EN ; p, qe N nach Lem

3

ma 2. Men definiere suf der Menge N die Relation ¢@
21 @ Z,¢=> entweder z; =3, '

oder 332PpqQ +1, 22pq+1, z)= 2, (mod p)
({ = 1ist die bekammte Kongruenz nach den Restklassen).
@ ist Kongruen auf der Halbrguppe (N,+) und sie hat
pur erdliche Anzakl von Xquivalenzklassen.

(V@ ,» /p } wird die gesuchte (offensichtlich kommu-
tative) Halbgruppe (X,2*) sein. Wie in der Behauptung 3
nehmen wir die Menge M = 4{r +1 ; reN;u £0%3% . wWie im
Lemma 1 nehmen wir ( g+ )} Y =-{[mJg, ; meM%.

N(Y)2 N, . Man nehme an, dass es seN(Y) , s¢N; gibt.

Dann russ es sein: [1] *i.' +[11 = [eg+1] €Y, d.h. es

gibt ein reNu {03, s +1l@r+1.Es zeigt also:
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entweder 8 + 1 =P + 1= 8eN, v{0} -- das ist
ein Widerspruch,

oder s+ l=1r+1 (medp) ,8+1l2pg+1l,r+1=
2pq+1 =- 8 =1 + pk (k ist eine ganze Zahl), und eben-
80 kann man schreiben: .» = ph ; h20 ist eine ganze Zahl.
Das heisst: 8 = plk +h)=pq , also k+ h=q=> k + heXN, .
Wir bekommen s e€ Nl -- was auch ein Widerspruch ist.

Es gilt wirklich N(Y) = N .

Korollar 1: Sei XN, eine Unterhalbgruppe der natirli-
chen Zahlen. Dann gibt es eime endliche Menge Z und ein Sys-
tem G von Abbildungen aus Z in Z derart, dass N(G) =
= N, beziglich der Abbildungskomposition gilt.

Beweis: Man findet die endliche Halbgruppe (¥,%") und
B+YESX derart, dass N(Y) = N; gilt. Diese Halbgruppe wer-
den wir Jjetzt mit Hilfe der Abbildungen konkretisieren.

Zum Beispiel nach der Behauptung 1 fir k =2 ist (Y}
das gesuchte System von Abbildungen, '

Korollar 2: Sei N; eine Unterhalbgruppe der naturli-
chen Zahlen. fur den beliebigen Ring R mit der Einheit gibt
es dann ein System S endlicher Quadratmatrizen, deren Ele-
mente in R liegen, wobel N(S) = N; beziiglich des tblichen
Matrizenproduktes gilt.

Beweis: Man bezeichne die Quadratmatrix der Ordnung k
(keN) mit A = (aid) 1:112 y wo K eine Menge der Machtig-
keit k 1ist. Ein Matrizenprodukt ist dann die Matrix B.A =

= (Fk Pastyr) JE -
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Wir nehmen die endliche Menge Z und das System G wvon
Abbildungen aus dem Korollar l. Zu Jjeder Abbildung g&: Z2—» Z

ordnen wir solche Matrix A_ = (a,,) ieZ zu:
4 iJ Jez

fur jede x, yeZ , y+g(x) =0eR ; a =leR .

8y x z(x) x
Es ist leicht zu sehen, dass das gesuchte System S =

= {Ax ; 2eG% ist.

Bemerkung 2: 2Zuletzt bemerken wir noch, dass die Systeme
G und S aus den Korollarn 1 und Z beziglich der entspre-

chenden Operationen kommutativ sind.
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