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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

18,1 (1977) 

EINE EIGENWERTABSCHÄTZUNG .FÜR INTEGRALOPERATOREN MIT 

STOCHASTISCHEN KERNEN 

Adolf RHODIUS, Dresden 

gqflgflnpnfassung: Es wird eine Abschätzung für die 
zweiten Eigenwerte positiver Integraloperatoren angegeben 
und mit der aus der Hopfschen Ungleichung folgenden Schran
ke verglichen. 

Schlagworte: Raum der messbaren beschränkten Funktio
nen, positive Integraloperatoren, Abschätzung von Eigenwer
ten, stochastische Matrix, Hopfsche Ungleichung. 

AMS: 47B99 Ref. 2.: 7.974.5 

45005 

!• Einleitung. Es sei (X,#rf̂ a,) ein Massraum und B die 

Menge der komplexwert igen äf̂ -mess baren beschränkten Funk

tionen auf X. Wir betrachten den Operator T: B—> B mit 

(1) (Tx)(t) = f H(t,s)x(s)d(«,(s) (xeB, t € X); 

dabei sei H eine reellwertige iß" x & -messbare Funktion 

auf XxX und erfülle die Bedingungen 

(2) H(t,s)£0 (t,seX) 

(3) / H(t,s)d^(s) * 1 (teX). 
A 

In der vorliegenden Note wird gezeigt, dass für alle von 1 

verschiedenen Eigenwerte X des Operators T die folgende 
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Abschätzung g i l t . 

(4) [X\& | sup f \ H(t,s) - H( t ' , s ) l d£i.(s) 

Damit verallgemeinern wir eine von F.L. Bauer, E. Deutsch 

und J. Stoer £41 für stochastische Matrizen angegebene Ei

genwert abs chat zung. 

G. Birkhoff [53 gab als erster eine (nichttriviale) 

Abschätzung für die zweiten Eigenwerte gewisser positiver 

Integraloperatoren an. E. Hopf IL 93 fand eine bessere Ab

schätzung in Form der sogenannten Hopfschen Ungleichung. 

Die bereits zitierte Arbeit von Bauer, Deutsch und Stoer 

£41 zeigt, dass das Hopfsche Resultat verbessert werden 

kann, wenn man den zum grossten Eigenwert gehörigen Eigen

vektor in die Betrachtungen einbezieht. Diesem Gedanken fol

gen wir, ohne jedoch die dort entwickelte Theorie zu benut

zen. Wir untersuchen den Operator T bezüglich der Halbnorm 

(5) p(x) -* sup |x(t) -x(t')l (xeB). 
*,tr% X 

Die Halbnorm p hat nämlich die Eigenschaft, nur für die auf 

B konstanten .Funktionen - also nur für einen Teilraum des 

zum Eigenwert 1 gehörenden Eigenraumes von T - Null zu sein. 

Die Beziehung (4) liefert auch dann noch eine Eigen

wert abs chat zung, wenn (3) nicht gilt, T jedoch einen posi

tiven Eigenwert mit einem zugehörigen positiven Eigenvektor 

besitzt. 

Die Schranke (4) verbessert die von Hopf angegebene Abschätz

ung. 
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2. ffirie Uwaej-chung fyr den Integratopera^pr T 

Satz 1. Der Operator T i s t bezüglich der Halbnorm p 

beschrankt; für a l l e xe B g i l t die Ungleichung 

(6) p ( T x ) 4 | sup J l H ( t , s ) - H ( t ' , s ) l d ^ s ) . p(x) 

Beweis. Im folgenden seien t,t'e X fest gewählt. Wir 

setzen 

(7> H(s) * H(t,s) - H(t',s) (s€ X), 

C8) X* = -{se X: H(s)£Oi ; X*" * -fscX: H(s)< 0} , 

(9) T+ * / H(s)d(a,(s), T~ * /^H(s)d(i6(s). 

Wegen (3) gilt 

T* * T~ * / H(s)d^(s) = / H(t,s)d(oXs) -

- / H(t',s)d^(s) = 0. 
A 

Ausserdem folgt aus den Festlegungen (7),(8),(9) unmittelbar 

T* - T~ =- / I H(s) | d(a(s) - / | H(t,s) - H(t',s) I d ^ s ) . 

Damit ergibt sich 

(10) T* = - T~ =*| / I H(t,s) - H(t',s) I d<a,(s) . 

Da die Beziehung 

l(Tx)(t) - (Tx)(t')l -» l/K(H(t,s) - H(t',s)) . x(s)d(tt.<s)i 

é 2T* . зup lx(з)I 

gilt, kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit T .# 0 angenom

men werden. 
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Aus (7) , (8) , ( IC) folgt dann 

(11) (Tx)(t) - (Tx)( t ' ) - J^H(s)x(s)d (c6(s) • 

• f H ( s ) x ( s ) d ( a ( s ) = T+ ( f && x(s)d<c6(s) -

- / ^ - X ( 3 ) d ( € i ( s ) ) . 

* T r* / 

Ferner gil t 

| f ^ x ( 3 ) d f X ( 3 ) - f .Bjl .x( .)d f( .) | 

HJ r^(tf l^')d^')- xy)d,( a ) | 
-! t i - 1 I M ^ 1 1 x(8'> - x ( 8 ) l d<* ( a^ d ^ ( 3 ) l 
£ / aiäi [ / a i i l , x { a ' ) _ x ( s ) l d f t ( 3 ' ) i d^.(g) 

X T X* T * * J 

4 p(x) ( x e B ) . 

Zusammen mit (11) und (10) ergibt sich 

l(Tx)(t) - (Tx)U'). £ £ f I H(t,a) - H(t',s) 1 d<ti,(s) . p(x), 

womit alles bewiesen ist. 

3. EigenwertabsChatzungen für Integraloperatoren mit 

nichtnegativem Kern. Aus der im vorangegangenen Ab

schnitt bewiesenen Ungleichung ergibt sich unmittelbar die 

Abschätzung (4) für die von 1 verschiedenen Eigenwerte des 

Operators T. Als Spezialfälle erhalten wir die bereits er

wähnte Abschätzung für die Eigenwerte stochastischer Matri

zen und ein Resultat von Fh.M. Anselone und J.W. Lee [1]« 

Diese Autoren übertragen das von Bauer, Deutsch und Stoer 
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14] für stochastische Matrizen stammende Ergebnis auf im 

Raum CT 0,13 wirkende Integraloperatoren und verwenden da

zu die Approximationstheorie für kollektiv kompakte Opera

toren ("collectively compact Operator approximation theory") 

[21. 

Satz 2. Für alle von 1 verschiedenen Eigenwerte X 

des Operators T gilt 

(12) \X\ £ i . S/up J H(t,s) - H(t',s)l d(uXs). 

Beweis. Es sei Jl # 1 ein Eigenwert von T und x^e B 

ein zugehöriges Eigenelement. Wegen X 4* 1 gilt p(x^ )4= 0. 

Setzt man in die Ungleichung (6) des Satzes 1 das Eigenele

ment x^ ein, so folgt mit Tx^ - X x^ die Beziehung (12). 

Folgerung 1. Für die von 1 verschiedenen Eigenwerte X 

einer stochastischen Matrix 

v»9 X « , S * - * J . , . - > , . « . 

gilt 

1 °° 
I X I ś *• . sup 2,,I a t ą - af, 1 г Ь,Vl 4,2,.,. *=1 t s

 *
 s 

Zum Beweis setze man X =* «f 1,2,3,... } , für & die Potenz

menge von X und (U,(s) ~ 1 (s = 1,2,...). Dann ist B der 

Vektorraum aller beschrankten komplexen Zahlenfolgen, und 

für den Operator T gilt 

(Tx)(t) =- -S. H(t,s)x(s) (x€B; t = 1,2,...). 

Mit H(t,s):= qts (t,s =- 1,2,...) liefert Satz 2 die Behaupt

ung. 

Folgerung, 2 (Bauer, Deutsch, Stoer 1 .43) . Für die von 1 

verschiedenen Eigenwerte X der stochastischen Matrix 
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A Ä ( a t , s ) t , s s ^-f2»---»» 

g i l t 

1 "* 
l&l * $ . ^ffi^^ & la t8 - V . » ' 

.Folgerung 3 (Anselone, Lee C23). Der IntegralOperator 

T: CC0,13—>CCO f13 se i definiert als 

(Tx)(t) • f k(t , s )x(s)ds (x6CCO f 13 f te C0f13 ) . 
"o 

Dabei se i k eine auf COf13>*COf13 stet ige Funktion mit 

k ( t f s ) £ 0 ( t f s e C 0 f13 ) 

und 

f k(t ,s)ds = 1 ( t e C 0,13 ) . 
0 

Dann gilt für alle von 1 verschiedenen .Eigenwerte A von T 

| A I - * 4 . max X I k(t,s) - k(t',s) I da . 2 t,tr6 C<M3 0 f 

Zum Beweis setze man X « [0,13 , für & die ö'-Algeb

ra* der Lebesgue-messbaren Teilmengen von [0,1] und wähle 

als (U, das gewohnliche .Lebesgue-Mass. Dann liefert Satz 2 

die Behauptung für T als Operator von B in Bf also erst 

recht für T als Operator von C C0f13 <in sich» 

Falls für den Kern des Operators T die Forderung (3) 

fallengelassen wird, so führen dennoch diverse Kriterien zur 

Existenz eines positiven Eigenwertes X und eines Eigene

lementes p0 mit pQ(t)>0 (teX) (siehe C73 bis C131)* 

Der durch die Vorschrift 

(Tx)(t) * J^-^" p ~ W H(t,s)pQ(s)x(s)d(a(s) (xeB,t6X) 
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definierte Operator T erfüllt die Beziehungen (l),(2),(3), 

so dass für ihn die Abschätzung C4) gültig ist. X ist ge-
X ~ 

nau dann Eigenwert von T, wenn — r — Eigenwert von T ist. Da

mit liefert Satz 2 die folgende Aussage. 

Satz 3. Der Operator T genüge den Bedingungen (1),(2). 

Falls mit XQ> 0 und pQ6 B die Beziehungen p o ( t ) . ^ 0 ( t € X ) 

und TpQ -s- ̂ -0P0 erfüllt sind, so gilt für alle Eigenwerte 

X 4= X von T die Abschätzung 

4« Vergleich mit der Hopfschen Abschätzung. Um unser 

Resultat mit der Abschätzung von E. Hopf vergleichen zu kön

nen, müssen wir die dort geforderte Bedingung über das 

"cross-ratioH des Kernes von T zu den Voraussetzungen (1), 

(2),(3) hinzunehmen. 

In Operatorschreibweise hat diese Forderung die folgen

de Form. Es existiere eine reelle Zahl K>0, so dass für alle 

t,t'e X 

<«> ««^/Wi-*-1 
g i l t , f a l l s x , y e B überal l n ich tnegat iv und nich t f a s t über

a l l Null s i n d . Diese Beziehung i s t genau dann e r f ü l l t , wenn 

das H cross -ra t io H für d ie angegebenen Funktionsmenge nicht 

k le iner a l s • » i s t . 
KT 

Ausserdem wird i n £91 ge fordert , dass 
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(14) (Tx)(t)>0 (t€X) 

für alle nichtnegativen nicht fast überall verschwindenden 

xe B gilt. 

Der folgende Satz zusammen mit Beispiel 1 zeigt, dass 

die Schranke (4) gunstiger als die Hopfsche Schranke 

CK - 1)/(K • 1) ist. 

Satz 4. Unter den Voraussetzungen (l),(2),C3),Cl3), 

(14) gilt 

| sup / lH(t,s) - H(t's)l d<u,(s) 6 §• ~-1 

Beweis. Es seien t,t'c X fest gewählt. Wir verwenden 

die durch (7),(8) definierten Mengen X*, x"; die zugehörigen 

charakteristischen Funktionen bezeichnen wir mit %+ bzw. 

Wegen ^ • £_ » 1 und (3) folgt 

Cl5) | llH(t,s) - H(t',s)l d<«,(s) =-

x f L ( H ( t » s ) " H(t',s))d(tt(s) -

- J (H(t,s) - H(t',s)) %Ja)dp,(a) = 

= / (H(t',s) - H(t,s)) ^.(s)d^(3). 

Falls £_ oder ^ ^ fast überall verschwinden, ist der Aus

druck (15) Null. Damit kann wegen (14) ohne Einschränkung der 

Allgemeinheit die Gültigkeit der Beziehungen 

(T %+) (t) * 0, (T 7iJ (t') > 0 

angenommen werden. 
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Aus (15) folgt zusammen mit (3) 

| /xlH(t,s) - H(t',s)I d^s) * 

(T^J(t') (T^)(t) 

i i 

1 * z' 1 • z 

falls man z' -* (T \ J (t ')/(T T^J (t') und z * 

= (T ^ ) ( t ) / ( T j[, J ( t ) s e t z t . Wegen (13) gel ten z ' , z-»0 und 

z i r z ' . Damit ergibt s ich 

| f l H ( t , s ) - H ( t ' , s ) l d ^ s ) 4 
A 

^ - 1 
* 1 • z ' 1 + l?z' 1 • K2 • K(Kz' • (Kz V 1 ) 

£ K2 - 1 s K - ,1 9 

1 + K2 + 2K K + 1 

womit Satz 4 bewiesen ist. 

Beispiel 1. Der Operator T: Ci.0,13—» C [0,1] mit 

dem Kern 

H(t,s) = t . 3 - |t + 1 (06t, s£l) 

genügt den Bedingungen (l),(2),(3) und erfüllt die Beziehung 

(13) mit K = 2 als kleinster Schranke für das "cross-ratio". 

Damit ergibt sich 

K • 1 ' 

wahrend 

4 
Һ up ľ I H(t,s) - H(ť,з) 1 ds * è 
2 t,VЛo,4J

 J0 8 
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