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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 
20, 1 (1979) 

EIGENWERTAUSSAGEN FÜR KOMPAKTE UND KONDENSIERENDE 
MENGJENWERTIGE ABBILDUNGEN IN TOPOLOGISCHEN VEKTORRÄUMEN 

S. HAHN 

Inhalt: Es werden Eifenwert-Thetreme für ktmpakte und 
kendensierende aenfenwertife Abbildunfen in ttptltfischen 
Vekterräumen rtrfesteilt, die viele bekannte ExistenzsÄtze 
als Spezialfall enthalten. 

Schlüsselwörter; Nichtktmpaktheitsmasp, kendensierende 
und ktapakte Abbildunf, Keil. Kefel, iifenwert. 

AMS: 47110 

Einleitung. Von G.D. Birkhtff und O.D. Kellogf [13 

stammt felfende berühmte Eifenwertaussage„ die bis zur heu* 

tifen Zeit Oefenstand vtn verallfemeinernden Untersuchunfen 

ist. 

Birkhtff-Kelltfg-Theerea. Es seien S die Einheitssphfi-

re eines unendlichdiaensionalen Banachraumes B und P:S —* E 

eine ktmpakte Abbildunf. Es existiere eine Zahl a > 0 derart, 

dass HF(x)|( > a (xc S) filt. Dann fibt es ein A r 0 und ein 

X Ä S mit F(x) » X x. 

In Hinblick auf die Bedeutung der Theorie positiver 

Operatoren bewies M.A. Krasnoselski [12} 1962 ein bemerkens­

wertes Resultat, das verschiedene diesbezügliche frühere Aus­

sagen von anderen Verfassern wesentlich verallgemeinert. 

Sats vtn Krasntselski. Es seien W eine tffene, be-
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schränkte Nullumfebunf eines Banachraumes E, K ein abgeachle-

ssener Kegel in S und F: ÖWnK—-> K eine kompakte Abbildunf. 

Sa existiere ein a> 0 derart, das» II F(x) II > a (x e B Wo K) 

filt. Dann fibt es ein X > 0 umd ein xedWnJL mit F(x) * 

• A/X. 

In den letzten Jahren wurden diese beiden frundlefenden 

Resultate einerseits auf allfemeine tepelefische Vekterräume 

([13J,C18J) und andererseits auf menfenwertie Abbildunfen 

(C7],f4."l) übertrafen. Dabei wurden relativ komplizierte Hilfs­

mittel verwendet (Abbildunfagrad) oder lanfwierife Apprexi-

matienaüberlefungen durchfeführt. Theorem 1 unserer Arbeit 

ist ein Resultat, dasa diese erwähnten Verallgemeinerungen 

als Spezialfall enthält und mit elementaren Mitteln aus ffem 

Fixpunktaatz von Breuwer-Kakutani folgt. Seit etwa 10 Jahrem 

bildet das Studium von sogenannten kondensierenden und k-kon­

densier enden Abbildunfen (s. Abschnitt 1) einen Hauptgegen-

stand der Forachunfen auf dem Gebiet der nicht linearen Funk-

tionalanalysis. Obwohl die Untersuchunfen dazu heute wohl be­

reite ihren Höhepunkt Oberachritten haben, aind bisher rela­

tiv wenig Bigenwertausaagen für solche Abbildunfen bekannt. 

Beispiele zeifen, das« die Sätze von Birkheff-Kellogg und 

Krasnoselski für k-kondensierende Abbildungen nicht gültig 

sind. Im 3« Abschnitt waaerer Arbeit zeifen wir, daaa sich 

dennoch fewiase Aussafen beweisen lassen, die ebife Sätze für 

kompakte Abbildunfen implizieren. Trotz einfachster Hilfamit­

tel gelingt es dabei, bekannte neuere Aussagen von Fitzpat-

rick-Petryehy» [41 aowie Reich [17J weaentlich zu verschärfen. 
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1« Bezeichnungen. Alle topolof ischen Hfiume in unserer Ar­

beit sind separiert und alle teptlegischen Vekterrfiume reell und 

separiert. Ist A eine Teilmenge eines tepelegischen Raumes, so 

beaeichnen wir mit A die Abschliessunf, mit # A den Band und mit 

int A das Innere von A. Sei K eine Teilmenge eines tepelegischem 

Vekterraumes E. &(K) bezeichne das System aller nichtleeren, ab­

geschlossenen, konvexen Teilmengen von K. Ist X ein tepelegiach-

er Raum, se heisst eine (menfenwertige) Abbildung F:X—>lftjX) nach 

eben halbstetig, wenn für jedes ac X folgendes gilt. Zu jeder of­

fenen Teilmenge W von K mit F(a)c W existiert eine Umgebung V rem 

a, se dass F(V)c W ist. Eine nach oben halbstetige Abbildung F: 

:X—>9KK) heisst kompakt. wenn F(X) relativ kompakt in K ist. 

Die kompakte Abbildung F:X—*• .feOt) bezeichnen wir als finit. wenn 

F(X) in einem endlichdimensionalen (linearen) Teilraum enthalten 

ist. Das Symbol CA(X,ftj(K)) bedeute in unserer Arbeit die Klasse 

aller kompakten Abbildungen F:X—*H(K) mit folgender Eigenschaft. 

Zu jeder Nullumgebung V existiert eine finite Abbildung Fv:X~**ftJ.K) 

mit Fy(x)c F(x) + V(xcX). Ist E lokalkonvex und Kc If so ist 

CA(X,&(K)) die Klasse aller kompakten Abbildungen F:X—^Ä(K) 

(s. Z.B.C7J). Ist F:X—>fa(K) eine Abbildung mit einelementigen 

Werten, so nennen wir F manchmal punktwert ig und schreiben F:X-* 

—-> K. Ein topologischer Vektorraum E, für den die Klasse aller 

kompakten Abbildungen F:X—*B mit CA(X,E) zusammenfallt, heisst 

zulfissig. Bisher ist kein topologischer Vektorraum bekannt, der 

nicht zulfissig ist. Speziell sind alle lokalkonvexen Hfiume und 

z.B. die nichtlokalkomvexen Hfiume £P(Q* p < l ) , 1^(0,1) (0< p < l ) , 

S(0,1) zulfissig. Setzen wir in der eben gegebenen Definition für 

E die Teilmenge K, so heisst K zulfissig. 

Sei E ein topologischer Vektorraum und X,Y,K Teilmengen 

von E mit X c Y c K . Die Abbildungen FfQ€ CA(Y, Ä ( K ) ) heissen 
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homotop in CAo(X$t(K) ,X), wenn eine kompakte Abbildunf 

H:Xx£0,13-> fc(K) existiert, für die H(y,0) » F(y), H(y,l)=-

= G(y) (y€X) und x£H(x,t) (xc X,t £ l 0,1}) filt. 

Sind F und G finite Abbildunfen, die in CA0(X,3l(K),X) 

homotop sind, so existiert ein endlichdimensionaler Teilraum 

E von E derart, dass F|Xr\E und GJXn-B0 homotop in 

CA (XnIA,*UKnlJ,Xr.1E ) sind (s. £63,1.143). Der bekannte 
O O* 0 * O ' 

Homotopieerweiterungasat* von Granas (s. z.B. £53) wurde auch 

für mengenwertife Abbildunfen bewiesen. Vir benötigen ihn in 

folgender erstmals von G. Kayser £11] veröffentlichten Fas­

sung für endlichdimensionale RÄume. 
Hilfssatz. Es seien BÄ ein endlichdimensionaler normier-

o 

ter Raum, K eine nichtleere, abfeschlossene, konvexe Teil-

menfe von I, X * X c X c K sowie F:X~-^ A(K), G:X-~*&(K) kom­

pakte Abbildunfen, die in CA (X.JRXK) ,X) homotop sind. Hat F 

eine kompakte, fixpunktfreie Irweiterunf F:X— .*& (K), so filt 

dies auch für G. 

Sei E ein lokalkonvexer Raum, 73tein System von Teilmen­

gen von S, das mit jeder Menge M auch deren abfeschlossene 

konvexe Hülle co(M) enthält. Veiter seiA eine Teilmenge eines 

halbgeordneten linearen Raumes. Als Hichtkompaktheitsmass in 

E bezeichnen wir jede Funktion ijr : Hfl—• A mit folfenden 

E ifens ehaft en• 

(1) t|r(5o(M)) • <y{U) (MellÖ 

(2) Aus M'c Mefltfolft M'c #iu»d yr(M') & 1fr (M) 

(3) Für jedes x#« E, Me t t f i l t { x ^ u McWund ifrUxJuM) * 

(4) Mit Mcfftfilt auch tMc»tund if(tU) « ty(M) ( t > 0 ) 

126 



(5) y(M) -= 0 filt fenau dann, wen» M €®t prfkompakt ist« 

Sei Z ei* lokalkomvexer Kaum, Mc E, F:M-—*&(I) eine 

nach eben halbstetife Funktian und w ein Nich tkompaktheits-

mass auf I. F heisst (y)-kondensierend. wenn für jedes BcM 

aus der Unfleichunf y ( B ) u y ( F ( B ) ) die relatiTe Kompakt­

heit TOB F(B) folft. Ist k£0, so werde F als (y .k)-konden-

sierend bezeichnet, wenn y(F(B))*k y (B) filt* Ist B qua-

sivollstÄndiff so ist jede- Gy-k)-kondensierende Abbildung 

auch (y)-kondensierend, falls k-<l ist. 

Bas Wesen einer (y)-kondensierenden Abbildunf F:M—>A(E) 

besteht darin, dass eine abfeschlossene konvexe Teilmenfe 

Icl mit MC.H-V0 existiert, se dass F(MoR) eine relativ kom­

pakte Teilmenfe von II isfc (s. i.B. 19},C103). 

Hiheres über diese Abbildunfen kann man z.B. in [20] er­

fahren. Eine nichtleere, konvexe Teilmenfe K=^-Co$ eines Vek-

terraumes heisst Keil, wenn nrit xcK auch txe K (tjO) filt. 

Der Keil K heisst Kegel, wenn Kn (-K) « (0) ist. 

2. Kigenwcrtaussagen für kompakte mengenwert ige Abbil­

dungen. Wir beweisen in diesem Abschnitt ohne Verwendung des 

Avb.bildunfSfrades auf der Grundlafe des Fixpunktsatzes von 

Brauwer-Kakutani ein sehr allfemeines lifenwertprinzip, aus 

dem sich viele bekannte Eifenwertaussafen feifern lassen, die 

i.a. ait komplizierten Hilfsmitteln herfeleitet wurden. 

Definition. Es seien I ein topelofischer Vektarraum, K 

eine nichtleere, konvexe, abfeschlossene Teilmenfe von S und 

X eine Teilmenfe von K. Weiter sei F:K—* &(K) eine Abbildunf« 

Wir safen, dass F eine Richtunf ausliest, wenn ein y « K^«{eJ 
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existiert, sa dass .^y (^W(X) ( AJL < 0) filt. 

Bekanntlich hat jede stetige .Abbildung F: dB—-*, I, die 

den Band einer kemsakten Nullumfebunf B eines tndlichdimen-

sianalen normierten Raumes £ in M abbildet und eiae Richtung 

auslfisst, einen positiyen Eigenwert (a. E.B. T. Äiedrich J[1SJ, 

der sur Definition der ausgelassenen Riehtunf eine fiusserlich 

etwas andere, unter den fefebenen Voraussetzungen aber fiqui-

ralente Formulierung febrauchte). Wir übertrafen nun dieses 

Ergebnis auf mengenwertigjt Abbildungen in topolofischen Vektor-

rlumen. 

Theorem 1. Sa seien £ ein topolofischer Vektorraum, W 

eine abgeschlossene Nullumgebung aus £, X ein abgeschlossener 

Keil in £ und F eine Abbildung aus CA( 3Wn X91UX)) t die eine 

Rieht unf auslfisst. Ist InK beschrankt, ae existiert ein x e 

c B W A K und ein A.# > 0 mit %QxQ€ F(x€). 

Beweia. Nach Voraussetzung fibt es ein y € X\-(aJ der­

art, dass (Uya4r(aWnK) ( (* * 0) filt. Die Menfe F(dWnlj+ 

• C0,«p)y ist abgeschlossen und enthfilt das Nullelement von 

£ nicht. Folglich existiert eine Nullumgebung U aus £ mit 

(2 .1) (<<ty0 + V)f\¥(9 WnX) « 0 (p,*0). 

Weil dWr\-C beschränkt i s t , g ibt es eine Zahl r > 0 derart , dass 

O W A K ) C rU g i l t . Bann erkennt man l e i c h t für jedes ^ t > 0 

die Relation 

(2 .2) x^rT(x) + *pjl% d e 3W/nK, t c C 0 , l J ) . 

In der Tat f o l g t aus der .Annahme xQ « r « 0 • tQ(ttöyo f l r e in 

x Q e dWAK, s 0 c F ( x 0 ) , t o e C O f l ] d ie *u (2 .1) im Widerspruch 
t (O-

stehende Beiiehung z € ü* - - 2 —--- y • Weil die Mengen t9WriK, 
° r ° 

Wn K und CO, 11 r F O W/> K) beschrfinkt s ind, g i l t für e in 
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AJL > 0 s te ts 1 o 

(2.3) x ^ t r F ( x ) + (JLj% ( x e a W n K , t € C O , l ] ) f 

und 

(2.4) ^ ^ I n L 

Wir nehmen nun an, es wttre d i e Relation 

(2.5) x * t r F ( x ) ( x € 8WnK, t c C 0 , 1 3 ) 

erfüllt. Es sei G#(x) =* \%\ , G]L(x) * rF(x), G2(x) • rF(x) • 

• r«.fy#, ^(x) » ^(^0^0^ ( x e a t n K ) . Die Abbildungen Qi 

(i * 0,1,2,3) fehören offenbar alle zu C A O W n K , Äi(K)). 

Wegen (2.5) sind G und G-«, wefen (2.2) G-, und G2 sowie auf-

frund von (2.3) auch Q2 und Q^ in CA^a Wn K,&K), dWn K) ho-

motep. Insfesamt müssen dann 0 und G-, in CA O Wn K,ft(K), 

<3WnK) homotop sein. Weil G und G-* finite Abbildunfen sind, 

existiert ein endlichdimenaionaler Teilraum I von 1 mit y * 

e E c derart, dass Go | d Wn £on K und G.J 6 Wn E 0^ K in 

CA ( 3 W o E n K,JUKnEÄ), 3 W A E n K) homotop sind. W^ = Wn B^ 
© o © © o w 

ist eine abfeschlossene Nullumfebunf und K = Ko E eine 
nichtleere, konvexe abfeschlossene Teilmenfe von E . Sei 

3 j L <*«** Rand von Ŵ  in BÄ. Die Abbildung Ĝ  =- G-, I 3jlf„n K,x o o o © • J 3 , o o o 

hat durch G.(x) * ty-^y^S (xcW^oK0) wegen (2,4) eine kompak­

t e , f ixpunktfreie Erweiterung G. auf W n K . Nach dem H i l f s -

satE (man beachte 5 W c ( 3 f r \ l 0 ) ) e x i s t i e r t dann auch *u 

Q-!І
0
лK

Q
-^ &(K

#
). Sei 

Q
c
 =
 °o I ̂  0*0^

 K
©
 e i B

' koapatte fixpunktfreie Brweiterunjt 

. Sei 

•G
ц
(x) ( x e l л l ) !> o o 

т(x) ; 
( x « K

в
\ W

в
) . 

Offenbar ist T eine kompakte Abbildunf von XQ in tUKQ
) ohne 

Fixpunkt. Dies widerspricht dem Fixpunktsat« von Kakutani 

C103. Damit isfcfezeift, dass die Delation (2.5) unfOltif ist« 
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Hieraus folft (unter Beachtunf von t+0) die Behauptunf. Q.e.d. 

Als Spezialfälle von Theorem 1 erfeben aich die bekann­

ten EifenwertflSt.ee von Birkhoff und Kelloff Till sowie von 

Kraanoseleki C12J, die wir nun in sehr allfemeiner Faeounf ab­

leiten können. 

Satz 1. Bo seien S ein lokaUbeaoarfinkter tepolofischer 

Vektorraum Ten unendlicher Dimension, W eine abfeschltssene, 

beschränkte Nullumfebunf ams E sowie Ffi C&( äW,$$(B)). £0 fei­

te o^F(aw). Dann fibt ea ein X > 0 und ein x £ dW mit 

^xcF(x). 

Beweis. Sei V eine abfeachlossene, einfachberandete, be-

achrfinkte Nullumfebunf aus B und m ihr Hinkowskifunktianal. 

Wefen a^F(9W) filt m(y)>0 (y e F O W)). M m stetig und 
's 

F(ö W) kompakt iat, exiatiert eine Zahl a>0 mit m(y)>a(ya 

£F(0W)). Dann iot ^'x#frF(d W) (x#e 8 V, pf e CO,*)) fül-

tig. 

Angenommen, für jedes xc dV fibt ea ein(ti(x)>e mit fi(x)xe 

c F(d W). Dann i s t l l - - . f * e * I . e = <u.(x)x,x€ 3 V? ala Teil-

menfe von F(dW) relativ kompakt* Wefen dVcCO^jM muss auch 

&V kompakt sein. Diee widerepricht der Dimeneion von E. 

Folflich exietiert ein xQe 3 V mit ^ x^ F(dw) (<«/> 0). 

Für y# » (-x#)cE\4a} filt aloo (tty#4F(dW) ((tciO) und die 

Behauptunf folft aus Theorem 1. Q.e.d. 

Folgerung 1. Es seien E ein lokalbeschränkter aulfiaoifer 

topolofifccher Vektorraum von unendlicher Dimension, W eine ab-

feschlossene beschränkte Nullumfebunf ftua B sawie F: <9W-—> X 

eine kompakte Abbildung mit o 4 F( d W) • Dann exiatiert ein Ä"> 

> 0 und ein x 6 d W mit F(x) * ?l x. 
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Dieses Resultat wurde erstmals von T. Riedrich Cl&J mit­

tels relativ aufwendifen Approximationsüberlefunfen unter Ver-

wendunf des Satzes über die ausfelaasene Richtunf in endlich-

dimenaianalen Rffumen bewiesen* 

Folgerung 2. Es seien B ein unendlichdimensionaler ner-

mierter Raum, W eine abfesehlossene, beschränkte Nullumfebunf 

aus B und F: dW—> 3l(E) eine kompakte Abbildunf mit o#F(£W). 

Dann existiert ein xc 3w und ein ^ > 0 mit ^.xcF(x). 

Falferunf 2 erhielten Fitipatrick und Petryahyn in C4.1 

mit Hilfe des Abbildungsfrades. Ohne Verwendunf des Abbildunfa-

frades bewies der Verfasser in C12 für den Fall einfachberan-

deter Äullumfebunfen erstmals dieses Erfebnis. Ist F punktwer-

tif und W die Einheitskufel, so stellt Folferunf 2 dias klassi­

sche Birkhoff-Kelloff-Theorem dar. 

Satz 2. Es seien B ein tapalafischer Vektorraum, W eine 

abfesehlossene Nullumfebunf aus E, K ein abfeschlossener Kegel 

in B und FcCA(aWnKflKK)). 1s feite a#F(awn-0. Ist InK 

beschränkt, so existiert ein xe 3WnK und ein X > 0 mit *X*€ 

6 F(x). 

Beweis. Sei y^cKS-Cof . Dann filt (*>y0c (-K) 4 (U. £ 0). 

Wäre für ein fj,Q6 0 die Beziehunf ^ ^ c F( 3WnK)cK erfüllt, 

ao müsste weigern K A ( - K ) «-{O} offenbar p, = 0, also 

ofiF(aWnK) sein. Dies widerspricht der Voraussetzung Also 

filt (U.yoai F( dWrt K) (^ 4 0) und wir können Theorem 1 anwen­

den. Q.e.d. 

Folgerun* j. Es seien E ein topolofischer Vektorraum,IT «ine 

abfesehlossene Nullumfebunf aus, E, K ein abfeschlossener zu-

lÄssifer Kefel in E und F: 9 f n K — > K eine kompakte Abbildung 
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mit o£F( Ö W A K ) . Ist Wr> K beschränkt, so existiert ein x € 

c 6 ) W A K und ein X *> 0 mit F(x) * iAz. 

Folgerung 3 ist ein Resultat von Landsberg und Riedrich, 

das diese in [13J mittels Approximationaargumenten bewiesen. 

Ist 1 ein normierter Raum,so ergibt sich aus Folgerung 3 das 

berOhmte Eigenwerttheorem von Krasnoselaki, das in [12 3 mit 

Hilfe des Begriffes der Rotation hergeleitet wurde. 

Folgerung 4. Ea seien E ein lokalkanvexer Raum, W eine 

abgeschlossene Nullumgebung aus E, K ein abgeschlossener Ke­

gel in E und F: 3WAK—>"1$(K) eine kompakte Abbildung mit 

• £F(d W n K ) . Ist W o K beschrfinkt, so existiert ein x c 3 W O K 

und ein X > 0 mit A x c F ( x ) . 

FOr normierte Rfiume stammt Folgerung 4 von Fitzpatrick 

und Petryshyn [4J, die zum Beweis den Abbildungsgrad verwen­

deten. 

3. Eigenwertauaaagen fOr kondensierende Abbildungen 

Viele Existenzaussagen für kompakte Abbildungen behalten 

auch fOr kondensierende Abbildungen ihre Gültigkeit. Das gilt 

jedoch nicht fOr die Eigenwertsfitze von Birkhoff-Kollogg und 

Krasnoselski. Wie einfache Beispiele in Banachrfiumen zeigen, 

hat nicht jede kondensierende und nicht einmal jede k-konden­

sier ende (0-<-k-<-l) Abbildung, die die Lagebeziehungen der 

Sfitze von Birkh off-Kellogg und Krasnoselski erföllt, einen 

positiven Eigenwert (vgl. [15J, siehe auch [19J, Seite 154). 

Um dennoch Aussagen Ober die Existenz eines positiven Eigen­

wertes erhalten zu können, müssen offenbar schürfere Bedin­

gungen für die Lage der Bildmenge von F gefordert werden. 
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Ist F auf dem Durchschnitt des Bandes einer Nullumgebung mit 

einer beliebigen abgeschlossenen nichtleeren konvexen Teil­

menge eines lokalkonvexen Saumes definiert, so erhielt der 

Verfasser in £8 1 eine Existenzausaage. Danach existiert ein 

positiver Eigenwert, wenn die konvexe Hülle der Bildmenge von 

F mit der Nullumgebung einen leeren Durohachnitt hat. Es lfisst 

sich vermuten, dass bei spezielleren konvexen Mengen, insbe­

sondere im Fall eines Kegels oder des ganzen Baumes schwäche­

re Voraussetzungen hinreichend sind. Auf der Grundlage eines 

Fixpunktsatzes von Nussbaum C163 lfisst sich leicht die folgen­

de Verallgemeinerung des .Ergebnisses von Birkhoff-Kellogg be­

weisen. 

Satz 3« Es seien E ein unendlichdimensionaler Barach-

raum, B die Einheitskugel in E, oc das Kuratowskische Nicht-

kompaktheitsmass und k eine reelle nichtnegative Zahl. Weiter 

sei F: 3 B —.• E eine (oc,k)-kondensierende Abbildung. Es exis­

tiere eine Zahl a > k mit JlF(x)it 2r a ( z c d B ) , Dann existiert 

ein x € 9 B und ein X > a mit F(x) =- A x . 

Beweis. Wir setzen T(x) = »yT^jy (x € dB). Offenbar 

ist T eine stetige Abbildung von d B in dB. T ist sogar 

(oc ,~)-kondensierend. Ist nfimlich A c dB9 so gilt T(A) a 

cC0,i.3F(A) * C O , l ] i F U ) . Damit ergibt sich T(A) c ce(| F(A)u 

üio})f Aus den Eigenschaften von oc und F folgt die Unglei-
k k 

chung oc(T(A))£ j oc(A), Wegen j < 1 hat nach einem Resultat 

von Nussbaum [163 die Abbildung T einen Fixpunkt x c 8 B. 

Dann gilt F(x@) =llF(x0)|I xQ und wegen X * ffF(x#)JI ZL a ist 

das die Behauptung. Q.e.d. 

Satz 3 ist inhaltlich eigentlich nur eine Umformulierung 

des zugrundeliegenden Fixpunktsatzea von Nussbaum, naoh dem 
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jede (cCfk)-kendensierende Selbstabbilüung der Einheitssphftre 

eines unendlichdimensienalen Banachraumes für ktftOfl) einen 

Fixpunkt besitzt. Man sieht nfimlieh sofort, dass aus Satz 3 

auch dieser Fixpunktsatz folft. Da F fenau dann kompakt ist, 

wenn k = 0 filt, stellt Satz 3 in der Tat eine Verallferneine-

runf des klassischen Satzes von Birkhoff-Kellogg dar. An dem 

bereits erwähnten Gefenbeispiel in £1153,1192 erkennt man, dass; 

die Voraussetzung IfF(x) H z a > k nicht durch ÄF(x)ll > k (x€ dB) 

abgeschwächt werden kann. Aus dem Fall kompakter Abbildunfen 

ist ferner bekannt, dass auch die Forderung IIF(x)ll>-k (mit 

k * o) für die Existenz eines positiven Eifenwertes nicht aus­

reicht. Es bleibt die Frafe offen, ob Satz 3 fcueh für menfen-

wertife Abbildunfen, die auf dem Band einer beliebigen abge­

schlossenen beschrankten Nullumgebung definiert sind, Gültig­

keit besitzt. 

Man kann vermuten, dass eine Verallgemeinerung des Eigen­

wertsatzes von Krasneselski auf den Fall (c^,k)-kondensieren­

der Abbildungen entsprechend Satz 3 möglich ist. In neueren 

Arbeiten über Eifenwertaussafen für positive kondensierende 

Abbildungen (s. z.B. £42,£171) definiert man die betrachtete 

Abbildung auf dem gesamten Durchschnitt einer Nullumgebung ¥ 

mit einem Kegel K und stellt auch auf Wr\ K Forderungen an F 

(und nicht nur auf 3 W A K wie im kompakten Fall). Eines der 

bisher wohl allgemeinsten Resultate dieser Art stammt von 

Fitzpatrick und Petryehyn C4J und wurde auf der Grundlage des 

in C 3J eingeführten Abbildungsgrades bewiesen. Vir zitieren 

dieses Ergebnis im folgenden Satz. 

Satz 4. Es seien 1 ein Banachraum, K ein abgeschlosse­

ner Keil, r > 0 , B « * x € * [ II x IU r>f k > 0 und T:BnK~-* &(K) 
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eiae (oc,k)-kondensierende Abbildunf. £0 existiere eimwcK 

und ein oc > 0 derart, dass 

II y • (r -flxü )w II 2 oc (yc T(x), X C B A K ) 

filt. Ist die Unfleichunf 

erfüllt, so existiert ein xs dBoK und ein # > 0 mit JlxeT(x), 

In [4] wurde fezeift, dass für Hilbertrfiume auf der rech­

ten Seite von (;K) die Zahl 1 hinreichend ist. Es war bisher 

nicht bekannt, ab dies auch für beliebige Banachrfiume filt. 

Wir .seifen nun ohne Verwendunf des AbbildunfSfrades, dass 

Satz 4 auch in alifemeinen Banachrflumen fültif bleibt, wenn 

die Unfleichunf (*) durch die schwächere Forderunf ~7<1 er-
OC-

setzt wird. Dies ergibt sich leicht aus dem folfenden alifemei­

ne ren Theorem, für dessen Beweis wir auch keinerlei Homotopie-

betrachtungen benltifen. 

Theorem 2. Ba seien E ein quasirollstfindifer lokalkenre-

xer Raum, W eine abfeschlossene Nullumgebunf aus E, K ein ab-

feschlassener Keil in E, y ein Nichtkompaktheitsraass auf 1, 

k2rO und F:WAK—> $UK) eine ( Y ,k)-kondensierende Abbildunf. 

Es existiere eine reelle Zahl a> k derart, dass 

F(Wr.K)na(int w) » 0 

filt. Bann fibt es ein x cdWrtK und ein Ji > &9 so dass 

^o xo € f ( xo ) iöt-

Folferunf 5. Es seien X ein Banachraum, B -* «(xcE | ( xllfc 

£l}9 K ein abfeschlossener Kefel in E, k-?0 und F:BftK-—> 

—¥ JJKK) eine (oc,k)-kondensierende Abbildunf. Es existier« 

ein a>k mit 

|lF(x)|(* • (x*BnK). 
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Dann existiert ein x # c dhr\H und ein Jl#> a mit F(x#J* 

• *v 
Folgerung 6. Es seien B ein (nicht notwendif unendlich-

dimensionaler) Banachraum, B *-f x < l | ftxl^l|9 k>0 und F: 

:B—> B eine (oc,k)-kondensierende Abbildunf. Bs exis t ie ­

re ein a>k mit 

HF(x) | |*a (XCB). 

Dann existiert ein xÄ€ dB und ein A > a mit F(xÄ) * Ä.xÄ. o o o e 

Wir bemerken, dass für beschrfinkte Nullumfebunfen in Ba-

nachrfumen Theorem 2 im Fall kompakter Abbildunfen (also k = 

= 0) den Eifenwcrtsati Ten Krasnoselski für mengenwertige Ab­

bildunf en impliziert (Folferunf 3). Sei nfimlich für die kom­

pakte Abbildunf F: 8WnK->k(K) die Beziehunf o#F(dWnK) 

erfüllt. F hat eine kompakte Erweiterung T:Wn K—>-3l(K) (Tfl» 

a.B. C141) mit T(Wn K)c ce(FOWnK)). Weil K ein Kefel ist, 

felft daraus o#T(WoK) (Tfl. C19J, S. 20). Dann filt für ei­

ne Kullumfebunf V die Relation Vrj T ( W A K ) * 0. Weil W be­

schränkt ist, existiert ein a>0 mit a(int W)cV, also filt 

auch a(int W)ri T(WAK) » 0. Folglich liefert die Anwendunf 

Ton Theorem 2 die Behauptunf des Satzes Ton Krasnoselski für 

menfenwertife Abbildunfen. 

Beweis von Theorem 2. Sei G(x) » JJ F(x) (xcWr>K). Of­

fenbar ist G:WnK—•> fUK) eine {iy ,~)-kondensierende Abbil-
k 

dunf. Dt J«<1 und B quasivollstfindif ist, muss G auch ( i )r)-

kondensierend sein. Deshalb gibt eine abfeschlossene, konvexe 

Teilmenfe ScB mit ocS und G(WnKnS)c (Kn S) derart, dass 

QQ « Q ) W A K A S eine kompakte Abbildunf ist (s. z.B t 9J) • Wir 

können o.B.d.A. annehmen, dass Q auf WoKnS keinen Fixpunkt 

hat. Bin solcher mtisste nfimlich wefen Q ( W A K ) H (int W) * 0 
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auf dWrtKr.S liefern und wlrt dämm auf dWnK Eigenrektor 

für F mit dem Eigenwert & « a. Sei 1 «* K^ 8 und 

X1 »4xc Wn»:x€tG0(x) für ein t eCOtl]J . 

X. ist, wie man leicht erkennt, eine kompakte Teilmenge TOXI 

1. 

Wir nehmen an, es wfire die Beziehung X,n(8WnI) « t er­

füllt. Weil X vollständig regulär umd öfoH abf©schlossern 

ist, fibt es eine stetife Abbildung •LiE—>C0,1J mit A-(x)« 

8 0 (xcX-^), A(x) * 1 (zedfoH). Wir setzon 

(1 - A.(*))GÄ(x) (xefnÄ) 

, < „ > . { 
*0* (X6*\W). 

Dann ist T offenbar eine kompakte Abbildung vom R im &(R) 

(man beachte ocR) umd hat somit nach dem bekannten Fixpunkt-

satz Ton X. Fan einen Fixpunkt x e T(x ). Dann gilt aber x^e 

e X,, also A(x) « 0 und xe G (xÄ). Die» widerspricht dem 
1' O 0 0 0 

Eigenschaften von G . Felglich muss die Relation X-o (3Wr>R)4« 

4« 0 gelten. Daher existieren ein t «C0,1IJ und ein x « 3ft)I 

mit x et G (x ). Wegen x + i gilt t > 0 . Damit ergibt «ich 

die Beziehung f- x e F(x ) und fl. =- ~- 2T a ist der gesuchte 

Eigenwert. Q.e.d. 

Theorem 2 kinnte auch leicht aus einem allgemeinen Fix­

punktsatz gefolgert werden (s. z.B. [113), den wir in L9J, 

C10J mit Ähnlichen Gedanken wir hier aus dem Satz von Fan im­

plizierten. Um jedoch den kurzen Weg Ton Fixpunktsatz Tarn Fan 

(der bekanntlich als einzige tieferliegende Grundlage dem 

klassischen Satz Ten Brouwer hat) zu allgemeinen Eigenwert­

aus sagen für nichtnotwendig kompakte Abbildungen deutlich su 

demonstrieren, haben wir den Beweis von Theorem 2 ausführlich 

dargestellt. 
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Aus Theorem 2 erfibt sich unmittelbar die angekündig­

te Verschflrfunf der Aussafe von Fitzpatrick und Petryshyn: 

Satz 5. Es seien E ein Banachraum, K ein abgeschlosse­

ner Keil, r>0, B «•£ xcB| K x II £ r J , k>0 und T:Br)K —> 

— • &(K) eine (i|r ,k)-kondensierende Abbildunf. Es existie­

re ein wcK und ein ct>0 derart, dass 

|| y + (r - || x|| )w 11 * oc (ycT(x), x£B 0K) 

filt. Ist die Unfleichunf 

erfüllt, so existieren ein x e^Bnl und ein X > k mit 

ÄxsT(x). 

Beweis. Sei F(x) = T(x) + (r- Ixl )w ( X « B A K ) . Nach 

Voraussetzunf filt II z II 2. oc (z£F(B/>K)). Sei a = ̂  . Für 

jedes xca(int B) muss llx U < a sein, woraus die Beziehung 

F(BAK)n »(iat B) =- 0 

folft. Wefen a>k lÄsst sich auf F Theorem 2 anwenden. Da­

nach existieren ein ä,%>a>k und ein x^ c dßr*K mit A^x.6 
O O O v 

€F(x ) = T(x ). Q.e.d. O c 

Wir können ferner mit Satz 5 eine Eifenwertaussafe von 

S. Reich C 17J für punktwertife asuf manfenwertife Abbildunfen 

ebenso übertragen, wie dies in [43 unter Verwendunf von Satz 

4 fetan wurde. Wir führen den entsprechenden Beweis deshalb 

nicht aus, feben jedoch das entstehende Resultat an, da unser 

Satz 5 nun eine Abschwfichunf der in C43,C173 geforderten Un­

gleichung ermöglicht. 

Satz 6. Es seien E ein Banachraum sowie K ein normaler, 

abgeschlossener Kegel in E, d.h., es existiert ein ß > 0 mit 

II x + y I £ ßllxll (xfyc K). Sei k>0, r>0, B = «C xcE: II xö^ r} 
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imd FtB/^lC —*%(K) e ine Cy ,k)-kondensierende Abbildunf. 

Wenn 06* *** < in f i \\ y II : y e F ( x ) , a ^ I x ( l ^ r ? ? > ^ 

f i l t , so g ibt es e in xe 3 f r i K und e in X > 0 mit & x £ F (x) . 

In C4J,[173 musste i a allgemeinqa cC>2 ^ - v o r a u s f e s e t z t 

werden. 

L i t e r a t u r 

I1J G.D. BIHKHOFF und O.D. KELLOGG: Invariant points in func­
tion spaces, Transact. Amer. Math. Soc. 23, 
96-115(1922). 

£23 K. FAN: Fixed point and minimax theorems in locally con­
vex linear spaces, Proc. Nat(. Acad. Sci. USA 
38, 121-126(1952). 

C3J P.M. FITZPATRICK und W.V. PETHXSHYN: Fixed point theo­

rems and the fixed point index for mappinfs in 

cones, J. London Math. Soc. (2),11, 75-85(1975). 

U l P.M. FITZPATRICK und W.V. PETHISHXN: Positive eigenva-

lues for nonlinear multivalued noncompact ope­
rators with applications to Differential ope­
rators, Journ. Differential Equ. 22, 428-441 
(1976). 

t5] A. GRANAS: The theory of compact vector fields and some 

of its applications to topolofy of functional 

spaces (I), Rczprawy Mat. 30, Warszawa 1962. 

£61 S. HAHN: Zur Leray-Schauder-Theorie in topologischen ?ek-

torrfiumen, Wiss. Zeitschr. Techn. Univ. Dres­

den 24, 375-378(1975). 

£7] s. HAHN: Fixpunktsfitze fur mengenwertife Abbildunfen in 

lokalkonvexen Rfiumen, Math. Nachr. 73, 269-283 

(1976). 

£®3 s. HAHN: Gebietsinvarianzsatz und Eigenwertaussafen fdr 

konzentrierende Abbildungen, Comment. Math. 

Univ. Carolina© 18, 697-713(1977)• 

139 



[9] S. HAHH: Eim Homctepieeгweiterunfвsatz fflr konzentrie-

rende Abbildunfвn im lokalkonvexem Rfiumen, eг-

cћeimt im Stuđia Matћ. 66,2. 

ClO] S. HAHH: A remark em a fixeđ peint theorem fer oondem-
sirnf set-valueð mappinfs. Preprint Tü Dresdвл 
1977, 77/07/05. 

[ U ] G. KATSBH: Zuг Existonz von Fixpunkten bei kempaktem 

bzw. komzentrierenđen menfenwertifen Abbildum-
fem in lokalkonvexen Hfiumen, Beriohte der Jam-
restafunf Hum. Matћ. Potsdam-Cecilienhef,25.11. 
- 1.12.1973, 46-53, T.H. Karl-Marx-Stađt, Sek-
tiom Mathematik. 

[12] M.A. KRASHOSELSKI: Positive Lösunfeж von Operatorenflei-
chшifen (гuss.), Moskau 1962. 

[13] M. LANDSBEHO und T. H Ш Ш C H : Uber pesitìve Eifenweгte 

kompakter Abbilđunfem in topolofischen Vektor-
rfiumen, Math. Ann. 163, 50-61(1966). 

[14] T.W. MA: Topolofical defrees of set-тalued compact fields 
in locally convex spaces, Diss. Math. 92(1972). 

f 15J M. MARTELLI: A Rothe's type theorem for noncompact acyc-

lic-valueđ maps. Preceedinfsшf the conference 
on pгeblems in neńlinear functional analysis, 
üniversitfit Bonn July 22-26, 1975. Ber. Ges. t* 
Math. u. Datenverarbeitunf Bonn, Hr. 103(1975). 

[16] R.D. NUSSBAUM: Some fixeđ point theorems, Bull. Amer. 
Math. Soc. 77, 360-365(1971). 

C17] S. HEICH: Characteristic vectors of nonlinear operaters, 
Hend. Accad. Haz. Lincei 50, 682-685(1971). 

Cl8] T. HIEDHICH: Das Birkћeff-Kelloff-The rem fûr lokal ra-
đial bescћrfinkte Hfiume, Math. Ann. 166, 264-276 
(1966). 

Cl91 T. RIEDRICH: Veгlesunfen ûber nichtlineare Opeгateгen-
fleichunfen, Teubner-Texte, Leipzif 1976. 

C20Ű B.N. SADOWSKI: limeskompakte und konđensierenđe Abbil-
đunfen, üspechi mat. nauk, 27,1, 81-146(1972) 
(гuss.). 

- 140 -



Technische Untrereitfit 

Sektion Mathematik 

Mommsenstrasse 13 

DD1-8027 Dresde.u 

(Oblátům 26.8- 1978) 

- 141 -


		webmaster@dml.cz
	2012-04-28T04:13:44+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




