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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE
20, 1 (1979)

EIGENWERTAUSSAGEN FUR KOMPAKTE UND KONDENSIERENDE
MENGENWERTIGE ABBILDUNGEN IN TOPOLOGISCHEN VEKTORRAUMEN
S. HAHN

Inhalt: Es werden Eigenwert-Theereme fiir kempakte und
kendensierende mengenwertige Abbildungen in tepelegischen
VekterrXumen vergestellt, die viele bekannte Existenzsiitze
als Spezialfall enthalten.

Schltisselwérter: Nichtkempaktheitsmass, kendensierende
und kempakte i1ldung, Keil, Kegel, Eigenwert.

AMS: 4TH10

Einleitung. Von G.D. Birkheff und O.D. Kellogg [1)
stammt felgende berifthmte Eigenwertaussage, die bis zur heu-
tigen Zeit Gegenstand ven verallgemeinernden Untersuchungen
ist.

Birkheff-Kellegg-Theorem. Es seien S die Einheitssphéi-
re eines unendlichdimensionalen Banachraumes E und F:S— &
eine kompakte Abbildung. Bs existiere eine Zahl a> O derart,
dass |F(x)ll 2 & (xe S) gilt. Dann gibt es ein A > O und ein
x¢ $ mit F(x) = 4 x.

In Hinblick guf die Bedeutung der Theorie positiver
Operatoren bewies M.A. Krasnoselski [12] 1962 ein bemerkens-
wertes Resultat, das verschiedene diesbeziigliche friithere Aus-
sagen von anderen Verfassern wesentlich verallgemeinert.

Satz ven Krasneselski. Es seien W eine effene, be-
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schriénkte Nullumgebung eines Banachraumes E, K ein abgeschle-
ssener Kegel in E und F: 3Wn K —> K eine kempakte Abbildung.
Es existiere ein a> 0 derart, dass ||F(x)!| > a (x ¢ 3¥WNnK)
gilt. Dann gibt es ein 1 > O und ein xc A ¥WNnK mit F(x) =
= A x.

In den letzten Jahren wurden diese beiden grundlegenden
Resultate einerseits auf allgemeine topelegische Vekterr#ume
([13],{18]) und andererseits auf mengenwertie Abbildungen
(L7),[4]) Gbertragen. Dabei wurden relativ kemplizierte Hilfs-
mittel verwendet (Abbildungsgrad) eder langwierige Apprexi-
mationsiberlegungen durchgefiihrt. Theerem 1 unserer Arbeit
ist ein Resultat, dass diese erwihnten Verallgemeinerungen
als Spezialfall enthiilt und mit elementaren Mitteln aus dlem
Fixpunktsatz ven Breuwer-Kakutani felgt. Seit etwa 10 Jahrem
bildet das Studium ven segenahnten kendensierenden und k-ken-
densierenden Abbildungen (s. Abschnitt 1) einen Hauptgegen-
stand der Ferschungen auf dem Gebiet der nichtlinearen Funk-
tionalanalysis. Obwehl die Untersuchungen dazu heute wohl be-
reits ihren HShepunkt {iberschritten haben, sind bisher rela-
tiv wenig Eigenwertaussagen f{ir selche Abbildungen bekannt.
Beispiele zeigen, dass die Sfitze ven Birkheff-Kellogyg und
Krasneselski fir k-kendensierende Abbildungen nicht gliltig
sind. Im 3. Abschnitt unserer Arbeit zeigen wir, dass sich
dennoch gewisse Aussagen beweisen lassen, die ebige Sitze fiir
kempakte Abbildungen implizieren. Tretz einfachster Hilfsmit-
tel gelingt es dabei, bekannte neuere Aussagen von Fitzpat-
rick-Petryshyn [ 4] sowie Reich [17] wesentlich gzu verschéirfen.
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1. Bezeichnungen. Alle topologischen Rfiume in unserer Ar-
beit sind separiert und alle tepelegischen Vekterriiume reell umd
separiert. Ist A eine Teilmenge eines tepelegischen Raumes, so
bemeichnen wir mit A die Abschliessung, mit gA den Rand und mit
int A das Innere ven A, Sei K eine Teilmenge eimes tepelegischem
Vekterraumes E. #{K) bezeichne das System aller nichtleeren, ab-
geschlessenen, kenvexen Teilmengen ven K. Ist X ein tepelegisch-
er Raum, se heisst eine (mengenwertige) Abbildung F:X—* JR(K) nach
eben halbstetig, wenn ftir jedes a€ X folgendes gilt. Zu jeder of-
fenen Teilmenge W ven K mit F(a)c W existiert eine Umgebung V vem
a, se dass F(V)c W ist. Eine nach oben halbstetige Abbildung F:
:X—> R(K) heisst kompakt, wenn F(X) relativ kempakt im K ist.
Die kompakte Abbildung F:X— R(K) bezeichnen wir als finit, wenn
F(X) in einem endlichdimensionalen (linearen) Teilraum enthalten
ist. Das Symbel CA(X,f(K)) bedeute in unserer Arbeit die Klasse
aller kempakten Abbildungen F:X—>3}K) mit felgender Eigenschaft.
Zu jeder Nullumgebung V existiert eine finite Abbildung rv:x-+mx)
mit Fy(x)e F(x) + V(xe X). Ist E lekalkenvex und Kc E, s0 ist
CA(X,R(K)) die Klasse aller kompaktem Abbildungen F:X —> R(K)

(s. z.B.[7]). Ist F:X—>R(K) cine Abbildung mit einelementigem
Werten, se nemnen wir F manchmal punktwertig unrd schreibem i:x—;
—» K. Ein topoelogischer Vekterraum E; fir den die Klasse aller
kompakten Abbildungen F:X—>E mit CA(X,E) zusammenf#llt, heisst
zulllssig. Bisher ist kein topclogischer Vektorraum bekannt, der
nicht zul#ssig ist. Speziell sind alle lekalkenvexen Riume und
z.B. die nichtlekalkemvexen Rftume ,e_p(Ot P<l), Lp(O,") (0< p<c 1),
S(0,1) zull#ssig. Setzen wir in der eben gegebenen Definitiom fiir
E die Teilmenge K, se heisst K zullissig.,

Sei E ein tepelegischer Vekterraum und X,Y,K Teilmengen
ven E mit XcYcK. Die Abbildungen F,Ge CA(Y, R(K)) heissen
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homotop in CAO(!,R(K),X), weln eine kompakte Abbildung
H:Y»[0,1)~ R(K) existiert, f@ir die H(y,0) = F(y), H(y,l)=
= G(y) (yeY) und x¢!(x,t) (xe X,t € [ 0,1]) gilt.

Sind F und G finite Abbildungen, die in CAQ(Y,R(K),X)
homotop sind, se¢ existiert ein endlichdimensicnaler Teilraum
E, von E derart, dass F|YA E, und Gl!t\lo homatop in
Clo(Inlo,mxﬂlo),XnE°) sind (s. [6],0{14)). Der bekannte
Momotopieerweiterungssatz von Granas (s. z.B. [ 5]) wurde auch
flir mengenwertige Abbildungen bewiesen. Wir bendtigen ihn in
folgender erstmals von G. Kayser [11] verdffentlichten Fas-

sung fiir endlichdimensienale Riume.

Hilfssatz. Es seien E, ein endlichdimensionaler normier-
ter Raum, K eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teil-
menge von E, X = Xc Yc K sowie F:X—> R(K), G:X—> R (K) kom-
pakte Abbildungen, die in CAO(X,R/(K),X) homotop sind. Hat F
eine kompakte, fixpunktfreie Erweiterung F:Y —» MK), so gilt
dies auch fir G, )

Sei E ein lokalkeonvexer Raum, 7Pl ein System von Teilmen-
gen von E, das mit jeder Menge M such deren abgeschlossene
konvexe Hiille To(M) enthiilt, Weiter sel A eine Teilmenge eines
halbgeordneten linearen Raumes. Als Nichtkompaktheitsmass in
E bezeichnen wir jede Funktien L4 : M —> A mit folgenden
Eigenschaften. \

(1) (T (M) = (M) (Men)

(2)  Aus Mc MeRtfolgt M'ec Jtuna ¢ (M') & y (M)

(3) Fir jedes x e E, Medhgilt {x.?, v MePlund Y({x.} uMN) =
= (M) -

(4) Mit Me®gilt auch tMe# und y(tl) = ty(M) (t>0)
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(5) v(M) = O gilt genau dann, wenm M €@ prikkompakt ist.
Sei ¥ eim lokalkomvexer Raum, Mc E, F:M —> H(E) eine
nach ebem halbstetige Funktiem umd v ein Nich tkompaktheits-

mass nnf' R. ¥ heisst (’f)-kondenaierend, wenn flir jedes Bc M
aus der Ungleichung ¢ (B) « ¥ (F(B)) die relative Kompakt-
heit von F(B) folgt. Ist k20, 80 werde F als (y,k)-konden-
sierend begeichnet, wern y (F(B)) &k v (B) gilt. Ist E qua-
sivellstlindig, so ist jede Oy,k)-kondensierende Abbildung

auch (y )-kondensierend, falls k<1 ist.
Das Wesen einer (1y)-kondensierenden Abbildung F:M-—» % (E)
besteht darin, dass eine abgeschlossene konvexe Teilmenge
RcE mit KAR4 @ existiert, se dass F(MNnR) eine relativ kom-
pakte Teilmenge von R isg (s. =.B. [9],[101).

Ke&heres {iber diese Abbildungen kann man z.B. in [20] er-
fahren. Eine nichtleere, konvexe Teilmenge K 4= o} eines Vek-
terraumes heisst Keil, wenn mit x¢ K auch txe X (tz0) gilt.

Der Keil K heisst Kegel, wenn Xn (-K) = (0) ist.

2, Bigenwertaussagen fiir kompakte mengenwertige Abbil-

dungen. Wir beweisen in diesem Abschnitt ohne Verwendung des
Abbildungsgrades auf der Grundlage des Fixpunktsatzes von
Breuwer-Kakutani ein sehr allgemeines Eigenwertprinzip, aus
dem sich viele bekannte Eigenwertaussagen felgern lassen, die

i.a. mit kompligzierten Nilfsmitteln hergeleitet wurden.

Definition, Es seien B eim topelogischer Vekterraum, K
eine nithtleere, konvexe, abgeschlossene Teilmenge von ¥ und
X eine Teilmenge von K. Weiter sei F:X—» R(K) eine Abbildung.

Wir sagen, dass F eine Richtung susl¥isst, wenn ein y ¢ K\ {o}

- 127 -



existiert, se dass ‘«,y.ém (e £0) gilt.

Bekanntlich hat jede stetige Abbildung F: 0B -— E, die
den Rand einer kempakten Nullumgebung B eimes endlichdimen-
sienalen normierten Raumes E in E abbildet umd eime Richtung
ausléisst, einen positiven Eigenwert (s. £.B. T. Riedrich [18],
der zur Definition der ausgelassenen Richtung eine Nusserlich
etwas andere, unter den gegebenen Veraussetzungen aber #qui-~
valente PFormulierung gebrauchte). Wir {ibertragen num dieses
Brgebnis auf mengenwertige Abbildungen in topologischen Vektor-

riumen.

Theorem 1. Es seien E ein topologischer Vektorraum, W
eine abgeschlossene Nullumgebung aus E, X ein abgeschlossener
Keil in E und F eine Abbildung sus CA(3WNK,R(K)), die eine
Richtung ausléisst. Ist WNK beschrénkt, se existiert ein X €
€ 9 ¥AK uhd ein 5\.> 0 mit A X € r(xo).

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein Y€ K\{e} der-
art, dass ‘uy°¢m) (@ #0) gilt. Die Menge Flown K)+
+ [O,w)yo ist abgeschlossen und enth¥lt das Nullelement von

E nicht. Polglich existiert eine Nullumgebung U aus E mit

(2.1) (uy, +U)AF(AWAK) =8 (w£0).

Weil Q WA K beschréinkt ist, gibt es eine Zahl r> 0 derart, dass
(8 ¥AK) ¢ rU gilt. Dann erkennt man leicht fir jedes w >0
die Relatien

(2.2) x¢rF(x) + tuy, (xe avwnk, tel0,1)).

In der Tat folgt aus der Annahme x, =re, + to f¥r ein

Y
o’o
x4 € ownk, z,e F(x ), t €[0,1] die zu (2.1) im Widerspruch

Yoy

r
WA K und [0,1]1 r®(8 WA K) beschrinkt sind, gilt fir ein

stehende Beziehung 5,6 U - Yoo Weil die Mengen JdWnK,
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o> 0 stets
(2.3) x¢trF(x) + vy, (xedV¥Wnk, tel0,1]),
und
(2.4) Vot YN K.
Wir nehmen nun an, es wiire die Relation
(2.5) xé&trF(x) (xe 3¥WnK, tel0,1])
erfillt. Es sei G (x) ={e} , Gy(x) = rF(x), Gy(x) = rF(x) +
A G3(x) = 4(u°y°i- (xe dWnK). Die Abbildungen G,
(i = 0,1,2,3) gehdren offenbar alle zu CA(d WA K, R(K)).
Wegen (2.5) sind G, und G,, wegen (2.2) G, und G, scwie auf-
grund ven (2.3) auch G, und G; in CA(3 Wn K,R(K), 8¥nK) ho-
motep. Insgesamt mlilssen dann Go und 63 in CAc(a ¥ X,R(K),
OWANK) homotop sein, Weil Go und G3 finite Abbildungen sind,
existiert ein endlichdimensionaler Teilraum Eo von E mit y €
€ E_ derart, dass Gola WNENK und G4 |awn E,nK in
CA (BWNE A x,xuxnzo), 3WNE NK) homotop sind. W = WNE
ist eine abgeschlossene Nullumgebung und Ko = KnE, eine
nichtleere, konvexe abgeschlessene Teilmenge ven Eo. Sei
aowo der Rend ven W, in E . Die Abbildung Gy = 031 AW NEK
hat durch G, (x) ={uy .t (xeW NK)) wegen (2,4) eine kompak-
te, fixpunktfreie Erweiterung 04 auf 'on Ko. Nach dem Hilfs-
satz (man beachte aovoc (8 'nio)) existiert dann auch zu
G; =z Gol ao'o” K, eine kompakte fixpunktfreie Erweiterung
Gg:Wn K —> R(K)). Sei

Og(x) (xeWn K,)

T(x) =

{0} (x€ K\ '°).
Offenbar ist T eine komnakte Abbildung ven ‘o in 3\(1(0) ohne
Fixpunkt. Dies widerspricht dem Fixpunktsats von Kakutani
(10]. Damit ist gezeigt, dass die Relation (2.5) ungtltig ist.
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Hieraus folgt (unter Beachtung von t#4 O) die Behauptung. Q.e.d.

Als Spegialflille von Theorem 1 ergeben sich die bekann-
ten Eigenwertsfitze von Birkhoff und Kellogg [1] sowie von
Krasnoselski [12], die wir nun in sehr allgemeiner Fassung ab-

leiten k¥nnen.

Satz 1. Es seien B ein lokalheschkriinkter tepologischer
Vektorraum ven unendlicher Dimension, W eine abgeschlessene,
beschréinkte Nullumgebung aws E sowie Fe CA(JVW,R(E)). Es gel-
te o¢ F(3 W). Dann gibt es ein A > 0 und ein x ¢ AW mit
AxeP(x).

Beweis. Sei V eine abgeschlossene, einfachberandete, be-
schriénkte Nullumgebung saus B und m ihr Minkowskifunktiensal.
Wegen o F(B W) gilt m(y)>0 (ye F(oW). Da m stetig und
F(3 W) kompakt ist, existiert eine Zahl a>0 mit m(y)=> a(yg
€ ¥(2 W)). Dann ist (u’x.em) (xge 8V, w'e [0,a)) ghl-
tig.

Angenommen, fir jedes x ¢ V gibt es ein w(x)2a mit w(x)xe
«F(AW). Denn ist M ={xeB| 2z = w(x)x,xec IV} als Teil-
menge von F(a W) relativ kompakt. Wegen 8 Vel O,-:‘-Jll muss auch
6V  kompakt sein., Dies widerspricht der Dimension veon E.
Folglich existiert ein x e 8 V mit P x & Flowm (u'>0).

Far y, = (-x ) e B\{e} gilt also wy 4 F(o¥W) (w £0) und die
Behauptung folgt aus Theorem 1., Q.e.d.

Folgerung 1. Es seien E ein lokalbeschriinkier zullissiger
topologiccher Vektorraum von unendlicher Dimension, W eine ab-
geschleossene beschriénkte Nullumgebung aus E sowie F: oW— %
eine kompakte Abbildung mit o 6 F(® W). Dann existiert ein A >
>0 und ein x€ AW mit F(x) = A x,
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Dieses Resultat wurde erstmals von T. Riedrich (18] mit-
tels relativ aufwendigen Approeximationsiiberlegungen unter Ver-
wendung dés Satzes {iber die ausgelassene Richtung in endlich-

dimensienalen REumen bewiesen.

Pelgerung 2. Es seien E ein unemdlichdimensionaler ner-
mierter Raum, W eine abgeschlossene, beschriinkte Nullumgebung
aus E und P: 9W—> R(E) eine kempakte Abbildung mit o F(OW).
Dann existiert ein xe¢ W und e¢in A > O mit Ax<F(x).

Felgerung 2 erhielten Fitgpatrick und Petryshyn in (4.
mit Hilfe des Abbildungsgrades. Ohne Verwendung des Abbildungs-
grades bewies der Verfaasser in [ 7] f{ir den Fall einfachberan-
deter Mullumgebungen erstmals dieses Ergebnis, Ist F punktwer-
tig und W die Einheitskugel, so stellt Folgerung 2 das klassi-
sche Birkhoff-Kellogg-Theorem dar.

Satz 2, Es seien E ein tepelegischer Vektorraum, W eine
abgeschlossene Nullumgebung sus E, K ein abgeschlossener Kegel
in B und PcCA(3WAK,R(K)). Es gelte e&F(B2WNK). Ist WAK
beschrinkt, so existiert ein xe 3WNK und ein A > 0 mit Ax¢
€ F(x).

Beweis. Sei yocl\{o? . Dann gilt wy e (-K) ( @ £ 0).
Wire fir ein @ %0 die Beziehung w ¥ € F(3WAK)cK erffillt,
80 mlsste wegen Kn (-K) = {0t offenbar “e= 0, also
oe F{2Wn K) sein. Dies widerspricht der Veraussetzung. Also
gilt ‘uy°¢ F(3WnK) (@ # 0) und wir kinnen Theorem 1 anwen-
den. RQ.e.d.

Folgerung 3. Es seien E ein topologischer Vektorraum,W €ine
abgeschlossene Nullumgebung aus, E, K ein abgeschlossener zu-

l&ssiger Kegel in E und F: 9WNK — K eine kompakte Abbildung
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mit o F(aWAK). Ist WAK beschréinkt, so existiert eim x €
€ d9WAnK und ein A > 0 mit F(x) = Ax.

Folgerung 3 ist ein Resultat von Landsberg und Riedrich,
das diese in[13] mittels Approximationsargumenten bewiesen.
Ist E ein normierter Raum,so ergibt sich aus Felgerung 3 das
berfihmte Eigenwerttheorem von Krasnoselski, das in [12] mit

Hilfe des Begriffes der Rotation hergeleitet wurde.

Folgerung 4. Es seien E ein lokalkenvexer Raum, W eine
abgeschlossene Nullumgebung aus E, K ein abgeschlessener Ke-
gel in E und F: 3WAK—>R(K) eine kompakte Abbildung mit
onm). Ist WNK beschréinkt, so existiert ein x € 3WNK

und ein A > 0 mit Axe€F(x).

Fir normierte Rfume stammt Folgerung 4 von Fitzpatrick
und Petryshyn [ 4], die zum Beweis den Abbildungsgrad verwen-

deten.

3. Eigenwertaussagen fiir kondensierende Abbildungen

Viele Existenzaussagen fiir kompakte Abbildungen behalten
auch fiir kondensierende Abbildungen ihre Gliltigkeit. Das gilt
Jjedoch nicht fir die Eigenwerts@itze von Birkhoff-Kellogg und
Krasnoselski. Wie einfache Beispicle 'in Banachr#umen zeigen,
hat nicht jede kondensierende und nicht einmal jede k-konden-
sierende (0O<k< 1) Abbildung, die die Lagebeziehungen der
Slitze von Birkhoff-Kellogg und Krasnoselski erf{illt, einen
positiven Eigenwert (vgl. [15], siehe auch [19], Seite 154).
Um dennoch Aussagen {iber die Existens eines pesitiven Eigen-
wertes erhalten zu kdnnen, miissen offenbar schiirfere Bedin-

gungen fiir die Lage der Bildmenge von F gefordert werden.
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Ist F auf dem Durchschnitt des Randes einer Nullumgebung mit
einer beliebigen abgeschlossenen nichtleeren kenvexen Teil-
menge eines lokalkonvexen Raumes definiert, so erhielt der
Verfasser in (8] eine Existenzaussage. Danach existiert ein
pcsitiver Eigenwert, wenn die konvexe Mille der Bildmenge von
F mit der Nullumgebung einen leeren Durchachnitt hat. Es l8sst
sich vermuten, dass bei spezielleren konvexen Mengen, insbe-
sondere im Fall ecines Kegels oder des ganzen Raumes schwiiche-~
re Voraussetzungen hinreichend sind. Auf der Grundia;e eines
Fixpunktsatzes von Nussbaum (16] 1#sst sich leicht die folgen-
de Verallgemeinerung des Brgebnisses von Birkhoff-Kellogg be-

weisen.

Satz 3. Es seien E ein unendlichdimensionaler Barach-
raum, B die Einheitskugel in E, o das Kuratowskische Nicht-
kompaktheitsmass und k eine reelle nichtnegative Zahl. Weiter
sei F: OB — E eine (oc,k)-kondensierende Abbildung. Es exis-
tiere eine Zahl a>k mit IF(x)} 2 a (x € 3B). Dann existiert
ein x € OB und ein A > a mit F(x) = Ax.

Beweis. Wir setzen T(x) = m%—?— (x € 8B). Offenbar
ist T eine stetige Abbildung von &B in 3B. T ist sogar
(e ,E)-kondenaierend. Ist némlich A c B, so gilt T(A) c
cCO,%J F(A) = EO,U%— F(A). Damit ergibt sich T(A)c co(-:'- F(A
U{o}), Aus den Eigenschaften von o und F folgt die Unglei-
chung oc(T(A)) 2 § oc (A), Wegen % < 1 hat nach einem Resultat
von Nussbaum [16] die Abbildung T einen Fixpunkt x € 9 B.

Dann gilt F(xo) =l F(xo)ll x_ und wegen A = llF(x.)Jl >a ist

o
das die Behauptung. Q.e.d.

Satz 3 ist inhaltlich eigentlich nur eine Umformulierung

des zugrundeliegenden Fixpunktsatzes von Nussbaum, nach dem
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jede (e<c,k)-kondensierende Selbstabbildung der Einheitssphiire
eines unendlichdimensienalen Banachraumes fir k€10,1) einen
Fixpunkt besitzt. Man sieht némlich sofort, dass aus Satz 3
auch dieper Fixpunktsatz folgt. Da P genau dann kompakt ist,
wenn k = O gilt, stellt Satz 3 in'der Tat eine Verallgemeine-
rung des klassischen Satzes von Birkhoff-Kellogg dar. An dem
bereits erwihnten Gegenbeispiel in [15],(191] erkennt men, dass
die Voraussetzung [F(x)|| 2 a>k nicht durch I®(x)|l 2 k (x e dB)
abgeschwlicht worden kann. Aus dem Fall kempakter Abbildungen
ist ferner bekannt, dass auch die Forderung IF(x)IL >k (mit

k = 0) fir die Existenz eines positiven Eigenwertes nicht aus-
reicht. Es bleibt die Frage offen, ob Satz 3 auch fir mengen-
wertige Abbildungen, die auf dem Rand einer beliehigen abge-
schlossenen beschréinkten Nullumgebung definiert sind, GUltig-
keit besitzt.

Man kann vermuten, dass eine Verallgemeinerung des Eigen-
wertsatzes von Krasneselski auf den Fall (o¢,k)-kondensieren-
der Abbildungen entsprechend Satz 3 mS8glich ist. In neueren
Arbeiten fiber Eigenwertaussagen fir positive kondensierende
Abbildungen (s, z.B. [ 4]1,[17]) definiert man die betrachtete
Abbildung auf dem gesamten Durchschnitt einer Kullumgebung W
mit einem Kegel K und stellt auch auf Wn K Ferderungen an P
(und nicht nur auf 3 WAK wie im kompakten Fall). Eines der
bisher wohl allgemeinstén Resultate dieser Art stammt von
Fitzpatrick und Petryshyn [4) und wurde auf der Grundlage des
in [ 3] eingefihrten Abbildungsgrades bewiesen. Wir zitieren
dieses Ergebnis im folgenden Satsz.

Satz 4. Es seien E ein Banachraum, K ein abgeschlosse-
ner Keil, r>0, B ={xeXB| flxll £r}, k20 und T:BnK— &K(K)
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eine (o¢,k)-kendensierende Abbildung. Es existiere eim weKk
und ein o« > O derart, dass
ly+ (r-lIxll)wlz« (yeT(x), xeBAK)
gilt. Ist die Ungleichung
2 T3
erflillt, so existiert ein x ¢ 8BNK und ein 4> 0 nit Axe T(x).

In [4] wurde gezeigt, dass fir Hilbertréume auf der rech-
ten Seite ven (i) die Zahl 1 hinreichend ist. Es war bisher
nicht bekannt, eb dies auch f{ir beliebige Banachrfiume gilt.

Wir zeigen nun ohne Verwendung des Abbildungsgrades, dass
Satz 4 auch in allgemeinen Banachr#iumen g#iltig bleibt, wenn
die Ungleichung (% ) durch die schwilichere Forderung %el er-
setzt wird. Dies ergibt sich leicht aus dem folgenden allgemei-
neren Theorem, fiir dessen Beweis wir auch keinerlei Homotopie-
betrachtungen ben¥tigen.

Theorem 2. Es seien E ein quasivellstlindiger lokalkenve-
xer Raum, W eine abgeschlessene Nullumgebung aus E, K ein ab-
geschlessener Keil in E, ¥ ein Nichtkompaktheitsmass auf E,
kZ0 und F:¥AK— RUK) eine (v ,k)-kondensierende Abbildung.
Es existiere eine reelle Zahl a> k derart, dass

F(¥nK)na(int ¥) = g
gilt. Dann gibt es ein x ¢ 3 ¥nK und ein A 28, 80 dass
AXo € F(x,) ist.

Folgerung 5. Es secien ¥ ein Banachraum, B = {xc B[ [ xfi&
£ 1%, K ein abgeschlossener Kegel in E, X2 0 und F:BNK —p
~—> #UK) eine (cc,k)-kendensierende Abbildung. Es existiere

ein a> k mit
NP(x)ll=za (xeBnk).
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Dann existiert ein x € 3BAK und ein ) 2 a mit F(x )=
= Ax,.

Folgerung 6. Es seien E ein (nicht notwendig unendlich-
dimensionaler) Banachraum, B = {x<® | N x 1 €1}, k20 und F:
:B—> E eime (o¢,k)-kondensierende Abbildung. Bs existie-
re ein a>k mit

IP(x))) 2 a (xeB).
Denn existiert ein x ¢ 6B und ein A > a mit F(x ) = &x.

Wir bemerken, dass f{ir beschrénkte Nullumgebungen in Ba-
nachrumen Theerem 2 im Fall kompakter Abbildungen (also k =
= 0) den Eigenwertsats ven Krasnoselski flir mengenwextige Ab-
bildungen impliziert (Folgerung 3). Sei niimlich fir die kem-
pakte Abbildung F: 3 WA K— R(K) die Beziehung o& F(3 ¥n K)
erfillt. F hat eine kompakte Erweiterung T:Wn K— R(K) (vgl.
z.B. [14)) mit (WA K)c ce(F(OV¥NK)). Weil K ein Kegel ist,
felgt daraus o@T(WNAK) (vgl. (191, S. 20). Dann gilt fUr ei-
ne Nullumgebung V die Relation VA T(WNK) = @, Weil W be-
schrinkt ist, existiert ein a>0 mit a(int W)c V, also gilt
auch a(int W)A T(WAK) = g, Polglich liefert die Anwendung
von Theorem 2 die Behauptung des Satzes von Krasnoselski fur
mengenwertige Abbildungen.

Beweis von Theorem 2, Sei G(x) = % P(x) (xe¥nK). Of-
fenbar ist G:WnK—> R(K) eine (y ,%)-kondenaierende Abbil-
dung. De -.k-‘l und B quasivollstéindig ist, muss G auch (7 )-
kondensierend sein. Deshalb gibt eine abgeschlossene, konvexe
Teilmenge Sc E mit 0€S und A(WAKnS)c (Kn S) derart, dass
g, = G|WA KN S eine kompakte Abbildung ist (s. z.BL[9]). Wir
kdnnen o.B.d.A. annehmen, dass G, auf ¥n KNS keinen Pixpunkt

hat. Ein solcher mtisste n&mlich wegen G(WAK)(\ (int W) = @
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auf dWAKAS liegen und wlire dann auf 3W¥H K Eigemvektor
fOr F mit dem Eigenwert A = a. Sei R = Xn 8 und

X, ={xcWnRixetG (x) fOr ein t e[0,1)}.
Xl ist, wie man leicht erkennt, eine kompakte Teilmenge von
B.
Wir nehmen an, es wiire die Besichung X;n (8WnR) = & er-
f011t. Weil B vollst¥ndig regullir und 8WAR abgeschlossen
ist, gibt es eine stetige Abbildung A :E — [0,1] mit A (x)=
=0 (x¢X)), A(x) =1 (xedVWNR). Wir setson

(1 - a(x))@,(x) (xe¥WAR)
T(x) -{

fo} (xe R\Y),
Dann ist T offenbar eine kompakte Abbildung vem R im R.(R)
(man beachte o ¢ R) und hat somit nach dem bekannten Fixpunkt-
satz von K, Fan einen Fixpunkt x°.e ‘i‘(xo). Dann gilt aber x &
€X,, alse .ﬂ.(xo) = 0 und x € Go(xo). Dies widerspricht dem
Eigenschaften von G . Felglich muss die Relatien X;n (3WnHR)4
4 @ gelten. Daher existieren ein t.c [0,1] und ein xoe‘a'nl

mit x e toGu(xo). Wegen x + o gilt to*o. Damit ergibt sich

t

die Beziehung :— x € F(xo) und ao = 8&_ > g ist der gesuchte
o °

Eigenwert. Q.e.d.

Theorem 2 k¥nnte auch leicht aus einem allgemeinen Fix-
punktsatz gefolgert werden (s. z.B. [111), den wir in [9],
C10] mit &hnlichen Gedanken wir hier aus dem Sats von Fan im-
plizierten. Um jedoch den kurzen Weg von Fixpunktsats ven Fan
(der bekanntlich als einzige tieferliegend¢ Grumdlage dem
klassischen Satz ven Brouwer hat) zu allgemeinen Eigenwert-
sussagen fUr nichtnotwendig kompakte Abbildungen deutlich su
demonstrieren, haben wir den Beweis von Theerem 2 ausfiihrlich

dargestellt.
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Aus Theorem 2 ergibt sich unmittelbar die angekfindig-
te Verschéirfung der Aussage von Fitzpatrick und Petryshyn:

Satz 5. Es seien E ein Banachraum, K ein abgeschlosse-~
ner Keil, r>0, B ={x¢E|[fxll£r}, k20 und T:BAK —
—> RAK) eine (9 ,k)-kondensierende Abbildung. Es existie-
re ein we K und ein «>0 derart, dass

ly+ c-lIxl)wllz (yeT(x), xeBnK)
gilt. Ist die Ungleichung

erflillt, so existieren ein x € dBAK und ein A > k mit
Ax & T(x).

Beweis, Sei F(x) = T(x) + (r - Il x| )w (x6 BAK). Nach
Voraussetzung gilt lz |l 2 ¢ (2€ F(BAK)). Sei a = % . Fir
jedes x¢a(int B) muss llx ll < & sein, wcraus die Beziehung

F(BNK)A a(int B) = @
folgt. Wegen a>Xk l#sst sich auf F Theorem 2 anwenden. Da-
nach existieren ein 2 >a>k und ein x € dBAK nit A X.€

EF(xo) = T(xo). Q.e.d.

Wir k8nnen ferner mit Satz 5 eine Eigenwertaussage von
S. Reich [17J] ftr punktwertige auf mengenwertige Abbildungen
ebenso Ubertragen, wie dies in [ 41 unter Verwendung von Satz
4 getan wurde., Wir ftihren den entsprechenden Beweis deshalb
nicht aus, geben jedoch das entstehende Resultat an, da unser
Satz 5 nun eine Abschwlichung der in [41,[17) geforderten Un-
gleichung ermdglicht.

Satz 6. Es seien E ein Banachraum sowie K ein normaler,
abgeschlossener Kegel in E, d.h., es existiert ein (3 > O mit

Mx+ylzplxl (x,y¢K). Sei k20, r>0, B=4{xcE:llxl £ r}
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und F:BAK —>R(K) eine (3 ,k)-kondensierende Abbildung.

Wenn ob;‘?o?@{.infﬂlyll iyeF(x), a s fxl£rt > 7

rk

gilt, so gibt es ein x€ AWAK und ein 2 > 0 mit A xe F(x).

In [4],[17] musste im allgemeinen > 2 %Lvornusgesetzt

werden.

3]

23

£3]

[4]

[5]

(43
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