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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

21,3(1980) 

ZUR EINDEUTIGEN LÖSBARKEIT EINES NICHTUNEAREN 
OPERATORDIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEMS 

Reinhard STEUDEL 

Zusammenfassungt Ein nichtlineares Operatordifferen-
tialgleichungssystem wird auf eine Fixpunktgleichung redu­
ziert. Durch Einführung einer zeitgewichteten Norm gelingt 
mit Hilfe des Fixpunktsatzes von Banach der Nachweis der 
eindeutigen Lösbarkeit des Systems. Es wird die Konvergenz 
eines IterationsVerfahrens zur Lösung des Systems bewiesen, 
wo in jedem Schritt nur noch, ein lineares Anfangswertproblem 
zu lösen ist. 

Schlagworte: Nichtlineares Operatordifferentialglei­
chungssystem, Reduktion, eindeutige Lösbarkeit, Iterations­
verfahren. 

Klassifikation: 34005, 47H15 

In der Arbeit C41 haben wir die eindeutige Lösbarkeit 

des Systems 

r A v i + K i v i + ^ 2 s fi 
(1) } H(v1,v2) + K£V2 = t2 

l v ^ O ) - ^ , v2(0)=v2o, tvlfv2J« V X K H2 

bewiesen. In (1) seien A und B nichtlineare Operatoren, die 

gewissen Monotonie- und Stetigkeitsbedingungen genügen. Klf 

K2 und R seien spezielle lineare Operatoren und ^1% W2 Se" 

eignet gewählte Hilbertröume. 

In der vorliegenden Arbeit zeigen wir, dass das allge­

meinere System 
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A(v1,v3) + K ^ + Br2 - fx 

(2) .< B ^ 1 ' W t
+ K 2 V 2 = f2 

(Sv^lt) +J0 E(v3(s),s,t)ds = v3(t) 

v1(0)=v lo, v2(0)=v2o, [ v 1 , v 2 , v 3 : ö Wy» W2~£ 

wobei A, B und E nichtlineare Operatoren,^, K2> R und S spe­

zielle lineare Operatoren seien, eindeutig lösbar ist, und 

geben ein Iterationsverfahren zur Lösung von (2) an. 

1. Bezeichnungen und Voraussetzungen. V-̂  (V2) sei ein 

Hilbertraum, der in einen weiteren Hiloerträum H-, (H2) stetig 

eingebettet ist und in diesem dicht liegt. Wir identifizieren 

H-̂  (H2) mit seinem dualen Raum H?(Hj) und H?(Hp) mit einem 

Teilraum des zu V-̂  (V2) dualen Raumes V-j* (V«). Dann gilt 

V-jC Bxc V-* (V2c H2c V£ ) (s,z,B. C23). 

Im folgenden sei S:= CO,T] stets ein endliches (Zeit-)Inter-
2 

vall. Für einen beliebigen Banachraum E bezeichne L (S;E) den 

Raum der auf S definierten, zur zweiten Potenz integrablen 

Punktionen mit Werten in E. 
2 

Ist E ein Hilbertraum, so ist L (SjE) ebenfalls ein Hilbert­

raum mit dem Skalarprodukt 
(u,v) P = f (u(t),v(t)L dt. 

L2(S;E) JS B 

p 

Mit LAS;E) bezeichnen wir den Raum der auf S definier­
ten Funktionen, für die 

llull2 := J" e " m Hu(t)li| dt -< CD 
L;(S;E) Ö E 

gilt. Dabei bezeichne A einen positiven Parameter. Diese 
2 

Norm ist offensichtlich zur Norm in L (S;E) äquivalent. 

C(S,-E) bezeichne den Raum der auf S definierten und stetigen 
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Punktionen mit Werten i n E. Wir s e t z e n V^-s L-^SjV-^), '?C1:SS 

:= L ^ S ^ ) , 1T*: = L | ( S , - V * ) , 1f2:= L | ( S ; V 2 ) , USW. 

Es g i l t V±c W±c 1/*, i = l , 2 . 

Fttr den Wert e ines l i n e a r e n Punkt iona i s f & 1?^ (g e 2^ ^ 

im Punkt u e 1/^ (v e /V2) schre iben wir <f , u > ( « g , v » ) . 

Mit K- (K2) bezeichnen wir d ie durch 

<K1u,u> = lluli^ = Hi^uH^ , Vu e.V1 

( « K 2 v , v » - - IvHj = i»K2vll^ , V v e tf2) 

definierte .Dualitätsabbildung von 1/̂  ( V2) auf 1/̂  ( 1f£). 

Bzgl. der Eigenschaften der Dualitötsabbildung siehe z.B. 

[63. Wir setzen weiter Wi:
5S4ui6 If̂  ^ & V\\ , i=l,2. 

(u^ bezeichne die Ableitung von u^ im Sinne der Distributio­

nen über 3 0,T[ mit Werten in V£ ,i=l,2) 

W± ist stetig in C X S ^ ) , i=l,2 eingebettet (siehe z.B. [2], 

Satz 1.17, Kap. IV). Mit «ß bezeichnen wir den Raum der auf 

S definierten Funktionen mit Werten in R, für die gilt 

f e~2^t(u(t))2dt < w , X > 0. 

11 • 11 ̂  bzw. (•-•)v bezeichne die Norm bzw. das Skalarpro-
v i "i 

dukt in 1l*.. Analog sind die Bezeichnungen il • iL , (*t*)*f $ 

usw. zu verstehen. Bzgl. der Operatoren A, B, R, S und 18 set­

zen wir voraus: 

a) A € ( tf* ~£--> tf*) 

A(»,z) ist stark monoton und Lipschitz-stetigt 

(A(x1,z)-A(x2,z),x1-x2)rl;,-> 2 rn-j^H x̂ -Xglly,, m 1>0, 

SA(x1,z)-A(X2,z)l\^^M1 Hx-j-XgW ^+ ,\/x1,x2e 1/*,zei. 

A(x,*) ist Lipschitz-stetig: 
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(4) llA(x,z1)-A(x,z2)ll i r# ^ Lĵ ll z-ĵ -Zgll̂  , x e V\, Vz-^z .^ £ . 

b) Ö e ( F ^ V>2 ~£->V*2 ) , 

B(-,y,z) und B(x ,y ,0 sind Lipsch i tz - s te t ig : 

(5) BB(x1 ,y fz)-B( .x2 ,y,z)|l ,^ ^ I ^ I | X l - x 2 l l v # , Vx 1 ,x 2 6 T*, 

y e f 2 , z € <£ • 

(6) l \B(x ,y ,z 1 ) -B(x ,y ,z 2 ) t t^ i-I^ \ z-j-z,, Ĥ  , V z l f z 2 6 ,£ , 

B(x,*,z) ist stark monoton und Lipschitz-stetigi 

f ^ B ( x , y 1 , z ) - B ( x , y 2 , z ) , y 1 - y 2 ) ^ 2:m2 lly-^-ygll^c , m2> 0, 
(7) \ 2 2 

1 ÄB(x,y1 ,z:)-B(x>y2 ,z)l l , r*^ .^l\y1-y2 l l r* f V y l f y 2 6 T+, 

x e 1T ,̂ z e d, . 

c) fi e( iTp—^If*) sei ein l inearer Operator, 

(8) llRvl!^^ %x Ävll^ II v tt ̂  , 12X= const, \f v e tf 2 

d) S c ( 1/"-,—* d ) sei ein l inearer Operator, 

(9) «&Hr^ .£ 1 2 liv ttg liv » v , \2= const, Vv 6 ^ 

e) E fe(£xSxS-»i ) sei Lipschi tz-s te t ig : 
(10) I lEC f XtS»^>-E( f 2 , s , t ) U L 4 l f 1 - f 2 l , flf f 2 6 R , s , t € S , j IM ^ l f s , t ; -J !H ^ 2 

<• t»~> f* E(0 , s , t ) JV E(0 ,s , t )ds gehöre zu rf • 

Schliesslich fordern wir 

(11) .V**, f2 6^2 , T 1 O . H 1 ( v 2 o € H 2 . 

2. Existenz und Eindeutigkeit«, Wir betrachten zunächst 

die Aufgabe 
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B(x,v2,z) + K^Vg = f2, v 2 ( 0 ) = v 2 o t V 2Ä1ÍГ 2 

(12) " 
f BU 

Л . 
I mü mit festem [x,z 3 c 1)^ x £ . 

Die Aufgabe (12) besitzt genau eine Lösung. Dies kann mit 

Hilfe der Uieorie der maximal monotonen Operatoren bewiesen 

werden (siehe z.B. [ 13 jD] ; [43, Lemma 2.1). 

Wir bezeichnen die Lösung von (12) mit C(x,z) und defi­

nieren so eine Abbildung von VKxi» in K^*, Es gilt folgen­

des 

Lemma 1. C besitzt die Eigenschaften 

(131 

M2. rilCfx^zp-Cixg,z2)lir 6 ( 1 + £) ( L j i x ^ l U + 
l W 2 " 2 1 

L + L3 « ÍS1-Z2II : C ) V x 1 , x 2 6 H » , V a i , z 2 6 £ 

, II C(x1 , z x ) - C ( x 2 , z 2 ) II % * - r - = - (Lgl^-Xgll^ + 
(14) J 2 V A m2 1 

{ + Lj 1 ẑ -Zg Hg ) V ipX^f^ , V'z1,z26.«€ 

Beweis: Es gilt 

0=(B(x1,v^,z1)-B(x2,v|,z2)+IC2(v!-v|),v!-v|)ir* '!' 

2 mg « v^-vlüV +(B(x1,v|,z1)-B(x2,v|,z2)+B(x2,v|,z1)-

-BU,,,*!^),*!-*!)^ + A« v l -v |»^m 2 l l v | -v | l | 2 | -

-H»xi"x2 V* Ä*i-*l "ty-a *zi"z2 h • V|-*I Äir* + 

+ A» v^-v|«2 . 

Aus dieser Abschätzung folgt 

(15) II vl-v| II ̂  ^-(Lg » . V * » - * * + L3 « z^z.,!^ ) 
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und 

114-4 »ar * -rr=* ( ^ ft xi"x2 V + h " zi"z2 "a >» v XI»x2 € 

2 V *A» D-p 1 

£ tr*lf v z p z ^ £ , 

also die Behauptung (14). Weiter gilt 

0=(B(x l fV2» z i>-B<*2»*2'*^ ~ 

2 > v 2 - v 2 » \ -Ä V H V2 < ^ « x r x 2 V* * h»zi"z2 ^ > + 

+ M 2 « v | - v | ! V , ) , 

also wegen (15) 
M 

t\ v 2 - v | A v 6: (1+ j-|) (1^ !\ X l - x 2 ü ^ + Lj li z^Zg il̂  ) , V x - ^ e 

G Tf*̂  V zlfz2 e £ f und damit die Behauptung (13). 

Wir betrachten weiter die Aufgabe 

(A+RC)(v1,z)+K1v1 = flf v - ^ O ) - ^ , v^e W^ 

mit festem z 6 *£ #• 

Die Aufgabe (16) besitzt genau eine Lösung (siehe 131; 

C4.1, Satz 2.1, Bemerkung 2.2 und Lemma 2.3). 

Wir bezeichnen die Lösung von (16) mit D(z) und definieren 

so eine Abbildung von £ in W- Es gilt 

Lemma 2. D besitzt die Eigenschaften 

M, TU (mo+E0) - /9 h 

rip(.1)-D(»2)»y ̂ a + g . ) ( v k ( j 1 2 )1/2)ii-1--2>;e. 
l 1 x v A m-v • m 0 

C17) J 2 2 

(16) -[ 

L, k vN-idlU+M;))* 

|lK.-,)-PC2)V^ C - ^ *
 ( Л
^зЛ.Łg> »-l-2^ . 

V z l fz 2 6 -£ 
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l i t k:= Lj + ^ + L-j , wobei A so gross gewählt 

wird, dass 2. ( "*- , (i+ - i ) ) 1 ^ -
•l \ZT^ m2 2 

(20) ̂  

.2 

Beweis: Aus der Abschätzung 

0=(ACv^,z1)-A(v^,z2)+K1Cv1-vf)+HCC(v^>1)-CCv^ 

*1 • 2x (D^W ., . 1 .2«2 T |j „ „ ii u - 1 • 2 | 
v l"v lV* ~ ml f v l " v l V*"1! ü z l" z2 "* • v l " v l 'fl* " 

- ilR(C(v1,z1)-C(v2,z2))ll/ir#. Hv^-vf tt^+A| v^-vftli 

folgt 

(19) l*i-*ill1r*-J-(Il l*l"*2 ,tc + ftR<cCvJ,z1)-C(vf,z2))Hir*) 

und 
1 

V V l ' ^ r JT=^ ( L l , a l -2 l rf + "HCCCv^z^-
j . v »/v ni-j 

-C(vf,z2))ll^). 

Weiter g i l t 

0=CA(v1,z1)-A(v^,z2)+K1Cv1-vf)+RCCCv1,z1)-CC 

%t^)Hrj ^ ^ » ^ i ^ - i ^ i ^ (^iivi-v^V + 

+1^ ll Zj-Zg 1^ + l lRCC(vJ ,z 1 ) -CCv| ,z 2 ) ) l l r *) , a l s o wegen (19) 

«n (l v r v f ^ (1+ §> ( L i8 zi"z2 |l* + l R < c '^ z i ) -
- C ( v f , z 2 ) ) M v # ) . 

Aus (19) f o l g t wegen Lemma 1 und (8) 

1 *i-*f V x - i-(-i»-i'-aBje +< i i ic(v},.1)-c(vf,«2)ii%2 

IC(vi,.1)-C(TJ,.2) II y2)-/-- i - ( ^ II Z l-z2 L. + 
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• /VL( ( I+] J | ) [ L a l l v i - v f V ^ ^ i - ^ 1 1 * ^ -^=r^h^l 

- v2 V x + I3 1 -!--2 »* 3 )1 / 2] - ^ 1 Ij. 11 z ^ z ^ + 

+ ( - ^ ^ ) 1 / 2 (L*Ä * * - " n + L 3 » 1 - 2 f t * >} • 

Wählen wir nun A so gross, dass 

1*, / ̂ (m^-HU) \l/2 ., 
.(22) g-( !** M ^ X 

ml V V X m 2 иц i **' 
so e r g i b t s i c h aus d e r l e t z t e n Abschätzung wegen (22) 

(23) »*i-vf B f ,M^ + ̂ ) l . 1 - . 2 ^ • 

Wegen (23) folgt, damit aua (13) , (14) 

r lC(fi,.1)-CCt2,-.2) l ^ i k d t ^ ) 1 , ^ . 1 ^ 

(24) -j k 
' \lC(vl,2l)-ca2,z2)i.^-7==; l i - ! - -^ 

L l "2 
m i t ks = L3 • -Ì - + L3 

c2 vXm^ 

Aus (20) und (21) f o l g t damit wegen (8) und (24) 

Ч"4 - * * Í ^ î + . . , .3/4 ) ^ IUl"Z2 * ' V Z 1 ' Z 2 6 ^ i v A- m-̂  vЛпu/ ^ m i^ 

und 
i ? „ W i /"-;, (m9+M,)\ 1/2 

llv^-v2 B, * (l+ -ji) <V-( 1 - ^ l > »-i-a <rf , 
1 1 \ v -A nu * n-2 ' 

V z i » z 2 £ * 5 

a l so d i e Behauptung des Lemmas, 

Wir b e t r a c h t e n nun d ie Aufgabe 
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(25) (§ .D(v3))( t)+ J E ( v 3 ( s ) , s , t ) d s = v - j U ) , V3 6 & • 

Es g i l t fo lgendes 

Lemma? 3 . Die Aufgabe (25) b e s i t z t e ine e indeu t i g be ­

stimmte Lösung. 

Beweis; Wegen (10) und der i n d, gewählten Norm g i l t 

II fQ ( E ( v ^ ( s ) , s , t ) - E ( v 2 ( s ) , s , t ) ) d 3 i t ^ 2 ^ T L j / T e " 2 a t ( / t ( v 5 ( s ) -

TL T TL 
-v2(3))2as)dt^j^J e " 2 A t ( v ^ ( t ) - v 2 ( t ) ) 2 d t = j £ II v*-v 2 iL2 5 

a l s o 

(26) | | / t ( E ( v ^ ( s ) , s , t ) - E ( v 2 ( s ) , s , t ) ) d s \\^ \Jfi-) \ v\-v* \\^ 

V V 3 , V 2 €. £ . 

Aus der Voraussetzung (9) und Lemma 2 f o l g t 

IISD(v^)-SD(v2) \\2± %2 llD(v^)-D(v2) « ^ HD(v^>-D(v2) \\r ^ 

£ k 2 U ) i i v 3 - v 2 l l j mit 

2 Mx / - n 1 (m 2 +M 2 >\ 1/2 f LH 

1 v V A HU nip ' \V .Am-j 

k v/^U^^)' 
+ (^m2)J/X)1/2 

a l s o 

(27) !i<SD(v^)-SD(v^)Hi; ^ ( Ä J I v * - v | Hrf , V v * , v 2 e rf 

/•* Der Operator SD(v3)+J E(v->(s) , s , t ) d s i s t im Raum X 

s t r i k t k o n t r a k t i v , f a l l s wir X so &*oss wählen, dass 

/ TL* \ 1/2 
\TTl + ki^> = t k 2 ( A . ) < l 
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gilt, wobei (22) zu berücksichtigen ist. 

Aus dem Fixpunktsatz von Banach folgt die Behauptung 

des Lemmas• 

Satz 1. Die Aufgabe (2) besitzt eine eindeutig be­

stimmte Lösung. 

Beweis: Aus der Definition der Operatoren C und D 

folgt, dass I-Vifv2>v3^ gen*u dann Lösung von (2) ist, wenn 

v2=C(v1,v3) = C(Dv3,v3), v-̂  = Dv3 und 

SD(v3)+J E(v3(s),s,t)ds * v3(t), v . e i . 

Aus Lemma 3 folgt die Behauptung des Satzes. 

Bemerkung 1. In 153 zeigen wir, dass bestimmte mathe­

matische Modelle, die die Sorption in Festbetten mit biporö­

ser Struktur beschreiben, auf Probleme der Form (2) führen. 

3. Ein Iterationsverfahren 

"l * m2 Lemma 4. Für 0 < £ < — . 5 , 0 < o < --=-? ist die Abbil-
2MJ 2MT2 

düng % , d ie jedem Tripel ^ i » ^ » 7 ] ^ ^ ^ ^ 2 ** ^ d i e L ö" 

sung i w l fw 2 ,w 33 des Systems 

e(K1w1+Hw2)+w1 = v^ - e A ( v l f v 3 ) + e ^ 

cTK2w2+w2 = v 2 - c / 'B (v 1 , v 2 , v 3 )+ oTf2 

Jt 
w3 » SV l+ J0 E(v 3 (s ) , s , t ) d s , 

t w l f w 2 , w 3 3 « W1xW2xo£ , w 1 ( 0 ) = v l o , w 2 (0)=v 2 o 

zuordnet, eine strikt kontraktive Abbildung von W-, x W2x sC 

in sich, falls man auf W^ x fl^ x sß die folgende Norm ein­

führt: 
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| l w x , w - ,w3J II ^ „ » ^ a t := - 2 - - H w- » ̂  + 2 e p A I I w - 1 ^ + 

2 
+ p(l- J ) I * - i j , + ±£- llw2 I !• + k 1 w2 l | „ + 1 «3 l l | , 

• t n _ 2 ^ 2 vT > 2 1 ^ 2 ( i + g ) 

'""PTW' ^7™ ' 
Hierbei bedeuten k und 6 geeignet gewählte positive Kon­

stanten, über die später verfügt wird. 

Beweis: Es gelte L w£,w2,w3 3 = OL Cv^,v|,v33, i= l , 2 f 

w i := wj-wf, v i:= vj-vf, 1=1,2,3. 

Dann folgt zunächst 

p II V e (A(vJ;,v^)-A(v2,v2) II 2 + k II v 2 - c/(B(v^,v^,v^)-

- B ^ . v f j v 2 ) ) « ^ + 1 1 ^ + / (E(v^(s),s,t)-E(v2(s) f8 ft))d8»J ;--: 

£ p l * i * J * d - 2 smx +e2M2) + 2ei1p(i-»-eM1) H V
3W^- • ̂ f* + 

+ e 2 i | p « v 3 « ; | + k{Bv 2 ) l 2 * <i-2e/,«2+ C/2M|>+ 

+ 2 t / I ^ l v 2 1^, IH-J^* 4 .2^^11^11^ II v3llß + 

/ T I2 xl/2 
+ 4 e f 2 l | H ^ l l l , ^ c f 2 ! 2 »v3 I 2 ? + ll^ili «(Tt-j 

TL fort 

+ _ k 2 H 2 »2* + ftv3«;
2 ( P i 2 ( 2 e 2 + ^-)+2_i2(2rf'2+ j t )+ ^ 4 ) + 

;= l-cfm2+ <f2Mf. 

Weiter g i l t 
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p e 
+ 

k S 6 K-2w2+w211^ +p I e K1W1+ e Hw2+wrll£* + H w3 HJ z: 

k j 2
 0l 0 e 4 ^ 2 ( i + 0 ) 2

p
2 

^ -* ._ II w2«2 + k jl W 2 (2 # + ( 2 k £ r A 1 z ) |] w2lli + 
2 2 2k cT il* 

llw^l2 + p( l - | ) llw-,11^* + 2 p e ü l l w 1 l ^ + l w 3 l | • 

Somit ergibt sich die Abschätzung 

kor2
 0 x ~ e 4 ^ 2 C l + 6 )2P2 o 

Iw^n. + k llwJlt* + (2kcfA ± 5 ) II w014, + 
2 ^ ^2 * ü 2 2kd"f " ^ ^ 2 

2 
+ L.L-|lWiiJ^ + p ( 1 _ | > riw-Jl2* + 2 e p A » w 1 i l i + l l w 3 « | ^ 

4* 1 ^ l l^* (pkf +2kl|(2d'2+ s~))+kk2 « v ^ * + H^ilj (pL.2(2e2+ 

2 2. 

z> p 1 
2"l2 Wahlen wir etwa p = —^ A , k so klein und 6 und A 

>/"£ In V ( 1 + t f ) 2 ^ 2 2 2 e so gross, dass A £ ^-m , —-w* ,-. I.-T(2 e + —) + 
kcrJ/<- t*/dfX ^ n^ 

.«$<..•*• i , . $ « . * * • £ - 2 w » • *> .*»•1 < i. 
so ist Qi strikt kontraktiv. 

nu nu 
Satz 2. Für 0 < e < - ^ , 0-c oT-c -£- konvergiert die 

2MJ 2Mo 

durch die Vorschrift 
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(28)-

. e C K ^ + R ^ I ) ^ vi"1- 6A(v1"1,v5"1)+ 6 ^ 

oTK^vl+v^ v|"1-^B(v|"1 ,v|"1 ,v^"1)+ <ft2 

v 3 = ^ v i " " 1 + / ^^3" 1 (s ) , s , t )ds 

v^(0)^v lo, vj(0)=v2o, [ v°,v°,v° 1 6 ̂ x fl^rf beliebig 

bestimmte Folge ( [v^v^-vl . ] ) .^-, im Raum tf-^x W^x .^ gegen 

die Lösung tv-^Vg,^!! von (2). 

Beweis: Die Behauptung des Satzes folgt unmittelbar 

aus Lemma 4 und den Fixpunktaatz von Banach. 

Bemerkung 2. Kombinieren wir das Iterationsverfahren 

(28) mit dem Ga ler kinv er fahren , so entsteht das sogenannte 

Projektions-Iterationsverfahren, dessen Konvergenz annlich 

wie in [43 gezeigt werden kann. 
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