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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE
21,3 (1980)

ZUR EINDEUTIGEN LOSBARKEIT EINES NICHTLINEAREN
OPERATORDIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEMS
Reinhard STEUDEL

Zusammenfassung: Ein nichtlineares Operatordifferen-
tialgleichungssystem wird auf eine Fixpunktgleichung redu-
ziert. Durch Einftthrung einer zeitgewichteten Norm gelingt
mit Hilfe des Fixpunktsatzes von Banach der Nachweis der
eindeutigen L¥sbarkeit des Systems. Es wird die Konvergenz
eines Iterationsverfahrens zur LBsung des Systems bewiesen,
wo in jedem Schritt nur noch ein lineares Anfangswertproblem
zu 18sen ist.

Schlagworte: Nichtlineares Operatordifferentialglei-
chungssystem, Reduktion, eindeutige L3sbarkeit, Iterations-
verfahren.

Klassifikation: 34G05, 4TH15

In der Arbeit [4] haben wir die eindeutige L8sbarkeit
des Systems
AV, + Kqvy + Ry, = £y
(1) B(¥),7,) + Kyv, = 1,
v (0)=vy o, vp(0)=v, , [vg,v, 06 W) W,
bewiesen. In (1) seien A und B nichtlineare Operatoren, die
gewissen Monotonie~ und Stetigkeitsbedingungen genfigen. Kl’
K2 und R seien spezieile lineare Operatoren und ’w’l, W2 ge-
eignet gewlBhlte Hilbertrfume.
In der vorliegenden Arbeit zeigen wir, dass das allge-

meinere System
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A(Gl,v3) +Kjvy + Rv, = £
2) Bi&l,ez,VB) + Kyvy = f,
(Svy)(v) +.& E(vqy(s),s,t)ds = v3(t)

v1(0)=vy oy Vpl0)=vy, [vy, vy, vy Wi= W,=L

wobei A, B und E nichtlineare Operatoren,Kl, KZ’ R und 5 spe~

zielle lineare Operatoren seien, eindeutig l8sbar ist, und

geben ein Iterationsverfahren zur L3sung von (2) an.

1. Bezeichnungen und Voraussetzungen. V, (Vz) sei einm

Hilbertraum, der in einen weiteren Hilbertraum Hl (HZ) stetig
eingebettet ist und in diesem dicht liegt. Wir identifizieren
Hy (H,) mit seinem dualen Raum H{(H;) und H;(H;) mit einem
Teilraum des zu Vy (V,) dualen Raumes Vi* (V3). Dann gilt

*
Ve Byc Vi (Vo Hye VX)) (s,z,B. [2]).

Im folgenden sei S:=10,T) stets ein endliches (Zeit-)Inter-
vall. Fir einen beliebigen Banachraum E bezeichne LZ(S;E) den
Raum der auf S definierten, zur zweiten Potenz integrablen
Funktionen mit Werten in E.

Ist E ein Hilbertraum, so ist L2(S;E) ebenfalls ein Hilbert-
raum mit dem Skalarprodukt

( ) = (u(t),v(t))g dt.
Y 12(s5E) fs e

Mit Lzﬁ(S;E) bezeichnen wir den Raum der auf S definier-

ten Funktionen, ftir die

fluli? = [ e )2 at < o
Li(S;E) fs B e

gilt. Dabei bezeichne A einen positiven Parameter. Diese
Norm ist offensichtlich zur Norm in LZ(S;E) Bquivalent.

C(S;E) bezeichne den Raum der auf S definierten und stetigen
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Funktionen mit Werten in E. Wir setzen 77:= Li(s;vl), ?CIF‘
- 2 * ,_ 12 _ 12(a.
= L (S{Hy), V7:= L3(S; V), Vo= L3(S;V,), usw.
BEs gilt 1/i c#c 1/’{, i=1,2.

Ftir den Wert eines linearen Funktionals f « ’lf’i (g e 7/'5 )
im Punkt u e 4/'1 (ve 'U’z) schreiben wir {f,u) («g,v»).

Mit K, (K,) bezeichnen wir die durch
(Kju,u) = ﬂu“%,l = llKlull%,i. , Yuel,
(KK, v, vH = “v\\%z = hKZVN,‘Z}z » YveT,)

definierte Dualit8tsabbildung von vy ( V,) auf 1 (1%,
Bzgl. der Eigenschaften der Dualit#tsabbildung siehe z.B.
[61. Wir setzen weiter W;:={uje V;l%e 41, i=1,2.

(ﬁi bezeichne die Ableitung wvon uy im Sinne der Distributio-

nen tiber 10,T[ mit Werten in VI ,i=1,2)
W, ist stetig in C(S;H;), i=1,2 eingebettet (siehe z.B. [2],
Satz 1.17, Kap. IV)., Mit £ bezeichnen wir den Raum der auf
S definierten Funktionen mit Werten in R, flir die gilt
jse'm(u(z>)2dt< © , A > 0.
We fl bzw. (s,¢) bezeichne die Norm bzw. das Skalarpro-
vy TV

dukt in V.. Analog sind die Bezeichnungen WM« 1, , (+,*),, ,
1 3{1 'Ml

usw. zu verstehen. Bzgl. der Operatoren A, B, R, S und E set-

zen wir voraus:
a) Ae( U“i > — V)

A(e+,z) ist stark monoton und Lipschitz-stetig:
- 2
o { (A(xl,z)—A(xz,z),xl—xz)wlz m | xl-le\”i, m >0,
3
iA(x),2)-A(X,,2)0 ,»,,iéml I x,-X, ! ,“,,l, \7’xl,x2 6 V'i_,zeoﬁ.
A(x,») ist Lipschitz-stetig:
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(4) ||A(x,z1)-A(x,z2)Il1r,.l.é Llz-z, 0, , xe VY, Vz,,2,¢ L.

b) Be (U= W =L —> V%),
B(.,y,2) und B(x,y,) sind Lipschitz-stetig:
(5) I\B(xl,y,z)-B(xz,y,z)llv,. &L, NI x 1% ra Vxy,%5€ ’I/"

ye v’z s 2 € £ .
(6) WB(x,y,2,)-B(x,¥,2,) u_,,.éﬁ LiVzy-z, Ml V2,2, L,
xel}, ye 7%
B(x,s,z) ist stark monoton und Lipschitz-stetig:
- {' (B(x,yl,z)-B(x,yz,z),yl-yz),m‘zz‘ m2 \\yl-yzﬂ%mrz, m2> 01
7
\\B(x,yl,z)—B(x,yz,z) “’lf'“zé M, [ ¥17Y2 "V‘é' Vyl,y2 e ’?f"’z,
xel], ze L.
¢) Re(V,—>7V7) sei ein linearer Operator,
(8) HRV“,V,—- M, Iv “RZ v “"’2’ m,= const, Vv e,
a) S« ¥,—> & ) sei ein linearer Operator,
(9 \\gvﬂ;'; £, v “&1 Iy “’71’ m,= const, Vve?,
e) Ee(L£=SxS—> &L ) sei Lipschitz-stetig:
(10) { IE( §4,8,)-E( §5,8,t)1 £ L4| §1- gzl, El’ fr,eR,s,tes,

tt—-—>f: E(0,s,t)ds gehdre zu &L .

Schliesslich fordern wir

*
1) f,eVh, £,e 7%, v, €Hy, v, €H,.

2. Existenz und Eindeutigkeit. Wir betrachten zun#chst
die Aufgabe
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B(x,%,,2) + K;v, = f,, v(0)=v, , v, 6 'Wz
(12)‘{

mit festem [x,2]e V] > £ .

Die Aufgabe (12) besitzt genau eine L8sung. Dies kann mit
Hilfe der Theorie der maximal monotonen Operatoren bewiesen
werden (siehe z.B. [11;I3];04], Lemma 2.1),

Wir bezeichnen die L¥sung von (12) mit C(x,z) und defi-
nieren so eine Abbildung von V’lx £ in 10'2‘ Es gilt folgen-
des

lLemma 1, C besitzt die Eigenschaften
M
( 3){\\0(:1,21)-0(12,22) hy, &0 m-%) (L hxp-xy e +
1

+ Lyhzy-z,lly ) Vx X, € T, Vay,z,6 =4

1
hC(x,,2.)-Clxy,2,) Ny £ o= (L, Ix;=x, |l +
6 TR0 et Lo hxy=%p Ny

+ 1y ‘zl-za “éﬁ ) Vxl,xzc'lf"l, Vzl,zze L.

Beweis: Es gilt
.l 2 . 2 @
0=(B(xl,v2,zl)-B(xz,vz,zz.)*-Kz(v%—vg),vé-'z),‘r,n2 ;

52 1 22,2 .2 . .2
z m, | ¥5-v50 v, +(B(xl’v2’21)°5(12"’§’22)+3(x2'vz’zl)"

Blxp,¥5,5)) ¥ 0y + Auvg-vgng‘,?“’z‘“ m 5315y -
-L, ¥ x;-x, “,v,i i "v%-"rg n,v,,z-lj Vz -z, 0 ir%-v'lg “1{3 +
+ M v%-vgl\gz(z .

Aus dieser Absch¥tzung folgt

o1l o2 1
(15) ¥5-%5 i ‘r'éé —m;(l'? il xl-xzii ,”ni + 13"21-22“1’; )
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und

1
vi-v2 I, < (L 0 xy=%, lye + Lyl zy=2plly ), Vixy,x, €
22&2\/1—;72\12 17% e * I3l 2722l s V%,
‘—Wv Vzl,zzeéﬁ ,
also die Behauptung (14). Weiter gilt

.1 2 1 2 1 . 2
o=(B(xl,vz,zl)-B(xz,vz,z2)+K2(v2-v2),Kz(vz—ve))v,z. =

zWvyvl?y - hvj~v3 by, (g lxyxp s + 13N zy-2p g ) +
My I i3-v3 ) )
also wegen (15)

1_2 oty
Wvy-v5 |\v2é (1+ g)(l-2 N x;-x, i\v,,i + Ly W2 -2, “:(’. )y VX% €
€ 'lf*l, Y Zq,2, € &£ , und damit die Behauptung (13).

Wir betrachten weiter die Aufgabe

(16) { (A+RC) (¥4,2)+K v = £y, v1(0)=vy, Vo € 'll)’l
mit festem z ¢ £ .
Die Aufgabe (16) besitzt genau eine L¥sung (siehe [3];
[4), Satz 2.1, Bemerkung 2.2 und Lemma 2.3).
Wir bezeichnen die L¥sung von (16) mit D(z) und definieren
8o eine Abbildung von £ in W‘l. Es gilt

Iemma 2., D besitzt die Eigenschaften

(m,+M,)
ID(a1)-Dlz) Uy & (2 %1) (L1+k(3_%___‘f_._;2‘_)1/2) Nyt
an 272
Vz,2,e N
k V1, (m,+,)
1 D(24)-Dzy) Ny £ ¢ P L) Mozl
1 VAim  (Amy) 172
(18) ™ 2/ M

Vzy,2,¢6 3
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+ Ly , wobel A So gross gewahlt

mit k:= L3 +
12

M 1
wird, dass == (—-,:l-l— (1+ -—2))1/2L -

oy V?umz ] -2'

Beweis: Aus der Absch8tzung

Iy L
m

0=(A(¥1,3))-A (¥, 2,) 4K, (vi-vD)+R(C(¥Y,2,)-Cl#E,2,))
)
.1 2)1’* (3)}_,(4
2

- IR(C(¥],2,)-C(¥2, 2 ) v N4y-¥2 byp s 21 vl-vlnal

e 2(2
my [ - “V"‘-L.L Iz 17%2 “.'C ] vl--vl I,,r,; -

folgt
(19) I ¥2-%21 4}-( I 2=z, I, + BR(C(VY,2-)-C(2,2,) ) lon)
1 N S gt g mzaly V) =Cty,2p) gy

und
1

] vi-vlll, & ——— (I Wz =2z 0, + llR(C(v’r1 z. )=
1'% Iy Wzy-zplg 1'%
(20){ . 1 Vam
-c(ef,zz>)ll1,&).
Weiter gilt
10=;A( Lza))(MA(vl,zg)u:l(v ?-&R(C(x'r%,zl)-c(w‘ri,zz)),
2 sl a2
fIy Wag-zy by + 0 R(C(&%,zl)-C(6§,zz))i\.,,,i), also wegen (19)

1.2 My .1
on V1'V1‘vlé A+ 5 (I Vzyozy by + KR(C(¥,2,)-
-c<6§,z2))ﬁv*1) .
Aus (19) folgt wegen Lemma 1 und (8)

l\vl—v2 I 1=-1—-(L._‘_\lz -z H;ﬁ +Hn llC(w’rl,z )-C(w’rz,z I
my 1“2 1l 1°°1 1292 7%

he(id,zy)-0(42,2,)10 A,,2>1/2= i eyony e +
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+ Py ") (z,0 "1"’1“1!"*13 Wa) -z,

‘[__,hzl

22 /2] _ !
-vl“vﬁl-f 13‘21"22 “i]) }—-nTl-ill“Zl—zznx +

. ("\l(mzﬂﬁz) )1/2
VA my - my

(L, W& vl--v1 “1!” +L \\zl—z2 % )} .

Wihlen wir nun A 8o gross, dass

L, (”11(“‘2*“2) )1/2 1
(22) = ——— ES
M \va m, m,

- 3R]

80 ergibt sich aus der letzten AbschBtzung wegen (22)

2
(23) h¥3-¥2 e A(E + ﬁ%) N2z, lly -

Wegen (23) folgt damit aus (13),(14)

NC(¥],2)-C(¥2,2,) by, &6
(24)

Ne(iy,29)-C(#8,2) Uy &

+L3.

I L
. . 1
mit k:= L3 + o

M
2
@) Wzy-z, “ae

k
Iizl-22 “GB
Va oy

Aus (20) und (21) folgt damit wegen (8) und (24)

L k V7, (my+M,)

v “3«
und

M
\\vl-v2 “V < (1+ 5%)(114-]((

[ My (mp+My)

————

VA my ¢ m,

+ Yz -z, 0, Vz,,z,ed
V'—-;]: um )3/4(111 )1/2 17 %2°L 1172

1/2
) Y Wzy-zy g

Vzl,ZZE i )

also die Behauptung des Lemmas.

Wir betrachten nun die Aufgabe
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~ t
(25) (sn(v3))(t)+fo E(vy(s),s,t)de = vy(t), V;eL -

Es gilt folgendes
Lemma: 3. Die Aufgabe (25) besitzt eine eindeutig be-
stimmte L¥sung.

Beweis: Wegen (10) und der in £ gew&hlten Norm gilt

t T _ t
I Jy (B3(e),8,0)-B(v5(s),8,t0)as | 24 11 [ e24H( [y (o)
2 2
TL, T U
2 2 4 -2at 1 2 2., _ 1_.242
v3(e as)at s gzt [le™ M vy)-vien®ats gt ivy-viig s

also

(%%_.2_)1/2“ 1_ 2“

(26) \\_f;t(E(v%(s),s,t)-E(vg(s),s,t))ds I, < v3-va

Y v%,v_-z3 ed .
Aus der Voraussetzung (9) und Lemma 2 folgt

& (ol _Zncwdy ol 2 1 2y 1 2
ISD(v3)-8D(v3) Il & £ My I D(v3)-D(¥3) llxl I D(v3Y-D(v3) \l,,rl/;

£x2(2) 1v3-v5 12 nit

2 N (my+My ))1/2 ( L
kT(A):= (1+ )( +k (————-
1057 % "\ Vam o \Vam
A my m 1
k\/'ql(mzﬂl
(J_mz)thl,l/z

also
(27) HgD(v%)-gD(vi)ili & kl(]\.) Iv%—v% “aﬁ , V v%,vg ed
t
Der Operator §D(v3)+J; E(v3(s),s,t)ds ist im Raum £
atrikt kontraktiv, falls wir A so goss wkhlen, dass

2
TL4)1/2

(?T + k() =2 ky(A)<1
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gilt, wobei (22) zu berficksichtigen ist.
Aus dem Fixpunktsatz von Banach folgt die Behauptung

des lemmas.

Satz 1. Die Aufgabe (2) besitzt eine eindeutig be-
stimmte L¥sung.

Beweig: Aus der Definition der Operatoren C und D

folgt, dass [vl,va,v33 genau dann L¥sung von (2) ist, wenn
v2=C("rl,v3) = C(D63,v3), vy = Dvy und

~ t

SD(v3)+j; E(vy(s),s,t)ds = v4(t), v3ei .
Aus lemma 3 folgt die Behauptung des Satzes.

Bemerkung 1. In [5] zeigeh wir, dass bestimmte mathe-
matische Modelle, die die Sorption in Festbetten mit bipors-

ser Struktur beschreiben, auf Probleme der Form (2) ftihren.

3. Ein Iterationsverfahren

m,
lemma 4. FOr O < € < m——l-?-,0<d"< 2 ist die Abbil-
emma 4 A a

dung U , die jedem Tripel [vl,va,v3je W, > W, = £ aie Lb-
sung[wl,wz,w3] des Systems

€ (Kywy+Rwy) 4wy = ¥) - eA(¥),v3)+ €f)

R ¥ -d‘B(w'rl,\’rz,v3)+ oI,
wy = Svy+ j:'n‘.(v;a(s),s,t)ds,

[wyswy,wale Wy > W, € , w1 (0)=vy , wy(0)=v,
zuordnet, eine strikt kontraktive Abbildung von W, = W, = £
in sich, falls man auf W, = W, = & die folgende Norm ein-
fthrt:
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2
L w,,wolll2 =D& Jw, h2 +2epalw,hl +
NELwy,wo,wy Wy Wy B liw v pAlIw lae

2
1 . 32 kd 2 . 2 2
+p(l- 2 )““’1“1r*l + —é——l\wzﬁvz + k“wzll,'r,é +lw3 "36 y

27 Ve 1, m,(1+8)
mitp=—3-27é-—:, AZ - 13/§ .
€ va xd

Hierbei bedeuten k und 6 geeignet gewlihlte positive Kon-

stanten, tber die spHter verffigt wird.
Beweis: Es gelte Lwi,w;’,ng = ’)L[vi,v;,v;], i=1,2,

= gl w2 = ol o o
WiiT WiSWi, VIS vi-vy, i=1,2,3.

Dann folgt zun#chst

pl3 V- ¢ (A(vl,v3)-A(v1,v3) ll,,)%'i + kI3 O d‘(B(vl,vz,v3)-
2

—B(vl,vz,v ))“V* + 1% +f (E(v3(s) 8 t)-E(v3(s) 8 t))dsli
cp i, 1-2em +e®8) + 2¢Lp(1e emy) Nl W vllye +

1 1
+ e28p vy 02 + x {13, )lf,; (1-20my+ S22)+
+ 2d'Lz “92 '.uqé ﬂ‘.’l“v’i +25L3 I 'va“,”,,é “V3“£ +

12 \1/2
+4g213 14, \\1,, +4 o213 Vv, I§} + 18, 02 *2(‘2%‘)
I Svl “.;f ‘VB“?J é-ﬁﬂv‘-i “;ﬁ n ¥ “’V"‘ (pk2 +2k12(2d'2 d”))-c»
AL 2,. +lvy 12 (pr2(2e 2 lﬁ—;)+2kL§(2 82 %n faT{)*
4
+ T-Ellvlﬂ 2 . "12 v, | 21, mit k2 i=l-egm+ € 2 %2 .=
P

- 2
= 1-d'my*+ d Mg.
Weiter gilt
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.oy 2 . w2 2
k | & Kywy+ivy “v*z +p e Kwite mzwl,\\,,{ +lwg i FR-
2

xd . € 4"L2(1+G )zp2
2 Y4 1 2
Z i "2“'1/2 + kl "2‘1!'5 +(2kgA - = ) 1 w2“%2+
pe?

+

2 1y pe 12 ; 2 2,
“wlllvl +p(1- 2) “"1“'0’*‘1 +2ped "1"3{’.1 + lw3ﬂ‘£
Somit ergibt sich die Abschitzung

2 4.2 2.2

ko e M7(1+8)p

— AW, 12, + kU 0k + (2koA - 1 Y hwok2, +
2 2V, 275 2% o2 R

P€.2
+

I wlnz,,l +p(1-2) uvvluﬁ,,‘l +2epA hwlf +liwidf 2

&0y 0% (g 21520 e TG Wi e + Wv3iE pifi2e®s

p£2 TLz
+ l.%)n - vl“%’l +(2k15 (20 %+ %H R RN
2
. %}2}_ hogtg, -
Wehlen wir etwa p = -—-z-%g-ﬁ , k 80 klein und 6 und A
so gross, dass A = ﬁ:;3’3§(1+6) ’ 2;3"52m Li(252+ ih
+2xk13(20 %+ iffz-) +g‘i<1, K2+ ﬁi‘l_k_l_‘g.(zd»z . gg) eVl

so ist U strikt kontraktiv.
my 5 m, ) ]
Satz 2. Fir 0<e< —=x , 0= d< —55 konvergiert die
2M 2M
1 2
durch die Vorschrift
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g(Klv]1_+Rv;)+\'1i= 6;'1- eA(w'ri'l,v;"]‘H ey

L oi eicl o1 eicl diel
d'K2v$+v3é= V; -d'B(vi l,vé ,v:3L )+ oL,

(28) . . v s
v3= ’é’v]l_ 1+f0 E(vg 1(s),s,t)ds

vi(o)zvlo, v;(0)=v20, [vg,vg,vg le ’Wlx 'wz.»«i beliebig

bestimmte Folge ([vi,vé,vi])izl im Raum 'ﬂ)’lx sz;ﬁ gegen
die L3sung [vl,vz,v3j von (2).
Beweis: Die Behauptung des Satzes folgt unmittelbar

aus Lemma 4 und den Fixpunktsatz von Banach.

Bemerkung 2. Kombinieren wir das Iterationsverfahren
(28) mit dem Galerkinverfahren , 80 entsteht das sogenannte
Projektions-Iterationsverfahren, dessen Konvergenz 8hnlich

wie in [4] gezeigt werden kann,
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