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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

22 tZ (1981) 

TOПQЛOГИЯ ßBCKOHEЧHOЙ CИMMETPИЧ.ECKOЙ ГPУШШ И УПЛOTЙBHИЯ 

И . И . ГУPAЖ 

Резюме; Для каждого кардинал» х 2: ̂ 0 построен пример 
топологической группы, которая не топологически изоморфна ни­
какой подгруппе произведения групп псевдохарактера не больше 
* . 

Ключевые слова и фразы; 1^-представимая группа, беско­
нечная симметрическая группа, свободная топологическая группа, 
псевдохарактер. 

Классификация'; 22А09 

Все рассматриваемые топологические группы предполагают­

ся отделимыми. 

Пусть ( X , СГ ) - топологическое пространство и А с X . 

Через у(А9 X) обозначим псевдохарактер подмножества А в 

СХ,<П т . е . 

цг(А,Х)= <тт,^\ А ^ Л и , 11 сТ9 \%\ & ъЪ • 

Если для каждого *х е X , у (•(л?, Х ) ^ г , т о ш пишем г^г(Х)^: 

1= х . Следующие понятия были введены А.В. Архангельским в ра­

боте Ш . 

-̂
#
 Определение. Топологическая группа в называется 

ч? -тонкой, если у (О-) & ъ , и ̂ -представимой, если О* то­

пологически изоморфна подгруппе прямого произведения некото­

рого семейства ^-тонких групп. 
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Обозначим через С класс всех бесконечных кардиналов и 

для каждого ^ 6 С через Т\(^) - класс всех % -представи-

мызе топологических групп. Очевидно, К Ст?) & "К (^) при т? ^ 

~(^?
и ^ = ^ ^ К ( ^ ) : г е С ? - класс всех топологических 

групп. Возникает естественный вопрос: 

Существует ли такой кардинал 1 е С что К (г) = ^И ? 

В частности, 

Существуют ли не У?
0
 -представимые топологические группы? 

Последний вопрос был поставлен в работе Г 1] А.В. Архангель­

ским. Следующие ниже пример и теорема 1 дают исчерпывающие 

ответы на эти вопросы. 

2# Определение. Группа б называется топологически про­

стой, если она не содержит нетривиальных замкнутых нормальных 

делителей. 

Лемма. Пусть В - топологически простая группа и ту (&)> 

2> г • Тогда 6 ф Я (г) • 

Доказательство. Предположим, что группа <т топологичес­

ки иэоморфна некоторой подгруппе произведения Н - П Ч Н : ос е А \ 

топологических групп Н^ таких, что у С Н ) 4 х для каждого 

©С в А.Очевидно, можно считать, что О е Н и зг & = Н. для 

всех индексов ос е А , где черев ^ обозначена проекция 

д.г . \\ — ^ \\ ^ являющая"сяг открытым гомоморфизмом группы Н на 

группу Н ^ • Рассмотрим замкнутые нормальные подгруппы 

зг" (е ) в группе Н , где е , - единица группы Н ^ . в 

сжду топологической простоты группы О возможны два случая? 

1# 1С Се_) г\ б -=- & , для некоторых индексов 

«* « А ., 

2
» -п^ (ъ^4) п & -* -Се.- }

 ?
 где через е

&
 обозна-
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чена единица группы (х. 

Условие 1. не может выполняться для всех индексов ос е А. 

Действительно, тогда бы выполнялось равенство 

О - С з г 4 С е , ) Л & : ос е А ? = & . 

Однако, Г\1аГ? Се ); оо в А 3 - { е
г
 5 . Следовательно, 

существует индекс ос
0
 е А такой, что зг̂  Се^ 1 О б = ̂

е
о-^ * 

Значит проекция <Кс0 - мономорфизм. Из непрерывности 3&, . 

следует, что ^ - уплотнение. Поэтому ^г(О-) ̂  ^
 #
 Получен­

ное противоречие завершает доказательство леммы. 

Итак, если мы построим для каждого кардинала % > -# то­

пологически простую группу 6- псевдохарактера большего т? , 

то О - не х - представимая топологическая группа. 

Пример. Пусть X - бесконечное дискретное пространство. 

Черев 5 С X") обозначим группу биективных отображений г
4
 про­

странства X на себя таких, что I /ыл^Лъ -Г I <* 4-» где 

/ыл^ь ^ = { х б Х ; т ч
С ^ х ) 4

:
с х 1 . 5СХ) называется- бесконечной 

симметрической группой пространства X . Легко видеть, что 

тихоновская: топология произведения 

X 
* ~ Т Н Х : о < е Х ? , где Х̂  -= X для всех чХ е X у 

индуцирует на группе 5 ( X ) групповую топологию. Рассмот­

рим группу 5 С Х ) в этой топологии. Базисными окрестностя­

ми 11 р единицы е в 5>СХ) являются множества вада* 

Цр = а €. 5 СХ); -ГС«х) =-. X при ос € Р , где Р - неко­

торое произвольное конечное подмножество в пространстве XI * 

Покажем, что г^СБСХ)) = 1X1 . Как всегда у(5(Х))^ 

^ | 5 С Х ) 1 ^ I XI . Докажем обратное неравенство. Пусть 

{ ОМ^ : ос 6 А 5 - семейство открытых множеств группы 5 СХ) 

такмх, что Г К 1 6 , : оС в А 5 = {е I . Тогда для каждого оС с А 
1 оС 
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существует конечное подмножество Р с X такое, что Ис с 

с % . Поэтому ГКЦ-- : ос е А] « -Се? и 
об 

Следовательно, 7 Х \ и - { Р \ : о б б А } | - ^ > / # Иэ конечности мно­

жеств Р^ следует, что I А I > 1 X I , т . е . у ( 5 С Х ) ) ^ 1 Х 1 * 

Итак, у С5СХ» - 1X1 . 

Топологическая простота группы 5СХ) следует иэ того, что 

группа 5СХ) содержит лишь одну нетривиальную нормальную 

подгруппу (см. [2.1) - таковой является подгруппа 

АСХ) - 4,-Р с 5 СХЬ \Л*ЛАЦ1, И е 2 2 ? 

четных перестановок. Проверим, что А (X ) - всюду плотная 

подгруппа в 5СХ) . Пусть з е 5 С X) и 5 • Цр - окрест­

ность элемента в в 3 С X) . Выберем такое конечное подмно­

жество Р^ с X , что ъллл^лъ ъ с Р. я 5 • Ир с 5 Ц р . Эле­

мент 5 представляется произведением транспозиций 5^9л, . , . ; 5р , 

для некоторого Л € N . Если X е !2 I . то все доказано. 

Пусть Л ф 2. Ж (Под транспозицией мы понимаем такой элемент 

•Р с 5 С X ) ? что \ыхЩь -г* I = 2 )• Пусть з ^ ^ такая транс­

позиция, что С/хллрА^ &1+4 } с * ч ^л • Тогда элемент 

5 € 5 С X ) ? определяемый ё =- 5 1 о 5 2 о ..« о $^ ° &1+4 ПРИ~ 

надлежит подгруппе А С Х ) . Однако, 5 € б* И г с з • Ц р • 

Поэтому 5 ^ з - Ц р П А С Х ) * Так как в любой окрестнос­

ти Ц элемента в содержите** окрестность вида в * Цр при 

соответствующем выборе конечного подмножества Р с X 7 то 

АСХ) всюду плотная подгруппа в в СХ) . Итак, если I X I ^ "С* 

то группа 5СХ) не ^ - представима. 

Теорема 1. Топологическая группа & % - представима 

тогда и только тогда, когда в каждой окрестности Ц единиц» 
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группы ^ содержится замкнутый нормальный делитель Ж такой, 

ЧТО ЦТ ( Ж, & ) 4 х . 

Доказательстве Необходимость. Очевидно, можно считать, 

что & - подгруппа произведения I* = Г\{ ^ : ос е А I ? где 

у С 6^) ^ т для всех ос € А . 

Существует стандартная окрестность И/ единицы такая, что 

ш е е И/ Л & с Ц . Подгруппа 

Н в * % * * - * ^ 1 ~ ГНС}, : /3 е А\-Ц,..., ч } { 

замкнута и нормальна в Ь • Ясно также, что у ( Н ., Ь ) ^ 'сг . 

Значит, Н П О замкнутая нормальная подгруппа в & 9 

Н П б с ^ П б и ( Н П & , & ) ^ ^ . 

Достаточность доказана в ([1], Предложение 1). 

Теорема доказана* 

Заметим, что в силу Леммы, если (? - топологически про­

стая группа ит|г(Сг)->^ то О- не уплотняется тополо­

гически изоморфно на _#
о
 - представимую топологическую груп­

пу. Однако, если РСХ) - свободная топологическая группа 

[3 3 пространств» X , то справедлива 

Теорема 2. Для любого вполне регулярного пространства 

X группа
 р (

 X) изоморфно уплотняется на подгруппу про­

изведения некоторого семейства групп со счетной базой. 

Доказательство• Обозначим через $ семейство всех не* 

прерывных функций на пространстве X . Если -Г е ^ , то о-

пределяем К ^ - = 1 - Р ( * ) : х е Х $ ^ [ г \ . Известно [33, 

что если >̂ - метрика на пространстве ( X ? <р )
 ?
 то ее можно 

продолжить до метрики о̂ на всей свободной группе РСХ) так, 

что Р I у = <& и вес пространства ( р ( Л ) # ) не пре-
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восходят веса С X , <р ^ . -Обовначнм через Р*> ^ ™? ' сво-

бодиуж группу пространства (Кг с, топологией, индуцированной 

метрикой й • Поскольку всякая непрерывная функция •€• X ~~> К 

продолжаете* до непрерывного гомоморфизма -? ' Р ^ X) —> Р СК*/, , 

то рассмотрим диагональное произведение: 

+;=- Д-Ст*: * в $} , % ; Р С-*) —> ГТ-{ г̂  С 1К )̂ ; * е &} . 

Легко видеть, что ~€0 - алгебраический изоморфизм групп» Р(X) 

на группу т"0 ( Р ( Х ) ) . Определим на Р ( X) индуцирован­

ную из ТИР{р(№р)'?б$У} топологию. Обозначим ее черва 

Т0 • Тогда, очевидно, тождественное отображение <ъ I Р ( X )-> 

—^СР(Х),1Г) непрерывно. Теорема доказана. 
г 

Вопрос. Описать класс пространств, свободная топологи­

ческая группа которых #с - представима. 

В заключение автор выражает благодарность профессору А.В. 

Архангельскому за постановку задач и полезные обсуждения а 

также профессору М. Хушеку за внимание к работе. 
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