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COMMEN7ATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITAIIS CAROLINAE 

22,2 (1981) 

DAS EIGENWERTTHEOREM VON KRASNOSELSKi FÜR 
Ic-KONDENSIERENDE ABBILDUNGEN 

T. JEROFSKY 

Abstract: We give an affirmative answer to an open que-
stion in the^theory of k-set contractions by showing that 
Krasnoselski 's wellknown eigenvalue theorem for positive com 
pact mappings admits a natural generalization for k-set con­
tractions without any additional assumptions on the under­
lying cone. 

Key words: k-set contraction, cone, eigenvalue. 

Classification: 47H10 

Einleitung« Folgender Eigenwertsatz für kompakte Ab­

bildungen hat sich in der nichtlinearen Analysis als sehr 

nützlich erwiesen. 

Satz von Krasnoselski [83. Seien E ein Banachraum, G c B 

ein abgeschlossener Kegel, V c E eine beschränkte Nuliumgebung 

und F:G n 8V—-> F eine kompakte Abbildung mit 

(HQ) es gibt ein a^>o, so dass \\ Fx. \\ > a(x£ G n d V ) . 

Dann hat F einen Eigenwert. 

Dieser Satz erweitert für positive Abbildungen den Gül­

tigkeitsbereich des klassischen Birkhoff-Kellogg-Theorems 

11), da E insbesondere auch endlichdimensional sein darf. Er 

ist für kompakte Abbildungen in verschiedenen Richtungen 

verallgemeinert worden (vgl. L103,C53). Im Gegensatz zu vie­

len Fixpunktaussagen behält der Satz von Krasnoselski be-

- 413 -



kanntlich seine Gttltigkeit nicht, wenn statt der Kompaktheit 

von F nur gefordert wird, dass F fttr ein k e(Ofl) k-konden-

sierend ist. Ein diesbezügliches Gegenbeispiel von Martelli 

tll] (vgr. Bemerkung 3) ftthrt auf folgendes 

Problem. Seien E ein Banachraum, G c S 

ner Kegel, Vc E die Einheitskugel und 0 : F A dV —> Q eine k-

kondensierende Abbildung mit 

(Hk) es gibt ein a>k f so dass liFxH^ a(x€ Q A 3 V). 

Hat dann F einen Eigenwert? 

Teillösungen dieses Problems wurden in tl41,C4]ft5]ftl2]f 

[6] angegeben. 

In dieser Note lösen wir das Problem endgültig. Wir zei­

gen (Theorem A ) f dass Bedingung (H^) sogar unter bedeutend 

schwächeren Voraussetzungen ttber G und B einen Eigenwert fttr 

F garantiert. Damit wird eine Vermutung von S. Hahn 151 be­

stätigt. 

Der Verfasser möchte Herrn Doz. Dr. S. Hahn (Dresden) 

danken fttr die Anregung zu dieser Arbeit und die Unterstütz­

ung bei ihrer Anfertigung. 

!. Begriffe und Bezeichnungen. Mit X bezeichnen wir im 

folgenden stets einen reellen Banachraum. Fttr M c E bedeuten 

int M, M, dM und coM das Innere, die Absehliessung, den Band 

bzw. die konvexe Halle von M. Ist M beschränkt, so ist ihr 

Kqyatowskisches Nichtkompaktheitsmass ^(M) definiert als das 

Infimum aller e >• 0, fttr die M eine endliche Oberdeckung 

durch Mengen vom Durchmesser £ e besitzt. % hat u.a. feigen­

de Eigenschaften (vgl. £33). FQr beliebige beschränkte Mengen 

M, N, P c B und beliebiges v € S gelten mit M c N die Relationen 
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j£(coM) = jfc(Mu-fyi) « 3, IM) 4?l/U0 und ^(MuP) = max$^(M), 

^(P)K Ferner ist \ (tü> * t ̂ (M) für t£0. 

Seien nun DcE, F:D—> 1 eine stetige Abbildung und k*£0. 

F heisst k-kondensierend. wenn für jede beschränkte Menge Uc D 

auch F(M) beschränkt ist und die Ungleichung j£ (F(M))£ k ̂  (M) 

gilt, k-kondensierend sind z.B. alle Abbildungen der Form F * 

* L • Gf L lipschitastetig mit Konstante k und C kompakt. Nä­

heres über Nichtkompaktheitsmaase und kpndensierende Abbildun­

gen findet man z.B. in C33. 

Eine Nullumgebung (abgekürzt: NU) V c E nennen wir einfach-

berandet. wenn gilt i0,1)Vc int V. Klee beweist in C7], dass 

das Minkowskifunktional p(x):s inf-{& > 0\xe X Vj einer einfach-

berandeten NU V c S auf dem ganzen Raum stetig ist. 

Jede konvexe NU ist einfachberandet. 

Eine konvexe Menge G c B mit [0,oo) G c G heisse ein Keil. 

Alle Halbräume H C l mit Oe dH, alle Teilräume von E und I 

selbst sind demnach Keile. Ein Kegel ist ein Keil, der keine 

Gerade enthält. 

2» Ergebnisse. In diesem Abschnitt diskutieren wir unser 

Hauptergebnis. Den Beweis geben wir in Abschnitt 3. 

^» Theorem. Seien G B ein abgeschlossene er Keil, der 

nicht mit einem endlichdimensionalen Teilraum zusammenfällt, 

V c S eine einfachberandete beschränkte NU und kSO. Seit T:G C 

n 3V—> G eine k-kondenaierende Abbildung mit 

(AT) es gibt ein a>k, so dass Tx^aV ( x c F n d V ) . 

Dann existieren ein &^>a und ein x„c G n d V mit TxÄ * £Lx # 
o o o o o 

B« Folgerung. Seien G und V wie in Theorem A. Dann hat 
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jede k-kondensierende Selbstabbildung von Q n 3 v einen Fix-

pvrnk t. 

Beweis* T genügt mit böliebi^em ae(k,l) den Voraussetz­

ungen von Theorem A* Aus ^0^0
 = £*0 folgt Jl = 1, da V ein-

fachberander ist. Q»e.d. 

Insbesondere hat also jede k~kondensierence Abbildung 

F: 3V —:> 3 V mit k< t eine Fixpunkt, wenn V eine einfachberan-

dete beschrankte NU eines unendlichdimensionalen Banachraumes 

ist. 

Bemerkungen. 1. Im kompakten Fall (k = 0) ist Bedingung 

(A!) Äquivalent zu (HQ) und Theorem A geht aber in die bekann­

ten Satze von Birkhoff-Kellogg und Krasnoselski. 

2. Theorem A veracharft (für punktwertige Abbildungen) 

Aussagen aus Arbeiten folgender Autoren, die alle(bis auf [121) 

den Fall V » B(0,r) behandeln. Bei Fitzpatrick und Petryshyn 

[4, Theorem 23 und Hahn [5, Folgerungen 5 und 6, Satz 53 muss 

T jeweils auf ganz GnV Bedingungen erfüllen, die für x£Gr\ 3V 

mindestens so viel fordern wie (AI). Massabo und Stuart [12, 

Theorem 13 und Jerofaky E6, Folgerung 12.] setzen voraus, das» 

G ein normaler Kegel ist mit \\ x + y 1 £ (h max -01x11, II yij (x,y € 

€ G) und dass T folgender Bedingung genügt: 

(A2) es gibt ain a>~, 8 0 d a ö S T X ^ Ä V (xeG n 3V) 
p 

(in [12] darf V eine beliebige beschrankte NU sein; in diesem 

allgemeinen Fall ist jedoch die Forderung an T scharfer als 

(A2)). Offenbar ist (A2) nur für ß = I zur sonst schwächeren 

Bedingung (AI) äquivalent. Mit der gleichen Normalitatsforde-

rung an G arbeiten auch weitere Satze aus [143, L43 und C 53 f 

wobei hier die Voraussetzungen über T noch einschränkender 
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sind als (A2). 

3. Ist V die Einheitskugel von E, so ist. (ä!) offenbar 

Äquivalent zur Bedingung (H^) aus der «Einleitung. Folgende 

Modifikation eines Beispiels von Martelli £11] zeigt, daso 

Theorem A seine Gültigkeit verliert, wenn diese Bedingung er­

setzt wird durch die schwächere Forderung 

(H./} ÜTxil > k (xeG n 8 V ) . 

Seien Z der Banachraum aller reellen Polgen (xt,x?,,.,) mit 

der Norm H x ll == ^^ I x^l, V:=- { x€ E | tl x II £ li und sei G der 

abgeschlossene Kegel Q:-i* e Z |xn^*0 (51)1. Die Abbildung 

L:GrvdV—> G, (x1fx^,...) —-> k(0,xt,x2,...) hat offenbar ftir 

kein k.>0 einen Eigenwert. Polglich ist die Funktion x H* d(x): 

:« ̂  dist (LK,tO,«%> )x) ftir alle x e G n 8v positiv. Man Ober-

prtift leicht, dass diese Funktion auch stetig ist. Wir fixie­

ren nun beliebiges geG r\ 3V, setzen Cx:= d(x)g (xeGn 8V) 

und betrachten die Abbildung T:= L + C von G n dV in G. T ist 

k-kondensierend, denn L ist lipschitzstetig mit Konstante k 

und C ist kompakt. Wegen H Txfl * II LxÜ + \\ Cxli = k + d(x)^ k 

(die Norm ist additiv auf Gt) gentigt T der Bedingung (Hp, hat 

aber nach Konstruktion keinen Eigenwert. 

4.Folgerung B enthält einen Fixpunktsatz von Nussbaum £13J 

(G = E, V die Einheitskugel), aus dem Hahn [5.1 mit einfachen 

Überlegungen den entsprechenden Spezialfall von Itheorem A ab­

leitet. Mit den gleichen Überlegungen kann man Theorem A aus 

Folgerung B ableiten. 

5. Die von Reinermann C15] (ftir den Fall G » E, V « 

s B(O fO) gestellte Frage, ob Folgerung B gtiltig bleibt, wenn 

417 



T lediglich kondensierend (vgl# C3l) ist, bleibt offen. 

6. Mittels Lemma 5 der Arbeit [21 von Daher wöre ein 

einfacher Beweis von Theorem A möglich. Die Gültigkeit dieses 

Lemmas muss jedoch in Frage gestellt werden, da der Beweis 

unseres Erachtens inkorrekt ist. 

3. Beweis von Theorem A. Grundlage unseres Beweises 

ist folgender asymptotischer Fixpunktsatz, der von Nussbaua 

(in etwas allgemeiner Formulierung) in C133 angegeben wird. 

c» Anmerkung. Seien G e l abgeschlossen und konvex, W c G 

eine (in G) offene Teilmenge und F:W—.> W eine stetige Abbil­

dung. Sie M W ein Attraktor für kompakte Mengen unter F und 

sei V eine offene Umgebung von M in G so dass die Restriktion 

F|v q-kondensierend ist mit q < 1 . Schliesslich existiere eine 

kompakte zusammenziehbare Menge K e J*0 mit M c K c W . Dann hat 

F einen Fixpunkt. 

Dabei heisst M Attraktor für kompakte Mengen unter F, w e m 

M nichtleer und kompakt ist und folgender Bedingung genügt: 

Zu jedem Kompaktum Kc W und jeder Umgebung U von M existiert 

ein Index n = n(K,U), so dass ^ür alle m ^ n gilt lÄ(K)c U. Das 

%mbol $ bezeichnet das Sys/tem aller Teilmengen von E, die 

Vereinigung endlich vieler abgeschlossener konvexer Mengen 

sind. Die Menge Kc E heisst zusammenziehbar, wenn ein stetig« 

Abbildung h:kx£0,13-* K und ein Punkt v € K existieren, se 

dass für alle x C K gilt h(x,0) = x, h(x,1) * v. 

Wir benötigen folgenden übersichtlicheren Spezialfall veti 

Anmerkung C. 

D. Folgerung. Seien G e l abgeschlossen und konvex, W c G 
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offen in ^ und F:W—> W eine q-kondensierende Abbildung mit 

q< t und mit F(W) C W. 

Ferner sei F(W) beschrankt und gelte 

(DT) es existiert kompaktes zusammenziehbares K £ J" 

mit McKcW, wobei M:= f\ F^CW). 
7 <n,Zi <n,Z< 

Dann hat F einen Fixpunkt. 

Beweis. Um Anmerkung C anwenden zu können, müssen wir 

zeigen, dass M Attraktor für kompakte Mengen unter F ist (of-

fenbar ist W ~ V eine Umgebung von M). Kuratowski [9.1 beweist 

folgendes 

Lemma. Ist X*3-L3..# eine Folge abgeschlossener nicht­

leerer Teilmengen von E mit \ (X^) —> 0, so gilt 

*> x c o : = ^ X n + 0 ' k o m p a k t 

b) Zu jeder Umgebung U von X^ existiert ein n € W , so dass 

für m£n gilt \ c U. 

Wir setzen X^:* Fn(W). Dann gilt XjD TL^o . . . und %i\) & 

^q1*"1* 5C(F(WJ)—>0 (beachte Beschranktheit von F(W)). Aus a) 

folgt M * X<3o4
r0> kompakt, b) impliziert, dass M sogar ein At­

traktor für beliebige Teilmengen von W unter F ist. Q.e.d, 

Beim Beweis von Theorem A werden wir nun folgendermassen 

vorgehen. Wir werden zunächst das Eigenwertproblem in ein äqui­

valentes Fixpunktproblem überführen. Auf das letztere werden 

wir Folgerung D anwenden. Dabei wird die einzige Schwierigkeit 

darin bestehen, aine Menge K zu konstruieren, die (D1) genügt. 

Obwohl unsere Konstruktion von K nur elementare geometrische 

und topologische Sachverhalte ausnutzt, ist sie in der Be­

schreibung recht aufwendig. Die Eigenschaften gewisser Hilfs­

abbildungen, von denen wir wiederholt Gebrauch machen werden, 
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fassen wir in einem Lemma zusammen. Da diese Aussagen direkt 

aus den Eigenschaftendes Minkowskifunktionale folgen, lassen 

wir den Beweis weg. 

®* LemiDQ- Seien u€E f U c B eine abgeschlossene konvex« 

Umgebung von u und p das Minkowakifunkti onal der NU U - u. 

Sei R:s4xel)p(x - u) + C?riU. Dann hat die Abbildung gifi^ 

^C0f1]--> Ef definiert durch 

t 
g(xft):= u + (1 - t •* )(x - u) 

p(x - u) 

folgende Eigenschaften. 

(Et) g ist stetig. 

(E2) Für X6R g i l t g(x,0) = x, g{xfV € 3U 

(E3) g ( {x lxC0 f 1 ) * u + Cl, 3 (x - u) » 
p(x - u) 

* (u + C1,ÖD)(X - U ) ) A U ( X £ R ) 

A 

(B4) Für konvexes CcR i s t C:= g(C.xCO,Tl) eine konvexe Men­

ge mit CcC * (u + Ll f£o)(C - u))AU, CcR und g(C^C0 f13) - C. 
A, 

Mit C ist auch C kompakt. 

Beweis von Theorem A. Schritt 1: Zurückführung des Ei­

genwertproblems auf ein äquivalentes Fixpunktproblem. Sei m das 
k Minkowskifunktional von V. Wähle b e ( f , t ) und setze W:=- GNbV, a 

q:= | p . Dann i s t q < t , Q n BV cTl foo )WcW (beachte ro f1)V c 

c int V) und die Abbildung F:W —.> G n avf def iniert durch 

fe:-[m(T(5r.|T))r1T(3r-|T) ( z « l ) 

ist stetig (wegen Beschränktheit von V gilt m(y) * 04-=-̂ y * 0). 

F ist sogar q-kondensierend. Ist nämlich AcW beschrankt, so 

ist m(x)lb (x£A), d.h. m| > €(0,^1 (x£A). Wegen (AI) ist 

o ( T ( r o i " * a ' also Cm(T(5-rpr))3"
1€ (Ofij . Somit gilt 
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F(A)C CO>JlT((0,|DA)cco(CO}u| T(co(iO}u J A))). 

Da T k-kondensiere nl ist, folgt unter Ausnutzung der Eigen­

schaften von % % (P(A))ij k ̂ ( A ) « q%U). 

Offenbar ist jeder Fixpunkt von F ein .Eigenvektor für f 

zu einem Eigenwert A . > a. Wir sind also fertig, wenn wir 

zeigen, dass F einen Fixpunkt hat. Dazu dient uns Folgerung 

D. Offenbar genügen G, W und F en Voraussetzungen von Folge­

rung D, nur die Gültigkeit von (DI) muss noch gezeigt werden. 

Dazu müssen wir kompaktes zusammenziehbares K £ S'0 konstruie­

ren mit M:= Qä Fn(W)cKcW. 

Schritt 2: Konstruktion von K. Da M eine kompakte (vgl. 

Beweis von Folgerung D) Teilmenge von G ndVc E\ bV" ist, exis­

tieren endlich viele abgeschlossene Kugeln Ü . . . . .U' c B\bV mit 
stn, • m 

M c.U.ü.. Für C.:= co(U. r» M)c ü. A Gc W (i * 1...m) gilt folg-
At *"* X X X X 

l i e h M cAJ^ Q±c W. Wähle r:> 0 so , dass Vc B^:* ixe 1 j II xfl# r> 

g i l t . Setze B:=- 2Br und Rj := B \ i O i . Definiere die Abbildung 

g ^ R ^ C O , ! ! — » £ durch 
g . U , t > . = (1 - t + p-fey)x, 

wobei p. das Minkowski funktional von B ist. Nach Lemma S 

(u:*- 0, ü:= B,p:« p^, R:= R.) ist gj stetig und sind die Men­

gen C^:« g) (C^x L 0,11) kompakte konvexe Teilmengen von B mit 

(t) Ctc Ct = gt (6^1:0,11) = U - c o ^ n BCW 

Die letzte Inklusion folgt aus C^c W und Cl,oo)WcW. Die Men-
/m. A 

ge N:« .UA C. wird Bestandteil der zu konstruierenden Menge K 

8 ein. 

Die Menge P:» C3BA l -G)3 \ coN i s t nicht l e e r . Das fo lg t 
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aus der Kompaktheit von coN, falls G ein (unendlichdimensio-

naler!) Teilraum von E ist. Ist G kein Teilraum, so gilt so­

gar Q:=-l.3Bn (-G)J \ G+0, wie man unter Ausnutzung der Tatsa­

che, dass G ein Keil ist, leicht zeigt. Wegen C O N C Q folgt 

dann QcP+0. Wir fixieren nun beliebiges u€P. Nach dem Satz 

von Hahn-Banach existiert ein abgeschlossener Halbraum H c S 

derart, dass uc int E und H Q A CON =- 0. HQ - u ist eine HU, 

deshalb existiert $u, -> 0 derart, dass die beschrankte Menge 

B - u in (*• int (H - u) enthalten ist. Für den Halbraum 

H:-= (I - (j. )u + (U,H gilt dann ueBcimt H. Seien p 2 das Min-

kowskifunktional der NU H - u, R̂ :« ixe l|p2(x - u)4=OioH 

und ĝ -.RgXr 0,1.]-^ B die Abbildung 

g2(xft):- u • (1 • t - p 2U - u )
) ( x " u )' 

Mit U: = H, R:- Hg und p:= p 2 l i e g t wieder die Situation von 

Lemma E vor« Wir zeigen Nc IL« Sei dazu x e NC B. Wir müssen 

zeigen, dass x e H und dass p2(x - u) .>0. Die Halbrfiume H und 

H waren so gewöhlt, dass Bc H und Nn H = 0 . Folglich g i l t 

X£H und X^HQ* Letzteres ergibt x - u# EQ - u =- i (H - u) und 

somit P>>(x - u)£~> 0. Wir zeigen nun: zu jedem x e OB\-£u£ 

e x i s t i e r t eine abgeschlossene konvexe Umgebung I_c E, so das« 

(2) (u + t f ,a>)> (Lx - u ) n B r = 0 

Dazu se i A : = { x 6 E | x = XI - t )u + ty, t e t O , t l , je B r l . 

A i s t offenbar konvex. Aus der Beschränktheit von Br f o l g t mit 

einem Standardargument, dass A auch abgeschlossen i s t . Ba für 

t e l 0 , t 3 und y € int B s t e t s (1 - t )u + t y e in t B g i l t , haben 

wir A A 3 B » i\*\. Folglich gibt es nach dem Hahn-Banach-töie^r 

rem zu jedem x e 3Px-f™? einen abgeschlossenen Halbraum I^c X 
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mit xeint 1^ und I^nA = flf. Insbesondere gilt u ^ t also 

0^1^ - u und folglich C1 fCoKl^ - u) = 1̂ . - u. Daraus folgt 

die Gültigkeit der Relationen u + EtjöoMl^ - u) s L^$ 

(u •* CTjfloJd^ - u))Aii * 0 und erst recht die Gültigkeit von 

(2). 

Die kompakte Menge N n 3 B wird von endlich vie len solcher 

Mengen Iy • • • ! - überdeckt. Wir bilden die Durchschnitte Ĉ  O 

n L, für a l l e i , k und erhalten so endlich v ie le kompakte 
^ k 

konvexe Mengen. Diese bezeichnen wir mit D . . . . D • Wegen 

N A 8 B c ( 4 5 f C i ) o (JJU, 1^ ) g i l t 

(3) ( I A ^ B )
 c ^ V 7 ^ j 

Ferner genügen alle D.? den Relationen 
J 

(4) (u + Cl foo)(Dj - u ) ) n B r M 

(5) Clf<co)D.n B * D. 
J J 

I n d e r Tat, (4) f o lg t direkt aus (2 ) . In (5) g i l t wegen D-c B 
J 

zunächst die Inklusion D . I s t andererseits y e Cl tco )D .aB f 
J 

d.h. y = oCx mit cc £. 1 und x € D . =- C^nl^ f so i s t wegen (1) 

und oCx£B auch oCxsC.. Da mit x auch oCx in 1^ l i e g t (1^ 
1 ^ k ^ k 

ist ein Halbraum mit 0 # L ) f folgt y<£ D-. Wegen D . c N c a . 
x)j- J J ^ 

A 
sind die Mengen D.; = g2^DjxCo»i:l^ wohldefiniert. Nach (E4) 
ist jedes D. eine kompakte konvexe Menge mit 

J 

(6) D^c Dj « g2(D.xC0f1.1) = (u + Cl,^)(Dj - u)}nHcW 

Die l e t z t e Inklusion fo lg t aus G\WcB^ und (4) und der Gül­

t igke i t von u + t (x - u) s (t - T)(-u) + tx€CO foo)coGcG 

( t £ t f x c D . ) (beachte ~u€G und D . c G ) . 
J J 
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Ž'1Cx,t).-{ 

Nach (B2) gilt g 2(D^iU)c dE. Folglich ist die Menge 

K 0J» co^vi^j
 n Ö H> C Qn 9 H nicht leer. Wegen G\ WcBcint H 

gilt 0 A dHcW und folglich K0c W. Sei nun K:= (^ C.̂  u 

V (*Û  D.) u KQ. Dann ist K kompakt, K e r0 und Mc Kc W. 

Schritt 3: Nachweis der Zusammenziehbarkeit von K. Wir 

definieren zunächst die stetige Abbildung g.| üCxtO, 11 —* Uf 

gf(xft) für (x,t)eB*ro,l3 

x fttr (x,t)c ( K \ B ) . x [ O f t J 

(beachte g . ( x , t ) = x für xe 8B, t e C 0 , l 3 ) und beweisen, das» 

(7) g /
1 (x f t )cK (xeK f t e t O f t l ) 

POr X € K \ B i s t das klar, ebenso für x c Ĉ  (beachte ( ! ) ) • 

Wegen KQc K \ B bleibt nur der Fall x e D . n B zu untersuchen. 

In diesem Fall i s t wegen (6) x = u + o o ( y - u ) mit y e D.. und 

oo i t . Aus (1) fo lg t g .jtx.t) » ß x mit ß £ 1. Es ge l ten also 

die Ungleichungen t :* 1 + ß (<* - t )g t und ^ ^ 1 . Für 

s : s .££. y g ü t u + ^ U - u J - s u * cc/3y - ^ u «s fi{\x + 

+ oC(y - u)) = / i x und somit 

(8) g t ( x , t ) » u + x ( z * u> 

Daraus fo lg t z = i g 1 ( x , t ) + (1 - ^ ) u e B wegen g 1 ( x f t ) f u c B 

und fZ t . Folglich i s t z c Ct co)yOBc Ct ,oo)D.o B « D . (vgl . 
o J 

(5)). Aus z £ Dz und (8) folgt g . | ( x f t ) e u + Cl foo )(D- - u). Das 

ergibt g^(x9t)e V. wegen g1(xft)€B. Relation (7) ist bewiesen. 
Weiterhin setzen wir K*:» (»W4D.)uKÄ und zeigen 

i -^-^ 0 o ö 

(9) g /
1 (x f t ) eK 1 ( X G K ) 

Für x e K \ B i s t das wieder klar wegen K\BcK.j . Für x e C^ er­

geben (E2) und (1) ^ ( x . t ) e$± n 8 B c K r \ 3 B , fo lg l i ch i s t 
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ibeachte (3)) g|tx,l)cD.cD. für ein j. För x e D j A B 

schliesslich ist ̂ |(x,t) * gj(x,t)€Dj, wie wir beim Beweis 

vo» (7) gezeigt haben. 

Aus ßjCRg (vgl. (M)) und K Qc dHc B ^ folgt K^cHg. Re­

lation (9) zeigt somit, dass für beliebige x e K und teC0f13 

der Punkt (gf (x, 1)-,t) im Definitionsbereich von^ liegt. We­

gen g2(Djx!:o,U) • Dj (vgl. (6)) und g2(y,t) = y (y^K Qf 

c dH ; tcC0,1.1) impliziert (9) ferner 

(10) g2(g'1(x,1),t)cK (x€K, t€C0,1.l) 

Wir f ix ieren nun bel iebiges v e S0 und definieren eine Abbil­

dung h:K><C0,11 —> E durch 

r g t (x ,3t) für xcK, tef .0,J) 

h ( x , t ) : = / g2 (g|(x t1)9 3t - 1) für xsK, teC^ , | ) 

^ (3-3t)g2 (g t (x,1) f1) + (3t-2)v für xeK, t e C | , l l # 

Wegen (7) , (10) und g2(y,1)€>K0 « coKQ i s t h(KK[o,l))cK. Fer­

ner g i l t h(x,0) = x, h(x,1) = v ( x e K ) . Schl iess l ich i s t h 

s t e t i g , d e n n g ^ x , ! ) = g 2 ( g f ( x , 1 ) ,0) (XGK) (vgl . (E2)). 

Somit wird K mitte ls h auf v zusammengezogen. Q.e.d. 
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