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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROUNAE 

22,3 (1961) 

ОВ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ КОНСТРУКТИВНОГО АНАЛОГА ТЕОРЕМЫ К.М. ГАРГА 

О. ДЕМУТ (О. ВШ1ЯН) 

Содержав:не? В статье доказан аналог теоремы К.М» Гарга о 
.производных дмнм для двусторонних нижних и верхних псевдопроиз-
водных 101-равномерно непрерывных конструктивных 103-функций но 
функциям того же типа и области арифметических действительных 
чисел* 

Ключевые слова: Арифметическое действительное число, [01-
конструктмвная функция действительной переменной, производные 
Дини функции по функции, псевдодифференцируемость» 

С1авв1:Г1саиоп: ОЗ.Р65, 26А24 

Утверждения, доказанные в настоящей статье, дополняют ре

зультаты ив [8]. Их можно использовать при изучении вопросов, 

связанных с однозначностью конструктивного интеграла Перрона-

Стилтьеса. 

В следующем мы пользуемся определениями и обозначениями 

из [73 н [83, в частности, переменными, перечисленными в [73» 

Определении использованных основных понятий конструктивного ма

тематического анализа содержатся в [21» 

Определение» Пусть (^ псевдоравномерно непрерывная [0]-

функцмя н X АДЧ. мы определим 

Осяовямм результатом настоящей статьи является следующее 

утверждение (ср. теорему 2 и замечание 4 из С8.1). Соответству

ющее классическое утверждение можно доказать на основании лем

мы 5*1 и теоремы 5.3 из [13, стр. 272-273» 
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Теорема 1. Пусть $ и ^ С03- равномерно непрерывные 

С 03-функции. Тогда существует возрастающая всюду определен

ная С 03-равномерно непрерывная СоЗ- КФДП ^ такая, что 

0^^^^&УХС^])ИЛС+ш,^%С^ЛСХ))&К€9.С9,Х)эО^Х<^& 

Ум^;срсхь ж^зсх)^ л с̂ сз;<9.лх)-0))). 
Замечание 1. Пусть & псевдоравномерно непрерывная С 03-

функция, (^ С 03- равномерно непрерывная С 03-функция и X АДЧ. 

Тогда Ке^0 СУ, X ) => Кед, СЗ; X ), 

ппОт^С^Х) V .Йех^ С^,Х)) о Ке-д-0 СГ X) я 

К^
0
С^

7
X')=^пЭ/т,Vос^ССX-2^е<е^<XVX<с<с^<X4-2^Ь 

тС<Э^СО,зи)«<1,0.>Ссдс1)у %С<^ЗСХ)=<5
?
срСсд^))). 

Легко доказать следующее утверждение. 

Лемма 1. Пусть $ и ($, псевдоравномерно непрерывные С03-

функции и X н У АДЧ такие, что Ъи^0 С(^9 X) & "Ш^ (&?У) * 

тогда к ^ 0 с - ^ , х ) ? рсз;-дзсх) = -ЗН^дзсх) и 

м-з;срсу) ^-5с#;срсуь 
Пример 1« Существуют СОД-равномерно непрерывные С 03-функ

ции <$ и (^ и ЮЗ-ВДЧ V такие, ч т о Т ^ С С ^ ^ & З ) 1%<#1(<&') в 

- - «> &5 с#7<р С^Ь+л^^ 

Замечание 2 . Пусть 1Г и (ф, псевдоравномерно непрерывные 

СОЗ-функцик, X , У , Л 0 н Ъл АДЧ, 20 4 %1 

1) Согласно С83 значение вС<-Г >^,,Х,У) определено 

только в том случае, если 

(1) %с^зсу)*%сз'зсх)^с^сдзсу)-*<9^сд.зсх) 

неверно» Если (1) верно, то мы будем считать, что выражения 
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являются верными суждениями (ср. замечание 1 не [ 8 3 ) . 

2) В следующем мы будем пользоваться тем, что двойное 

отрицание можно с равенства и неравенства снять ( [ 2 3 , стр. 

3?) и что - очевидно - 0 < Х< А э 3) С ^ Д , 3 С Х Ь ^ Ш СХ) & 

3) [3> ^ ЗСХ)~3 С Г 3 СХ) ( [ 7 3 ) . 

Замечание 3 . Пусть & и (^ Г 03-равномерно непрерыв

ные [О]-функции, Си л & рациональный сегмент, ф А Яг Я 

с О V 1 , и --<! НЧ. Мы можем беа ограничения общности предпо

ложить, что ? 1 (1 ЮЗ-функции типа В (см. С 8 3 ) . 

Мы обозначим посредством $> > ^ > % > <р̂  » 9г> > ^} ' % х 

^ [ 03-равномерно непрерывные [03-функции типа В такие, 

что д> * $+ (Л + А) * (^.} для любого НЧ -I , 0 ^ ^ ^ 4 > ^ 

линейна на сегментах О л О / и .& л 4 , дь сО) .=- С-'/)4' -

• ( < 1 , С - ^ Л 9 > С 0 д ^ ) - 4 ) , 9^И)=СИЛС<%С-//Д о ^ С О д ' О Н ) 

и для всякого СОЗ-КДЧ х выполнено 

•гЧх ) = мих& (а, ПГШГУС* } НУ» *) 

( х Ш Л е с и д ^ 9 ^ * С ^ 

(^Сл с м )*С-4)^<5,СИ) г -с^>Со-А^10( | : ( и )) и 

# С * С М ) » 9 4 с ^ с о л ) - ( Л - М Ь ^ С * ^ . 

Пусть $0 (соотв. ^ ) возрастающая (соотв. убывающая) 

всюду определенная [03-КФДП типа В линейная на сегменте Ои , 

где й-жт^ХОл^-^А (<5,9>>С0д А) + А ) , и отобража

ющая его на сегмент 0 л А . Мы определим -с -^ I & I .. 

Существует С0.1-КФДП типа А (см. 183 ) у такая, что 

^сЪнлС+со7у^Сс))кУс<1^Сс<(1 & 0 * ^ <М э 

Т ^ С + о ^ С - ' П ^ К в ^ 
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1) Исходя от парк ̂  , 9 > **- построим согласво тео

реме 1 не 18Л ЦОЗ-КФДП типа Л Ж $ обладающую описаннмми там 

свойствами. 

Пусть -и НЧ, 0 4* Ь ± А . 

Мм напомним, что * обовначает операцию суперповиции. 

Пусть 

$, ^ — — — - — I сзе* <&- эе * 9. (оы-4)* к) • 

Тогда ф^СО)- 0 & <§,* 61) - 4 , ф^ воерастающая ва 0 д А 10^-

равномерво непрерывная: [03-функция в, следовательно, мш можем 

бее ограничения общности предположить, что $• ЮЗ-функция, 

типа В. Мм напомним, что С§ г)~ I ОД-функция обратная к ф- -

Исходя от ^нфувкцвв д\ * С$«Г1 , ** постровм сог

ласно теореме 3 ие 173 Г.03-ШШ типа А у* > для которой вн-

полнено 

(2) УХС^%*С$4Г1ЛС$ХШ)~ ОэЯ к л С+^,у 4 ,%СХ))) . 

Мм определим у ^ ^ • Су + ур + ^ ) . Тогда у С ОД — 

КФДП твпа А, Ус \ л С+оо, г , #Че )) и, следовательво, 

УХСпЗК АС+со,у,УСХ)) э К в ^ С ^ Х ) ) 

Пусть т, НЧ и 4г ИпиЛ-КДЧ, для которого выполнено 

* (3) п\^С+со,у,$(<*)) 

в 
сикъ <ЯгЬ У Х ( Х е о , д ^ э - ^ в С ^ , . 1 г , Х ) ) & 

.МС^ЛОи-) « - аз &5С 9 ^ , ^ К ^ ) .* + *> . 

Тогда, хав мм покажем, имеет место 

(б) & к л С 0 , У | ^ , * ' ) * 

а) Ввиду (4) для всяхого АДЧ X м и А ^ верво 

- 610 -



.1 ^ 6 С<у, С ?̂ от, X > *» следовательно, 0 4 О (^-.у,^, Х)4= 

^ ^ С ^ С Х Э ^ С о г ) - С ^ ( Х ) = ^ С 1 г ) & 3 / С Х ) = •З'Слг») & 

&Сс^,СХ) = <^</1г) з <усХ) г <$> С^>> -

б) На основании (3), а) и свойств [О^-КФДПу мы полу

чаем 

-13сСс€-с->Л-&&.9 Сс) = д>(1гУ) &. п Зсс1 (си^с<с1 <•= Ь& 
(6) 

С 9 ( ^ ) = <1?9>Сслс1)у'9> Сп̂ )=-= < 5 , $ > Х с л зО)) . 

Итак, ^ ( ^ ^ [т^-КДЧ, 

(7) п (<$>(«,)-= срСпг)) & "Кг^Ссуо^) 

и осуществимо 1сгъ1 -ВДЧ ^р такое, что 

, ч с^<^---/г^&ф(^) = фСпг)&\/ХСа^Х-<а?з 

(8) ^ 

0-< Сс^Со?) - д>СХ))« С9СПГ)- су Со.))) . 

Пусть -и НЧ, для которого выполнено 

(9) 0 4-1 4 4 & 0 -с С-'!)1 '- С с у С ^ ) - ^ ^ » • 

Тогда согласно (8),(6) и а) верно 

(10) 9 * ^ } = 9 № ) = * С Ч Н ^ ЙР>« О* ЙР> « <д.0гг) & 

$•«?>« ЗЧя?)« Убг) &1*1с*(С-4>*- с р ^ . , ^ ) 
и - тем более -

(11) ^ Ц ^ , ^ ) -

Легко доказать, что для всякого АДЧ X , си & X < пг , вер

но 

(13) 3 ^ 0 У 1 С ^ 4 У 0 4 Х 8 , а 4 У ^ Х & 9 г С Х ) = ^СУ 0 )==уСУ^)^ 

й 1 сх)-^сх 1 )-^су 1 ) ) 

и, следовательно, ввиду а ) , ( ю ) и свойств С01-функций 9 * * 

Чи-г, имеет место 0-*= в ( С ^ ср, у Х ) * Ь 

Мм допустим, что р к . л С+ ею, Эе , <у ̂  ; ) • Т о г д а соглас-
н о (Ю) 3 ) к л О до, 96^ 9 4 ( / ^ ) ) * ввиду (11) выполнено 
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*е^сэе*<^ ; ^>о-[^ 

= 0^РС%>^9^3С^)^5с^/аЕж9.г^^^ ^ ° "» сл*Д°вате*ь-
но, 

Из (13) непосредственно следует ЗГ С #-;* С§. Г ^ С$^ й г ) ) * 0 -

что ввиду ( 3 ) , ( 1 0 ) и (2) неверно. 

Итак, мы доказали -г У>нл(+оо9 36;ср Счг)) . Но тогда мы на 

основании ( 7 ) , а) и свойств [0.1-КФДП Ш получаем 

(14) 0 *. I) С§,, ?Л Спг) * 3) С с ^ З С п г ) ^ * * 

Ясно, что 1>С9 ; <уЗСпг)г-3)С^ ) 9-*С'гг)=-4 и, таким об

разом, ^1^^2Спг)^Ъ1^ср1С^)=^(г^4)'Ъ1(^?^ЗСпг) * 

Допустив, что ~? (]>№7о?1 (пг) -= 0 ) , мы согласно за

мечанию 1 и лемме 1 ив С 8.3 получаем I) С<^>З
гЗ(1г) = 5 Г ( ^ ; ^ С 1 г ) ? 

что противоречит ( 4 ) . 

Таким образом, верно 12.С^ <уЛСог) = 0 и, следовательно, 

0<1>ГС^ ;9 3 Саг) и ввиду (14) и леммы 1 из [83 выполнено 

Щ(&г)Ъ$1Ф,§Хк)=31%<р{лг) = 0 , т.е. (5), что и требо

валось докаэать. 

2) Пусть Л ~0 > 

Пусть V НЧ, 0 *!>*-= 4 . 

Для всякого НЧ ть ыы построим согласно лемме 4 из [ 4 ] и 

замечанию 1 из С5] СОД-КДЧ ^г^ м х^ и ЕОД-последователь-

ность неперекрывающихся рациональных сегментов 4 Н. } ^ 

такие, что 3 ? М Н ^ $ " 4 ) к 0 < * ^ ^ 

*, л\* А/ и^'ш\ ~ | и ^ И 9 \ / С05 101Гп±Л01 ЮЛ . л 
-3 С-1) «А (<у̂  у Н ) < / и Г ^ ' » К*, I / <̂ УЛ ^ (0-:л < ^ ± Ъ 

. ЮЛ 101* ,- л ^ А / г ли*'т1Шл со* лСОЛчч 

я^-и Лл«/ч<И) -Дссу^/Ж^ 1̂  з, -х А %, )) , 
и определим иг. ^Ст^-кСор.ЧН^ ^ .3) , мт ^ «г и 
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« 1 ^ ^ ( Ч ^ * Н - * Ц » . Тогда у 0 ^ и у*,** строго 

монотонные на О А 4 [ О]-равномерно непрерывные ПОЗ-функ

ции н мы можем предположить, что они являются Ю1 -функциями 

типа В. 

Польвуясь теоремой 3 из [71 мы построим НОЗ-КФДП типа 

А 96^ , для которой внполнено 

^ Х ( ( п Л ) к л ( + ^ ^ , ^ С Х ) ) з О < Х < 4 & 0 < С » 4 Д Р 1 > ^ Н Х ) - * 

<15> 1 Ч ) 1 . 5 а д Ш ) * ^ С п Э ^ 

0 < Х < 4 * 0 < М - ? * * П ^ З С Х Ь 5 С ^ ^ ^ ^ К Х ) ) ) . 

Следовательно, для всякого НЧ ть имеет место 

С 1 в ) У Х Ь * ! ^ " , ^ , ^ 

0< Х< и » к л с*,д>;* П , * > Л * <?г а ) ) ) -

Мы испольэуем теорему 2 ив -8) и построим, исходя от па

ры 3^ , <р̂  (соотв. от пары 7^ , 2С, ж <р^ ) С0.1-КФДП типа 

А Х | <? (соотв. ЭС̂  /} ) , обладающую описанными там свойствами. 

Пусть Ж ^ | . Су + 5 ё м + # 0 ^ + & 1 0 + ^ 1 ^ | ) , где у 101-
А 

КФДП из начальной части замечания. Я с н о г о 96 Ю1-КФДП типа 

А. 

Пусть яг НЧ, аг 1агЗ~КДЧ т Яь ЯЧ такие, что 

(17) т Б К л ( + о о , Эб/ГСпг)) 

и 

(18) о,<ог<ЬЬ\1Х(Къа,АЬэ\?1Х)-3'(лг)\б2~кт' 1 ^ ( Х ) - д Ы 1 ) . 

Мы определим 

(19) иг ^ 0 С с | ( 1 г ) ) 

и заметим, что фСчг) и -к,»- С/пЛ-КДЧ, 

(20) /и-* 1 - Сс?(пг) - < 1 ; ? ) ( 0 А 4 ) + 4 ) 
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и, следовательно, 0 -с /кГ < 4 я -кг зависит только от ^ , 

СА̂  и от* • 

а) Ввиду (18) для всякого АДЧ X иа ои л Л- выполнено 

4-2-*" 4 -* 0 (<у&9пг,Х) 6 4 + 1~к~*ВсС<рСХ) = (+Спг)&фСХ) = 

~ <$(-*)) 2к С^дХ) = 9 с Ч ^ ^ ЗЧХ)--- Ж*г)). 

б) На основании (17), а) и свойств [03-КФДП у верно 

(6) к (7) и осуществимо 1<пЗ -НДЧ лг такое, что (б). 

Пусть -г> НЧ, для которого выполнено (9). 

Тогда согласно (8),(6) и а) верно (10). 

Для всякого АДЧ X , си 4 X -< ЧР , верно (12) и, следо

вательно, ввиду а),(10) и свойств [0}-функций др̂  и ^ имеет 

место ч ~ г М _ е 1 < у 4 , ^ ^ Х ^ 

Ввиду етого, (10),(17) и свойств 0̂]-КФДII Ж и Н% 0 выполне

но 

4ьГ*&-1СВ С^,у 4 ЗСгг)«0) * 

Мы допустим, что 3)КщЬ С+со79в^} у>^ (пг)) . Тогда 

что ввиду (10),(17) и свойств 0̂3-КФДП 26 и Н^ ^ невовможно. 

Итак, верно 

(22) - > ^ Л 6 + « > , ^ , ^ ^ ) ) 

н тогда согласно (15) имеет место 0 -< С— 4) -2) <̂3̂ •̂  Сот ) « 

С-4) -* 2> С д>̂  Л С;1?>) . Таким об рае ом, ввиду монотонности ГОЛ-функ

ции <р^ не может не существовать НЧ <ъь , для которого выпол

нено 

(23) пЭрСтг е Н*'Ш ') . 

Пусть ть НЧ такое, что (23). 

Тогда мм на основании (10) я (19) получаем <р^(ф)**<р(1г) 9 
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я ввиду (22), (16), (21) и 1лгел/ (С- А ) * • ж- , «г ) верно 

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ т ^ ^ ^ У ^ ^ ^ ^ ^ З СО = 0> . 

Следовательно, согласно лемме 1 иа С83выполнено 

(25) 

Таким обравом, из (17) и (18) следует, что для 1<п2 -КДЧ 

1*г , где (20), не могут не существовать НЧ -*> и *т, , для ко

торых верно 0 ̂  г- *= 4
 ?
 С24) и (25). 

Замечание 4. Пусть "*^ь,3!^
3 ^ 03-последовательность 

С03-равномерно непрерывных СО]-функций. Для всяких НЧ ̂  и ц, 

мы используем теорему 3 ив 171 и построим, исходя от [ОЛ-функ

ции лицу* С ^
?
 ^ ) , СОЭ-КФДЛ типа А 26.^,^ , обладающую 

/\ 
описанными там свойствами. Существует [03-КФДП типа А V та-

•ч «? оо А 

кая, что СУ * ^
0
 ^

0
 рг^ГТ-Г- ' *>^% . Мы получаем 

***Х(п1)
к д
(+«>Д<^ & 

ЬС^]сХ) = 5[^1СХ)А1[^1КХ)-1)[^1СХ)э 

м^кх^р^зоо). 

Лемма 2. (Ср. [1], стр. 273.) Пусть & и (^ [ О-равно-

мерно непрерывные [01-функции. Тогда существует возрастающая 

всюду определенная I03-равномерно непрерывная [Оц-КФДП "3 та

кая, чтоО^Э^&УХСЗ^СО^Л^ 

Доказательство. Пусть 

Г^1С<1,9
,
-Г^>С0Д1)^^)А(<5,3

:
'-4-^>10А>1К^)1

; >
 а <а,г*^ Ъ™* 

пересчет всех рациональных сегментов, содержащихся в О V А • 

Для всякого НЧ "Ь мы используем часть 2 замечания 3 и постро-
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им, исходя от пары $ , (^ , сегмента а^ Л Лг± ж НЧ О, 

101- КФДП типа А 96^ и для всяких НЧ 1/ и л п , 0 *= 1 ^ ч , 

НО)-функцию типа В "ЗГ. * у!" _ . обладающие описанными 

там свойствами. Пусть **,3^31 с О ".-последовательность 101-

равномерно непрерывных Е01-функций типа В, обрадованная Под

функциями 5^ '* VI -т 7 где ^ » ** * т НЧ, О -ь ^ -Ь 4 . 
А 

Пусть 71 101 -КФДП типа А, построенная для втой последова

тельности согласно замечанию 4. 

Мы построим [01-КФДП типа А 3 такую, что 
А •Ч СО /I хч 

Мы допустим, что т/ АДЧ, для которого верно 

\лС0^\(&^)^\л(^сс^}Щг1Т}Ы)) . Тогда 0 < V < \ . 

Пусть и- ^ ±* С(9|г,[^-гд.Д(пг)- < 1,Т+д>СОд4) + "I) . 

А. 

Иммет место и Т)кЛ О со, 3. ; (% С "^- Спг )) и согласно час

ти 2 замечания 3 выполнено У^е-п Э|» С^-р.^) ** (Р^СТН^-) & 

•ч 

что ввиду свойств 101-КФДП 3 исключено. 

Пример 2» Существуют псевдоравномерно непрерывные Е0..1-

функцни У и (^ такие, что 0 ^ ^ ^ ^ &^ с о а0м5°е О/Из п 3 * ш 

(Ср. С1Л, стр . 274, и теорему 5 ив 1.7].) 

Доказательство теоремы 1* Мы испольвуем лелшу 2 (соотв. 

теорему 1 из 183) и построим, исходя от пары & , с^ (соотв. 

от пары С% э 3* ) С01-КФДП типа А 7 (соотв. 3€ ), обладающую 

описанными там свойствами. Пусть ср 101-КФДП типа А такая, 

что Vс^^
0
Чс<а1.^^

ш
-?Сс)V^

^ : ( > 3
«<С

/
^>(с

Л
 с*) V 
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^ ш = <ь,я>и&сО)эЪклс+со>сргъ
Ш))> 

а \<х,^ & X* о Л^ }| пересчет всех слов типа ? о II
 }
 где 

Р рациональный сегмент, содержащийся в О V 4 } и й НЧ. 

Для всякого НЧ 4; мы испольвуем часть 1 замечания 3 и постро

им, исходя от пары У , (^ (соотв. от пары-3' , С^ ), сегмента 

а^ Д Лг^ *- НЧ Ль , [01-КФДП типа А у^
 0
 (соотв. ̂  ,, ), 

обладающую описанными там свойствами. Для любого НЧ Ь пусть 

ТЧ о
 и
 У* /{ И01-КФДП типа А такие, что У*

 0
 ~ V* о ̂  

^"Су^Сх^.^-^С-/")). 

Существует СОД-КФДП типа А 1- , для которой выполнено 

Пусть тг АДЧ такое, что 

(26) т 1>
кл
 С+ лэ, ̂  , ©/* С Г 3

(
'^

)} &
 ^

 С (
^> ̂  >" 

Тогда ввиду свойств СОЗ-КФДП ср , С/ и ^ и замечания 1 

имеет место 

(27) 0 < л/ < 4 3, Ке^,0 <-?>)*< п ^ г ( ° Д ^ , ^ ) 

и не может не быть верной одна ив следующих двух формул; 

С 2 8 )
 \

Л
< ^

у
. ^ 1 

(29) ЪСС^З* ЭС1г)~- оо & "5 [(^ЗЧСлг) = 1- оо . 

а) Выполнено (28). Тогда согласно (26) и замечанию 1 

и лемме 1 и8 С 81 верно 

оо) -11 с м з ; с^зиг)= - оо&5 с^(^зспг>« + оо V 

2 с г, (̂  Клг ) = 5 с г, д-зслн ач-|СЛ)С^,^з(^)= о» , 

б) Выполнено (29). 

Мы допустим, что 1(^СТ1С^З(лг)= -со^Ъ1^^1{^)^ тсо) . 
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Тогда согласно (26),(2?), лемме 1 ив 181 и лемме 1 имеет 

местол^Э^гС0^^^^^п^)
КЛ
С+со^

^^
,%СС-^)^3

/
^С/^^))& 

^<^<^&УХСХеа
е
д^э-Х^вСС-^Л Э^,^ X» & 

К ф / И ) ^ ^ ) * - ^ 

что ввиду свойств С0.1-КФДП у^ -ь , где "Ь и г НЧ, 0 б | 6 

- 4 , исключено» Итак, опять верно (30). 

Ввиду а),б) и того, что фэрмула (30) начинается двойным 

отрицанием, мы доказали верность (30). 

Теорема 2. Пусть У и <̂- 10] -равномерно непрерывные 

С 0.]-функции» Если существуют НЧ яъ и возрастающая: всюду опре

деленная С /а 3 -КФДП Э€ такая, что ̂ ^ С п ^ е <<Г, Г> СО л 4 ) & 

н1)
кл
С+^,Эе,^Ъэп^ 

ппС^и^с^зсх)- оV ;ь1:̂ ;с^-]сх) - о))), 
то У является постоянной* 

Доказательство. Мы используем теорему 1 и построим, ис

ходя от пары У , С^ , [03-КФДП типа А X , обладающую опи

санными там свойствами. 

Пусть т, НЧ и *Э6 всюду определенная Ет^ -КФДП, т . е . 

С тО -оператор типа С В т ? I) т ) обладающие требуемыми 

свойствами. Тогда существует возрастающая всюду определенная 

1<п1 -КФДП у такая, что Уо^СуС*103)-* Ж(ъш)+ ^ С \ х ш » -

Мы допустим, что < 1 ; * 0 (0 д / 1 ) < < & ? 5 ' > СО&4) . Тогда лег

ко построить Спг.О-КДЧ п^"1-* , для которого выполнено 

п^*1 б < СГ, Г > СО д 4) 8с -л $ ^ С+ «?, у , ^ Ъ 

и, следовательно, т\
Л
С+ а?.,ЭС,̂ ^ ) & 1 Э

к
,
л
 С-г сю Х7 п^"1 ) 

и не может не существовать АДЧ X , для которого верно 

(31) (^(гслсx) = ^ ^ т"\'Ке^сс]. ?x).кп•^сь^1 :;^.^сx)- о V 

Бс<?;срсх)~ 0 ) . 
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Пусть X АДЧ такое, что (31). Тогда ввиду свойств [0.1-

КФДП ̂  имеет место ^ ^ С + л ? ^ , у ^ ) • 

Итак, < 1 ? ^>С0л / 1)= < 5 , З Г > ( 0 А - 1 ) и ^ является, по-

стояшной. 

На основании рассуждений, использованных в замечании 3, 

и леммы 3 И8 [63 можно доказать следующее утверждение (ср. 

замечание 5 ив С?!). Определение ГЦ-чисел и П2-чмсел содер

жится в С 3.1. 

Теорема 3. Пусть -Г и (^ Г 01-равномерно непрерывные 

ГОЛ-функции, X АДЧ, ^ ЩЧ к ?1 П̂ Ч такие, что 

фГЛСХ)*- ^&<%ГсрСХ)= ^ , Тогда 0<Х< 4 & Ке^0 СТ, X) 

и 

1) Ь-ГС^КХ)^- 0^5 'Г^/ГЛСХ) & 

1+Г<^ГЗСХ) ±0 *Ъ+Щ7ТЗ(Х) 

и, следовательно, согласно теореме 1 ив [8_1 и лемме 2 иэ [ 4] 

выполнено -п С1> СС^ТКХ) = - со 2<$ ГС^;гТ.КХ)= + со V 

2) если Я^а^ СС., X ) , то имеет место 

* П А * С | ] Г Г З ; < ^ : К Х ) 1 ; 1ХГ-С^<^КХ)1) -= 

/т^с.дпз^зсхм,11>*гз;$эсх)1) - +«5 
и, следовательно, согласно лемме2 ив С4] и теореме 1 верно 

-пСЬ ГЗ=;(^]СХ)* -л>&5СЗ',(^1СХ) - +л> V 

З К ^ З С Х ) = 7 1%(^1СХ)^\Ь ГЗ^ЗСХ). =- + со) . 

Пример 3* Существуют Г03-равномерно непрерывные 101-

функции ЗГ и С̂  Д13-КЦЧ пг , 0,4 ^ и П̂Ч >1 такие, что 

2"С-Г,%](-!/)=- 1 8с5'СУ,С^]С1г) = + яо & 

Ь П ^ К п г ) - » - с о * ^ ( ' Г ^ 1 ^ ) = 1 



я, следовательно, Ке<^ ( # , от) & 

]Г 1§7?2С«у) -.- О Ь$~ Щ7Я1Ы) * А А 

Ъ+Щ^ЗМ^-соЪЪ+Щ^ЗЫ)*: + со (см. теорему 3 ) , 

Л и т е р а т у р а 
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