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COMMEřfTATЮNES MÄTHEMÄПCAE UNIVERSfTÄTlS CAROLINAE 

24,1 (1983) 

АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ЗНВИВАЛЕНТНОСТЬ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАГЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ЛИНЕЙНЫМ 

АВТОНОМНЫМ ПЕРВЫМ ПРИБЛИЖЕНИЕМ 
Е. В. ВОСКРЕСЕНСКИЙ 

Содержанке? Докаеавн новые теоремы об асимптотической 
эквивалентности систем дифференциальных уравнений! которые 
обобщают известные результаты, относящиеся к етому вопросу» 

Ключевые слова; Асимптотическая еквнвалевтность по Де-
винсону, асимптотическая эквивалентность по Врауеру. 

Классификация; 34.410 

Рассмотрим системы дифференциальных уравнений 

н 

(2) $* «*«.•>, 

где 

с11лп,ха(Шгъ/у>** т.,г\бС(2)
4
)^--'1,2, Э̂ я«[(̂ ,x):̂

0
-6̂ < + оо,.x6 К"1'}, 

^^{(Л^'Л^Х <+ оо ,<$.€. К**}. Эгк системы называются асимптотичес­

ки эквивалентными по Левинсону,если между их решениями х(±) к 

п^(-Ь) можно установить вааимно одноеначное соответствие такое, 

что А т Д х Ш - а^С-Ь)! » 0 , где х(Ь) к /и^ОО - друг другу 

соответствующие решения* 

В работе [1] Левннсоном дается прненак асимптотической 

•квнвакентностк систем, когда гцОЦх)» Ах , где А-Ст-хт.) -
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постоянная матрица и все решения етой системм ограяхчеш* 

Система (2) имеет вид 

(3) 3 ? = [ А . * В С * ) ] ^ , 

где ВИ) - (т, к т)~~ матрица* ВШе СГ"Ь0>+ ее) и / ЧЪ(.-Ь)1Ш< 
*© 

< + со . В атом случае система (2) является линейной и одно» 

родной-

В работе С21 Брауером под асимптотической аквивалент-

моеть» систем дифференциальныж уравнений понимается более им*» 

рокое определение. По Врауеру системм (1) и (2) навиваются 

асимптотически эквивалентными, если между их решениями чожто 

установить соответствие (не обязательно веаммво одиоаяаодое) 

такое, что Лит/ ЕхС*)- п^(Ш я 0
э
 где ж (!>) л ^С^) - друг «дру­

гу соответствующие решения. 

В работе 121 система (1) такая хе, что и у Ле*ххеоя*, см** 

стема (2) имеет вид 

(4) ^-А^С*,*), 

где $е.С(®),&-<а,уУЛ0б±<+<юл/ц,еК',п'}, Ц%^)1^г(Шп^\\ у 

увСП1: +оо), у(-Ь)> 0, / цг(Л)сИ < + со . 
*о 

В «той статье полученм общие прианаки асимптотической ек-

вивалентности систем по Левинсону и Брауеру, когда первая сис­

тема такая хе, а вторая система * нелинейная вида 

(5> а ? в А» + ^«^» 
где 

^^С(в),Э--«^^);^
в
-а^< +оо

э
^бк^*, ̂ й ^ и Я С - * , , . ^ ) . 

Функция Я(-6
)С
с) обладает некоторыми естественными свойст­

вами. На наших теорем вытекают результаты иа работ [1],С22, 
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[53,17]. 

1. Равномерная ограниченность решений. Предварительно 

изучим поведение решений системы (5) при А -» 0 ? 

1 # 1
* Теорема. Пусть интеграл 

(?) а(ос)=г г л с ^ ш 

существует при любом ос е 10.-»-оэ). Тогда любое решение 

п&> ("Ь ; Т
0
 , /

0̂
 ) ограничено при достаточно большом "Ь

0
я "Ь

0
6г̂  ). 

Докааательство. Рассмотрим систему 

(8) <&к = ^С*,
9
(1г11%), 

г д #
 . ,Л т Ч 

^т^о^С1,ц^|-), Цх,| + 0 , g,(Ҷ*.l)--[ 

Т * пронавольное фиксированное положительное число. Ясно, что 

каждое решение системм (8) ограничено. Действительно, 

г**)**^*^(\^(\%(Ъл)1)%(±лШ\ . 

Отсада . 

н%а)1*Ч»а
в
>1 + ̂  1 { ( % ^ 

т
о 

Легко ааметить, что если решение системм (8) ограничено чис­

лом Т , то есть ИяС-ЬИ -* Т, ± г: -Ь0 э то ата вектор-функ­

ция является решением системм (б). Так как при достаточно боль­

шом \ 2 % 1»(\)1 < Т , то 

Ы(1.Ъо^Яо))Ы и&о)1 • ^ А Й ^ Т Ц < Т 

*«;to,* í í6»='*<* .±o. '*<V )> 

33 



где <угСЪ;-Ь0^ п^С-Ь0)) - решение систем» (6), ^С±0)»»С'Ь0). 

Так как Т - произвольное фиксированное положительное 

число, то решении т>С-Ь; ±о , п^0 ) при достаточно большом 

Ч - ̂ о огранкченн. Заметим, что не условий теоремм выте­

кает существование рвшенн^ ^С"Ь; % , ̂  ) при всех-^г!^ • 

1 # 2 #
 Теорема» Если при условиях теоремм 1.1 

а) ^Г+ Л•^-+со,ЛС^,.и, 1)^ЯС^,^с 2), лм^ .^,^СГ0,+ю); 

/̂  \ г А^
4
,со) ,, 

в) функция $,(т
>0
с)-=^ 3(ас) ^ 1 имеет непрернвную част-

ную проиевоАную ^С^,ос) г 0 , то решений сиетемм (6) рав­

номерно ограничены на множестве 5 = -{^:1^1 .4 л } , то есть 

Н^'Л.'Уо*
1 1
* с Ы < + оо,/^

0
б5

>
1

6
г^

>
 1: г: % . 

Докавательство. Предварительно рассмотрим вспомогатель­

ное скалярное дифференциальное уравнение 

(9) $$• « Л « - г )
э
 * * 0 , * г *

0
. 

Покажем, что решения уравнения (9) равномерно ограничены на 

множестве 3^ « {.& : 0 -6 я- ^ л- } при * >\>: ±0 , то есть 

»<*-Д в ,» 0 )-6сС*), * о 6 ^ • 
Рассмотрим функцию 

Не множестве &^.*-Ш,я:); ж0< Л ^ г ^ г ^ ! функция (10) 

удовлетворяет локальному условию Липшица относительно С*-,#) и 

при достаточно большом Ль обладает свояставии; 

•) УС"Ь,;г)—> + со при %—.*> + со равномерно относитель­

но -Ь 2Г*о-э 
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в) V(t9x) á | f ( * ) пpм Z é: K , Ц U) > 0; 

с) Ц ' ( ^ к) 4 0 , где V (~Ь,х) - правая верхняя проиввод-

ная Дням функции V ( ^ , x ) в силу уравнения (9)« 

Свойства а) м в) очевидны. Покажем, что имеет место свой­

ство с )* Действительно, 

/»-Ь сСоС/ л 
так как можно считать, что / -—-"Г ̂  ч • Тогда на основанмм 

л%0 7(ос) 

крятермя Миеохаты-Ямагути [3] решения уравнения (9) равномерно 

ограничены на Вл , то есть % С-Ь; Ъ0 э х 0 ) .6 с С>ъ), 2^ ̂  /&, ^ г: -Ь0 • 

Рассмотрим решения системы ( в ) . Так как 

то 

Цй)У.**а),||мъ|А*(*р), -^:^-=л(^,%(^)),I0^^< + ю. 

Следовательно, решения системы (б) равномерно ограничены на в 

[ 4 ] . Теорема доказана. 

1 # 1 # Следствие. Так как решение уравнения (9)%('Ъ;'ЬОУ%0)& 

-* с ((г) при 1 г ^ , то решения системы (6) определены на мно­

жестве 1±0, + со) -.43 . 

1 # 1 # Замечание. Условие в) можно .заменить менее стесни­

тельным ограничением 

в.) ^ ( ^ о о ^ ) А ^(-Ь^оо%) при любом ± 21 -Ь0 Ш сс^ 6 со . 

Покажем, что при условии в^> справедливо неравенство 

^-(%%)^^т ^(Г*^^ЛСг,х)У^ V<+,&}* 0. 

Действительно, 

У С * , * ) « . - . • .• : 

*"«* w 



+ " N 4 "TfďiďAft.»)) d t ' V , 1 - . Jčc) t. 

Тогда 

и по теореме о среднем 

Следовательно, 

<£»+0 "т«в ' Ï É * ) oҐ 

tиft ( -£**•*$£- - * 0 • J*Л Ci,*) Dfø +ď ЛH,zЛY1 

í-î+o cґ 

VCt,*}* 

-4"^ ^ К ' ^ ^ - ^ ^ С - ^ ^ 4 ^ -

Подобрав -Н таким обраеом, что % г Ли > «
в
 и Г - = ^ > 4 . 

мм будем иметь V(Ъ,*,) * 0 , Итак, условие в) можно еаменить 

условием в^). Заметим, что при внполневии условия в^ 

Г — = ^ т — с & п — > 4 при ̂  —> + оо равномерно относительно с1 • 

Вее условия в) не внтекает ограниченность всех решений 

сиетемн (6). Действительно, для уравнения 

НИ - ^ - * ^ Л , о с ) , 

где 
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ГlяX 2 e t e upit t í t < + « i 1 (̂ + 0 , 

пpи tл£t<+CO. .X » 0 
О 

на множества 25 » и
о
, + аз) х К внполняются все условия 

теоремн 1.2, аа исключением условия в), но уравнение (11) 

имеет неограниченное решение х « ̂  , 

1.2. Замечание... Если Л С̂ сс)-» уС^)«у (ос) , го и» теоре~ 

ш 1*Е внтекае? иавеотчнй результат Винтяера I 53• Заметим, что 

„условие в) для шъого частного случая всегда внполняется. 

1 # 2
' Теорема, .Если .^(с, 0)т

?
 0 , в области Я) решении 

одно дедово определяются начальннми Д&КЙММИ и непрерывно шшш-> 

сят от них, то в условиях теорег* 1.1 состояние равновесии ус­

тойчиво. 

Доказательство т#ср#мм вытекает и» теореын 1.1 и непре~ 

рнвной зависимости решений от начальных данных* 

2. Существование _пределов решений. Следующие две теорем» 

сформулируем в предположении, что внполняются условия теоремн 

1*2. В «том случае все решения системы существуют при "Ь 5: ̂  

и равномерно ограничены на 8 • 

2*
1
» Террена. Каждое решение системн (6) ^ ^ ; ^ , ^ -

0
) 

имеет конечннй предел при Ь —_> 4- сю ь 

.Докаеательство. так как справедливн неравенства 

* 1^ Ч с\><&%-, *0, ъ »иа\ * %юх и , ттл 9 

то интеграл 
Г + 0O , ,, 

Һ * (iлi*0.*MiĄ 

- 3? „ 



абсолютно сходятся. Следовательно, ̂ хть г%>(Ъ\ *6
0>
 /&0 ) -=• дг, ш 

2
-

2
* Теорема. Цусть /#-

0
 е К

01
'. Тогда существует решение 

системы (6), стремящееся к лу0 при Ь —+> + со . 

Докаеательство. Рассмотрим семейство решений{ф.О*; Ь0, ф*0
)5, 

где /^ -фиксированный вектор. Покажем, что ето семейство равно­

мерно ограничено я равностепенно яепрернвно при 11/̂-, И -*- п,. 

Первое вмтекает ка неравенства В^^;^
0
, ̂

0
)В « Я ̂ 11 + 

-ь Г ДЙ
1 >
Т)сй

1
^Т н на теоремм 1.2. 

Прк любых ? г *
0 }
 Т г *Ь

0
 справедливы равенства 

г% 
4™;%,'*ь> = ЧК>+ .!, 

Тогд. 

Ч
(
*. W J - *tf,t.,*ь)l * |^ľлít,,т)вŁt1|. 

Отсюда вмтекает равностепенная непрерывность. Следовательно, 

существует последовательность -И™} , что ^(^1^9^) сходит» 

ся при Ъ* — > + со равномерно по ̂  на каждом конечном ин­

тервале к некоторой вектор-функции пуС-Ь) . Иавестно, что /мД-б) 

в атом случае является решенном сястемм (б). 

Рассмотрим неравенство 

I*<*.•*?,*..- V. И * ^
С
А « , . Т ) ^ . 

Перейдем к пределу в атом неравенстве. Тогда получим 

\\«уШ-ч,о\\ * /^яа^т)^. 
Отсюда вмтекает. что Жяги гц.а) « /и. . 

2 # 1 # Замечание. ПУСТЬ А({,й,м.И)=»у(*)1.<и,11. В атом случае 



справедягао ••равенство 

(13) ц.ц,п«р,[- /*г(*и»]* %(*>'* Ч(%]1<ФЦ т&м*]* 
о 

Следовательно, еслх,Ат/ <^С^ *
0
,фг) * Ч*» » т 0

 1К© * " "Р* 

^-^5 *©> 'Г*) Ф ° • Отсюда вмтекает, что система (в) при 

АН, Ц-П =г у Си 1-̂ Ц ннеет устойчивое состояние равновесна, 

которое не может бнть асимптотически устойчивни. 

3. Теоренн об асмнптотичческой певивалеятности систем 

дифференциальнмг уравнений • Сейчас мм дадим достаточине усхо-

вия асимптотической аквмвалентности сиетеин (б) и еистемм 

(14) - Й - - - 0 . 

З в 1 * Теорема, Система (14) асимптотически •квивалентна 

по Левиисону системе (б), если внполняются следующие условыя: 

1) ^бсса», 9>~[и0>+а>)хКп',цс*,^)11*АС*,Й«^Д), Авссэ,,), 

Э1=Г^,+а?)>сГО,+ а?),АС^оС1)^Аа>оС2) при ^ 6 со2 ж 

у**и0, + а>), Г*а>ла,сс)<и< + оо; 

о 

2) З б б . - ^ А ( * , « с ) е К < + » прк V*е 10,+оо), 1*4^ •=*«>•, 

Л А/Х -ч 

3) функция $(*Ь,ос)«^—уУ< а ^ имеет непрернвную и неотри­

цательную частную пронаводкдо о* С*,ос) ; 

4) Й ^ С ^ ^ ^ - ^ С ^ ^ и А / ^ й ^ ^ ! ) . 1 ^ . 4 ^ 1 , где 

Л^€ С(ф^), А^^сс^А^Цас^) при ос̂  .^ ос2 к 

^ Ч е С ^ + л?), С^Л^СЬ^М < + о? Уосв С0, + со) . 
о 

Докааатедьство• Покажем, что для любого вектора л^е К*
1, 

существует единственное решение систеин (б), стремящееся ж ^ф 

при ^ —> + со . 
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Рассмотрим множество Л всех ограниченных на 1*Ьв,+ ео) 

н непрерывных вектор-функций п^(Ь) . Тогда оператор 

С1б) ^ « - . ^ - О с * . , * ^ » * , , и <̂0и<т- ст>о) 

отображает при достаточно большом \ шар 5= {/̂ .06): 1{^Ш11--:Т| 

в етот же шар: ^ : 5 —> 5 , 3 с И . Действительно, 

1 К ^ Ш 1 А 1 ^ ш 1 + / * * А а п > Т Ш < . 

Так как при достаточно большом "Ь0 /+ А >Л(^1 эТ)си1 <-~- , 

то Ч ^а^(^)^1 ^ Т . Следовательно,. /и,Ш с 5 . Введем в -П. мет­

рику ГО(Л,Л^) по правилу: 

л> Сх,^) я л>^р, 1х(Ь) - Л(,0б)11 . 

Полнота полученного метрического пространства легко проверяется. 

Тогда оператор ^ в 5 является оператором сжатия, так как 

Р а . х Д ^ ) ^^ю\аЛ)гт)сИл.рСхэ^), 

а ^ Х^а 2Т)сЦ^ < 1 при достаточно большом *
0
 . Следо­

вательно, ^ в В имеет единственную неподвижную точку. Пусть 

^г * х . Тогда 

Так как х(~Ь) -'единственное решение системы (6), которое при 

•Ь —>>+ со стремится к пу^ , то между К
па
' и множеством всех 

решений етой системы можно установить вэаимво одноеначное соот­

ветствие 

причем Мпъ х а) » л^
ф
 . Это означает, что системы 

И -2 -- ° 

íř-#«.f) CІІ 
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асимптотически аквивалентны по Лввинеону. Теорема доказана. 

Системы (14) и (6), очевидно, асимптотически эквивалент­

ны по Врауеру, если выполняются следующие условия: 

1) ^е с с»), ци,ц,п*ла,Иу.1\), я в сс^)% 

Щ - Г^>+оо)хСО,+ л>),ЯС^ос1)^ЯС*,ос2) при осл & <ог ш 

V*- е Ет^ + со); 

2 ) СГСос) -Х*°°ла,ос)оИ < + оо при Уос в СО, + со ) , 

/.+*> с1о0 

3) функция $(*,ос)-« Г —.-1 ? ^ <~|* имеет непрернвную я не-
*,., 3 (ос ] " 

отрицательную частную производную ф^С^ос) -

В общем случае справедлива следующая теорема* 

3 # 2 #
 Теорема.Снетемм 

С17)
 -^- - А* 

н 

( 1 8
) ÊgЬ.

 я
 A ^ + ̂ Ct,/^) , -ЁЗ 

си 
где 

1) дйлги л а с16т/ лр=- /п/, А — (т,х т,) • матрица, ^ е С (3)) > 

а = - С С * , ^ ; 1 0 ^ - 6 ^ г < + *>, л^в К^З; 

2) все решения системы (17) ограничены; 

3) Ц С * > ' * ) , | * Я С М ' И ) , Я * ССЭ^, Э , - С*0,+ оо)хГО,+ л>), 

Н^К» согьбзб, ЯС-Ь,ос4) -* ЯС-Ь,осА) при сх̂  ^ ссг ш 
V* б Е* е,+ < » ) , 

4) ф , 
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б) функция ^С^ос)-» X 3(Л) ^*1 "»**'' непрерывную н 

неотрицательную частную пр они водную о' ( ^ ос), 
©С 

асимптотически эквивалентны во Врауеру. 

Дока»ательетво» Можно считать, что 

(19) А « с&ьд, (В,0), 

где Б х 0 соответственно (<р, х ^) I ( р ^ ) -матрицы, 

*|г 4-с̂  = ̂ действительные части собственных значений матрицн 

Б * отрицательны. Действительно, в случае надобности етого 

можно добиться с помощью Ляпуновекнх преобразований 

^ » ц « ) х , 7г>«:^(^)/^^> 

где ^ ( ^ ) * матрица Ляпунова, причем вааимяо одноеначное соот­

ветствие между новыми интегральными кривыми $(-Ь) я %И) ин­

дуцирует взаимно одноеначное соответствие между старыми инте­

гральными кривыми х Ш в Ц* а)§(-Ь) н /ы*(4)«1Г (1)^(1). Кро-

ме того» не предельного соотношения П^С-Ь) - ^(-ь)11---> 0 при 

^ —> .̂ О0 вытекает предельное соотношение 1*~66) -*м- (*)1—* О 

при ^ ->_• + оо # Существование такого ляпуиовского преобрааовання 

дохаеано Н.П. Еругиннм в С6]. 

Покажему что решения системы (18) равномерно ограничены 

на 5 » ^ ! Ц - - ^ ^ 1 . Действнтельно9 так как 

у,съ)ш х ш ^ а 0 ) + /*ш-^) ^сьЛ9^с\))<ич, 
то 

Ц,а)1 -6 сВ«р(*0)1 + с 1*^(^,1^(%)В)^ . 

Здесь Х("Ь) - фундаментальная матрица с не темы (17) (X (*0)« Е), 

II X СЧ.̂ И * е .Тогда В . > ( Ш * * Ш , ^ ^ < + со, где с %(* 0 )И * х 0 , 

— Г 7 — - а с л С ^ г и л ^ с у » # 0 .Следовательно, решения систем* 

(19) равномерно ограничены на 5 1 4 ] . 
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Т.к как 
Ка) - сИоч^Се , Е^) 

является фундаментальной матрицей решений системы ( 1 7 ) . то 

Хп Ш ж ХС*>С^ = «^о^ Се""*'*, 0 ) , 

Х а « ) - Х « ) 3 2 = сОа^ СО, Е ) , 

гдe 
3 , - s d U ^ C E ^ O ) , £ - c í i ^ CO, E%) 

Тогда матрица Кошж представляется в вжде 

к«,г)~ хла~*) + <иау,со,Е%) . 

Известно, что 

8X^(1)11 * ае , сь>0, ^ . * ^ < + о о . 

Запишем систему (18) в интегральной форме 

^.С^)= ХС^-.^)#5^С1;
<>
) -1-^Х.. С^-^>^С^,*^ С1д)с6^ + 

•^Ч»Л>^«1.*Ч>>^. 

где ^ е СО, + со ) - произвольно. Ясно, что несобственный 

интеграл Г** Х
2
 С^- *

ё|
) А Мл % ц, (%Л))4АЛ является сходя-

щжмсяе Отсюда, учитнвая что 

х а а - у ** хс*-*0)х1с^-^>, 

наше интегральное уравнение можно представить в виде 

<̂Г1)-, ХС-Ь-*
е
) [*«.) ^^К^М^ч-^^] + 

•4Ч«-*л<***<*«»««« -"о»'*-*^*-.*".»*, • 
Решенжю /ы,^) системы (18) с иачальннмж условиями -и-С4е) * ^ 

сопоставим решение хСО сжстемн (17) с начальными условиями 
X (±Л т 0( , 

О О * 

(го) *а0)~ъ<4 + Х*"х*<*е-*«Ч<*,.*Ч))«-*1 • 
ч> 

Покажем, что соотношение (20) устанавливает соответствие между 
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решениями такое, что систем» (17) н (18) будут асимптотически 

•квнвалентными но Врауеру. 

Рассмотрим множество И всех ограниченных и непрерывных 

на С1:0>+ оо) вектор-функции л^(-Ь) } 'УГЬП^С-Ь) — т, . Здесь 

ограниченность является равномерной на ка? оы шаре В « 

= {гц,: И/у, II .6 гь \ , то есть 

в^иэ.и^ы, я^ав)1и • 
Рассмотрим оператор 

(21) ^ Ш ~ Х ^ - ^ ^ + . С в Ч " - ^ ^ * - ^ » < Ц " 
+ 00 

гд# 1*« в )1 * •&, 1 Х « - ^ ) 1 ^ с . 

Тогда при достаточно большом *
в
 справедливо неравенство 

И.ЪС\)\\<ъл + с / А(*1эе4)а*1 + с/**ЛЛ-|эс<|)е4* 
х © * 

И ^ ( { ) | -6 с , . 

Следовательно, ^ : & —* й , гда й » ^ ( * ) : 11^Ы1и С!,(*)} . 

Покажем, что оператор 1_ в 0. непрерывен. Пусть <м̂  « 61 к 

при / — • •*• оо <фш(-Ь)—*1ц,и) равномерно ха каждом конечном 

сегменте ха С\,+ до) . Рассмотрим сегмент С"Ь0,Т] . При еа-

данном е > 0 х подберем так, чтобн 

(22) с/*шлс*_с,ы± < -§- • 

•% л4* л л з 

Пусть Ло - настолько большое число, что при I 2 Л0 
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-1«лЛалш%+ с^14«<.ъ(*1»-1(**+<*1>Щ + 
+ с Г/ - ц ал>Чг «л» - 4 (\, ъ (-..»I «-*., 

и на основании неравенств (22) и (23) подучим 

п а ^ ш - а^кш < е 
для "Ь е Ш ^ Т ] , Следовательно.. Ь«^^С"Ъ) —• Ьгу,С-6) я оператор 

I. непрерывен на 01 • 

Покажем, что Ь(00 равномерно ограничено и равностепен­

но непрерывно в каждой точке Ь € ̂ "Ь
ог
.+ оо ) • 

Равномерная ограниченность очевидна* Покажем равностепен­

ную непрерывность в каждой точке ^ е С -Ь
 э
 + со ) . Продифферен­

цируем (21 )• Тогда получим, что 4(\-гц,а,))^ равномерно огра­

ничено при всех 1$ ["Ь
0
,+ оо ] „ Следовательно, ^ С01) - равно­

степенно непрерывно в каждой точке. "Ь е IЪ0, + со ) * Иа получен­

ных результатов вытекает, что для оператора (21) выполняются 

все условия теоремы Шаудера-Тихонова* Следовательно, он имеет 

неподвижную точку в 0, , то есть, существует п^ И) е 0, и 

*,,(*)« Х«--4„)*«в
)+
Х*

х
«:

С
*-*«^

С
*«.^

С
*«

))в1
*«. " 

Ясно, что вектор функция п^(-Ь) - решение системы (18) и равен­

ство (20) устанавливает соответствие между решениями си м 

(17) я (18)» Покажем, что »то соответствие устанавливает асимп­

тотическую еквквалентность атнх систем по Врауеру. Для атого 

достаточно покааать, что 

(24) &/^(-Ь;*
0
,<&,)- ХС*-*

о
).хС*

0
)11-+ 0 при Ь — » + оо . 

Оценим норму их разности. Так как 
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|*е х(*)-ха-*0)хи0), +а>~*(*1*:*ь), 

*(ъ0и *с*в) + Г***г«о-*<Ч««. ч> <% »<**< , 
то ./читкам, что Кщ.(-Ь)\[б сл , получки 

Л ^ ( * ) - л ( * ) 1 <<Г*«Х<«-*<ЛА« 1,о 1,)е1* 1 . 

Следовательно, 

^Ялт» щаьКО- ж(Ш ш 0 . 

Теорема доказана. 

Легко еаметить, что теорема 3*1 внтекает на теоремн 3*2. 

Однако доказательства атих теорем существенно отличаются. Бо­

лее того» доказательство теоремн 3*1 выявляет особме свойства 

решений системы (б). По атой причине случай (6) мм рассмотрели 

отдельно* 

Системы (1?) н (18) будут асимптотически эквивалентными 

по Левинсону, если внполняются условия теоремм 3*2 к некоторме 

дополнительные условия, характериаующие единственность непод­

вижной точки для оператора Ь • 

Справедлива следующая теорема. 

З*
3
* Теорема» Системы (1?) и (18) асимптотически еквнва-

леитнн по Левинсону, если: 

1) -4ессэ), 2 « - с и ^ ъ ^ ^ + оо, ̂ «к
л
ь, 

2) все решевяя системы (1?) ограничена 

з) цс*,^)»-бяс^я^ю, яессэ^, 

Ф-,*^0,+ оо)хГО,+ оо), ЯС̂ оСц) йАС*,всл) прп ^ * оса , 

У(со)~^ Хи$сс)сЦ<+ 00 , / "-ярС*"**» У<*бГ0,+ш), осв г 0; 
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4) функци* $(*,*) т^ — у*— ЫЛЛ имеет непрерывную и 

неотрицательную ча^цу» про наводную % (Ь,сс); 

где Я1вС(Ф1), %*ио9+со)»[0,+со) ,\Ы,ос^)бЛ^(*9<*±) при 

ОС,, А ОС. и Г ^ д , (*,<*• )<&<+ со УоС б [09 + с» ) . 

Докааательстнп. Вновь рассмотрим оператор (21) на множа 

тве Л. которое явдщвтся полным метрическим пространством е 

метрикой 

(25) $>Ц-»*-) « лмр 1**»)-. * Ш 1 ; ^ Й ) , * « ) в Л . 

Оператор I в й является оператором сжатия при достаточно 

большом Ъ0 . Действительно, 

«в) 

О *о 

Не (25) внтекает, что Ь в 0. имеет единственную неподвижную 

точку. Так как выполняются все условия теоремм 3*2, то систе­

мы (17) и (18) асимптотически аквнвалентны по Врауеру. Следо­

вательно, соответствие (20) устанавливаемое между решениями» 

является веаимно одноеначннм, то есть» снстемм (17) и (18) 

асимптотически еквивалентнм по Левинсону. 

Приведем пример, когда системы асимптотически еквнвалея* 

нн по Врауеру. во не асимптотически еквивалентнм по Левинсон: 

Рассмотрим скалярное уравнение 

(27) ^*-10ъи*МНа+, * г ^ , а>еК*. 
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Здась \^(-Ь,^)\ А 40е~П . Отсюда Ха,\\у,Ю * 10 е . 

Пусть «х т е 2 * / ^ . Тогда 

(28) *^~ т -8.x + 0 С * 3 Ь 

Так как состояние равновесия уравнения (28) асимптотически у-

стойчиво, то состояние равновесия уравнения (27) также асимпто­

тически устойчиво* Следовательно, уравнение (2?) асимптотичес-

кх жа аквнвалентно по Левинеону уравнению ~-гг- » 0 т Так как 

адась выполняются все условия теоремы 3*2, то уравнения (271 

к (28) асимптотически эквивалентны по Врауеру. 

Лкма в работа [?] рассматривал вопрос об асимптотической 

аквнвалентности (17) к (18) для случая, когда &(1, И«^Н) -* 

=- -у(-Ь) * фС1^1).0ж в сущности рассматривал лишь аадачу об 

асимптотической аквивалентности систем по Брауеру, хотя в фор* 

мулкровке основной теоремы речь идет об асимптотической эквива­

лентности систем по Лавинеону* 

Такая жа неточность допущена в книга 18} (стр. 230, аадача 23). 

Аналогичные теоремы справедливы для систем 

к 

сзо) - ^ = А^ + ^ л . ^ + ^ с * ) , 

где -̂  С*,/у) *» ввктор-функ«ия» удовлетворяющая условиям тео­

ремы 3*2, ^ (-Ь) - непрерывная вектор-функция на С* 0,+ Я->) -

Приведем пример, когда асимптотическая аквивалентноеть по 

Врауеру следует ив теоремы 3*2 к жа вытекает жа теорем Брвуера 

к Лимы. 

Рассмотрим скалярное уравнение 

48 -



(Э1) -~&- - - ^ , I * * о 1 ф С Я1 . 

Здесь .^(т^/цЛ.* —^Т3*1, • То •стьЛ(*,в^И) « — — ^ — . 

Легко проверить» что асе условия теоремы 3.2 здесь вмполняютс». 

Следовательно, уравнение (31) асимптотически »квивалентно ураа-

нению - у ' = 0 по Брауеру. Более того» так ках 

то (31) асимптотически еквмвалентно по Левинеону уравнению 

~5д* ш О • Ясно, что функцию ХС±, К^Н) вдесь нельая пред­

ставить в вида у С-Ь) ф (1 а^ II), гд« у а) I $ ( 1 ^ 1 ) - удо­

влетворяют условиям теоремм на работы [ 7}• 
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