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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

24,1 (1983) 

К ТЕОРЕМЕ БАЛЦАРА-ФРАНЕКА ОБ ОТОБРАЖЕНИЯХ 
ЭКСТРЕМАЛЬНО НЕСВЯЗНЫХ БИКОМПАКТОВ НА КАНТОРОВ 

ДИСКОНТИНУУМ 
В. В. УСПЕНСКИЙ 

Содержание. Балцар и Франек докаеадн, что любой акстре-
мально несвязный бикомпакт веся <яь иепрернвно отображяетсж 
на канторов дисконтинуум того же веса. Предлагаемая работа 
содержит более короткое доказательство атой теоремн, опираю­
щееся на свойство проективности акстремальио несвязннх биком­
пактов. 

Ключевые слова; Экстремально населений бикомпакт, пол­
ная булева алгебра. 

Классификация; 541-30, 54 6 06» 06110 

Результатом многолетних усилий рааличжмх исследователей 

[1 - 6 ] , [12] явилась следующая еямечятельяяя теорема [ ? ] : 

любой бесконечный акстремальио несениями бикомпякт (сокращен­

но е .н .б . ) веса гт непрернвно отображается ня кянторов дискон­

тинуум 3)" п / • Эквивалентная формулнрояка яя яямхе булевмх яд* 

гебр такова: бесконечная полная булеяа алгебра содержит сяо-

бодную подалгебру той же мощности. Ряссуждеиие я 17} оснояано 

на последовательных перестройках неаевискммх подоемейетя пол­

ных булевых алгебр. Подход, осяояяяямй яя сиетемметяжеекоя. ис­

пользовании свойств е.н.б* я их иепрермяямх отобранеянй, по­

зволяет упростить детали и, как нам кажется, сделать докеве­

тел ьство более прозрачнмм. Вескояечимй е .н .б . X неся гт ня-

знвается корректным [131 , если X иеярериияо отобряжается ня 
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2)'т/ . В настоящей работе теорему Валцара~Франекаг всякий 

бесконечный э . н . б . корректен - мы доказываем, применяя топо­

логические методы. Идеи остаются по существу теми же, что м 

в [ 7 ] ; главное новшество заключаете* в применении утвержде­

ния' Ф5 (см. ниже), вытекающего из утверждения Ф4 о проектив­

ности э.и.в* 

План статьи таков. В § 1 собран ряд известных фактов об 

экстремально несвяэных пространствах. В § 2 мы излагаем, сле­

дуя [ 6 ] и [ 8 ] , основные результаты иэ [ 2 3 ; в частности, про­

изводится редукция теоремы к ее частному случаю, когда э . н . б . 

X является л г - V с-приведенным (определение дается нище), 

и для этого случая теорема доказывается в дополнительном пред­

положении об изолированности кардинала V с ( X ) • Наконец, в 

§ 3 разбирается случай, который до появления работы [ 7 ] служил 

препятствием к окончательному решению вопроса о корректности 

произвольного э . н . б . : X является лг - V с -приведенным, и 

V с Г X ) - предельный кардинал. Оценить красоту и трудность 

этого результата помогает работа [ б^, где одно лишь перечисле­

ние дополнительных предположений об э . н . б . X , каждое иэ ко­

торых обеспечивает корректность бикомпакта X, занимает целую 

страницу. 

Буквы об , (Ъ обозначают ординалы, №, , /т,, с(1 - бесконеч­

ные кардиналы* Полагаем т ^ =. !Е.-{ггъ : ть < ЯсЪ . Через 

&мх> обозначаем компактификацию Стоуна-Чеха дискретного про­

странства мощности (гп . Любой э . н . б . X представим в виде 

дизъюнктной суммы X © Хп , где X,- - замыкание множества 

изолированных точек в X , а Х^ - э . н . б . без изолированных 

точек. При этом Хи либо конечен либо имеет вид X. =/3ляг.По-
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скольку гиг ($атгъ)~№р'(ГГ1)ш плотность дисконтинуума 2) 

равна ть , бикомпакт (Зтп, корректен. Значит, если Х
2
 кор­

ректен, то и X корректен. Это позволяет предполагать в даль­

нейшем все э.н.б. бесконечными и без изолированных точек. 

§ 1. Для э.н.б. X пусть Т^ (X) - совокупность всех 

открыто-замкнутых подмножеств в X , Т(Х)=-?Т^(Х)\"1>/5» 

Имеем /иг ( X ) = I Т
0
 ( X) I . Если

 Г
 & Т

0
 ( X ), то оС (у) -

наименьшее подмножество в Т^(Х) такое, что: (1)
 Г
 ЕосГ^*), 

(2) если "Ц боС (у) ,то Х\11еоС (у) и (3) если Я е 

с ос (<Э") , то Е 1АЯ1 € осГ^). Кардинал ̂ (Х)=г/пг1^-{1
Г
1:

Г
-9"^(Х) 

и ос(
Г
)-зТ (Х)5 называется алгебраическим весом э.н.б. X . 

Для любого топологического пространства X положим V с (Х) = 

.-? гггшгу -С к,: если
 Г
 - дивъюнктная система открытых в X мно­

жеств, то 1
 Г
 I < А 3 . Кардинал V с ( X ) регулярен для* любо­

го X [9]. Э.н.б. X назовем т,-приведенным (соотв. \7с-при­

веденным), если /тг (Ц) = т, (X) (соотв. ̂ ( Ш =: Ус (X) ) длш 

любого II в ТСХ) • 

Ф1. Цусть X - э.н.б. и
 Г

 в Т^(Х). Тогда |ос(у)|^ 

* 1
Г
1 ^

о 0
° . В частности, *г(Х)=- I Т^ <Г X) I ^ / п ^ Х ) *

7
*

0 0
. 

ФВ. Пусть { ; Х-—>У замкнуто, неприводимо и^(Х)=У. 

Если X хаусдорфово, а У экстремально несвязно, то € - гоме­

оморфизм. 

ФЗ. Цусть X -э.н.б. и У 5. X всюду плотно в X . 

Тогда X = /ЗУ . 

Действительно, естественное отображение /ЗУ —.> X не­

приводимо и потому, в силу ФЕ, является гомеоморфизмом. 

Ф4. Пусть X - э.н.б., У и 2 - бикомпакты, :Г: X — > У 
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• ф.; 2 — > У мепрерманм» у*(Е) = У , Тогда существует та­

кое непрерывное ото ражеяке Ли: X —> .2 что $ = су о Ли , 

Доказательство. В пронаведении X х 2" рассмотрим под­

пространство Р я -{(х,х)& Хх2; -ГСх) ае %, (ъ)5 т ПрОвКЦИЯ 

.-^аЛ^ ; Соо, с-с) ь—> :х отображает Р на X . Выберем в Р мини­

мальное аамкнутое подпространство г̂  , для которого ^ ^ ( Р )
3
* 

8 X . В силу Ф# аамкнутое неприводимое отображение *Оь* : Р-> 

—"> X - гомеоморфнам. Примем еа Ли компоаицию обратного го­

меоморфизма X — > Р0 н проекции ^р/и^ ; ?а —> 2 . 

Нам понадобится такое следствие утверждения Ф4: 

Ф5. Пусть X - е.н.б., \У^\а,€. А\ Н Н :ае А5 -

два семейства бикомпактов. Предположим, что при каждом си е А 

в У существует всюду плотное подпространство У^ , допус­

кающее яепрермвное отображение на некоторое всюду плотное под­

пространство в Е^ . Если X отображается на ТТ^^: а в А 3 9 

то X отображается также на ТТ{ .2^ : си е А ! . 

Достаточно установить, что X отображается на ТТ-С/3^ : 

: си е А I, а это вытекает на Ф4. 

§ 2. Содержание этого параграфа в основном ааимствовано 

на ГбЗ и [8, гл. 3, § 3, стр. 703. Пусть для каждого си е А 

аадано отображение $ ; X — > Х^ . Скажем, что семейство 

\$^: а, е А\ конечно-рааделающее, если для любого конечно­

го подмножества К В X найдется такое си е А , что сужение 

^ на К вааимно-одновначно. 

Лемла 1. ([7, лемма 43). Пусть \ Х
а
 : а е А \ - непустое 

семейство бесконечннх множеств и X =. ТТ-С Х^ : си е А I „ Тогда 

существует кояечно-рааделяющее семейство отображений 

* * , , . * б А} , где {лг Х-» Х^. 
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Докааательство. Вполне упорядочим множество А так, что­

бы при а , ^ б /1 • а «= >^ выполнялось I Х а I ^ I Х^ I , х 

докажем наше утверждение индукцией по порядковому типу <уик А 

мнохества А . Случай конечного А очевиден* Пусть теперь А 

бесконечно и Г А "1 - множество конечнмх подмнохеств в А • 

Предположим сначала, что существует веаммно-одиовиачное отобра­

жение у ; ГАЗ — * А , для которого В .** д> С В) прх лабом 

В € С А] • последнее неравенство оеначает, что Яг * фСЪ) 

при любом Лг е В . Фиксируем вложение, -ь^ мнохества Х^ ш 

= ПЧХа: а е В ! в X с й ) . Еслх а е А имеет вид а • о?С В), 

полагаем :Ел=г -с--., о дг̂  ? где зг*̂  : X —> Х в - проекция. Для 

прочих а отображения ^ : X —> Х^ вмбвраем прокеводьхо. По­

скольку семейство проекций <( эт^ : В б Г А.) } кокечно-

равделяющее, семейство -С ^ : а б А $ также ковечхо-раеделле>-

щее. Еслх хе отображение <р : Г А З < & > —*• А с укаеанимми ваш 

свойствами не существует, то в А есть конфннальвое подмножест­

во Г мощности < I А 1 : иначе отображение д? можво бмло оке 

построить по трансфинитной рекурсии. Существует такое раебна­

йме \ А : ^ с Г \ мнохества А , что &гЛ А„ < &ик А врв 

всех у е Г • По предположению индукции, существует коиечно-

равделяющее семейство отображений \(^^\ X—> Хд } в§ врв 

каждом *у в Г • конечно-раеделяющее семейство -Г-Ку I о, с А*Д 

отобрахений А у : Хд — у Х^ . При а б А «у полагаом х ^ ж 

= #ь,^ © с ^ : X — > Х а . Тогда семейство -И^га с А\ - ковачао-

раэделяющее. 

Лемма 2 . Пусть {ли *.ае АЗ - непустое семайство баоковоч­

ных кардиналов, тп, == ТТ-{/т- : а б А ! в X -

пространство* Тогда свободная сумма © { X 1 я» е> А I вч>вра* 

рывно отобрахается на некоторое плотвое волшроатрежвоч'во в л • 
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Доказательство. Если -С^г-т —> ^ ^ 5 - конечно-разде­

ляющее семейство (лемма 1), то семейство двойственных отобра­

жений {*: X —:> X определяет непрерывное отображение 

$*: © X ** —•> Х"
п
' обрав которого плотен в Х"*

1,
 . 

Лемма 3. Если в э.я.б. X есть зг-бава иа корректных от­

крыто- замкнутых подмножеств, то X корректен. 

Доказательство. Пусть -С 11^ : а, € А I - дизъюнктное се­

мейство корректных открыто-замкнутых множеств и Ги^Ц^; а, е/Ш = 

« X .Положим ли^г !иг Ш ^ ) . Тогда тп^Т^пя^г а в АI = я<гСХ). 

По предположению, каждое Ц ^ непрерывно отображается на 3) • 

Из леммм 2 и ФЗ вытекает, что X отображается иа З ^ . 

3 любом з.н.б. (хь — V с -приведенные (т.е. одновременно 

т-приведенные и Vс-приведенные) открыто-вамкнутые подмно­

жества образуют зт-базу. Согласно лемме 3, для доказательства 

теоремы достаточно установить, что все м, - V с-приведенные 

е.н.б. корректны* 

Лемма 4. Пусть X - лг-приведенный з.н.б., 'унТ(Х) и 

1у1 < т Л Х ) .Тогда найдется УУ в ТСХ) такое, что И/Л1/Ф0 

и СХ\И/) Л \/ Ф 0 для всех Vе^^ 

Это доказано, например, в [6, лемма 53, [8, 3.3.8], [4, 

лемма 13* 

Из леммы 4 вытекает, что для каждого у е X выполняется; 

неравенство т (X) * ^ (х , X ) . Поэтому нз теоремы Шапиров-

ского об отображениях на тихоновские кубы [133 следует, что 

т-приведенный ан.б. X отображается на 3 ^ . Нам понадо­

бится более точная формулировка зтого результата. Два отобра­

жения .Г: X —> У и (^ : X—> И называются ортогональными, 

•ела мх диагональное произведение -Г А с^: X —> У х Н сюръек-
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Лемма 5. Пусть X - т-приведенный е . н . б . , У - биком> 

пакт лг-веса < г>г(Х), Г; X ~™> У - непрерывная сюръекщщ. 

Тогда существует непрерывное отображение <%* - X — > Я) , 

ортогональное к ^ . 

Доказательство. йспольвуя лемму 4, по трансфинитной ре­

курсии строим отображения с^: X —-> 3) (ос -< /а СХ )) так, 

чтобы ( ^ было ортогонально диагональному произведению 

Г Л (--Н^ь : /3 < ос } ) , Тогда ^ = - Л 1 < ^ : о 6 < л г ( Х ) } - искомое. 

Лемма 6. Пусть X - т -приведенный э .н .б . Если Ч7с (X) 

- изолированный кардинал (иными словами, число Суслина с ( Х ) 

достигается), то X корректен. 

Доказательство. Пусть система у с Т ( X) дизъюнктна и 

1^1 = с (X) . По лемме 4, кажднй бикомпакт УУ е у отобра­

жается на З)'* == й ) т . И в леммы 2 и ФЗ вытекает, что 

бикомпакт С и ^ З отображается на Э0*1' при гт,» /пДХ) . По­

скольку множество Г и т •- открыто-замкнуто в X , а/игЧХЫ/лг 

в силу Ф1, бикомпакт X отображается на Э ^ 

§ 3 . Согласно лемме 6 и замечанию после леммы 3, оста­

ется доказать лишь следующий частный случай теоремы: всякий 

(гь - \7 с -приведенный э . н . б . X , для которого кардинал 

\7с ( X ) неизолирован, корректен. Решающую роль играет 

Лемма 7. ( [ 1 0 3 , [ 7 3 , [ 1 1 ] ) . Пусть X -топологическое 

пространство, { и ^ : ©с < <т) -. семейство открнтых в X мно­

жеств. Предположим, что с(Ил) ;> гт, при всех об -спп .Тогда 

существует такое диаъюнктное семейство •( У^ : ос < гт, } непус­

тых открнтнх в X множеств, что \^ б И ^ при ос < гт, . 

Напомним доказательство (подробнее см* [ 1 1 , теорема 

- 161 -



1*8})• Наеовем диаъюнктную систему Р открмтмх множеств пра­

вильно^ если при любом ос < п^ множество {Уе Р; Ц^ Л Уф 01 

лябо пусто, либо имеет мощность 2: гт, . Для максимальной пра­

вил ъно! снстемн Р0 всегда реализуется вторая альтернатива, 

что поеволиет построить по траисфинитной рекурсии такое се-

меиство Я М\ г ее < тгь \ попарно различных елементов иэ г̂  , «с 

что V т V' А Ц ^ непусто при всех ас < т . Семейство 

-С У^ 2оС<*т$ - искомое. 

Лемма 8. Пусть X - топологическое пространство. Пред-

положим, что кардинал М =- У с СХ) венаолирован иУЬШ)-& 

длят любого непустого открытого подмножества М я X . Если 

А"И л *а>бА$ - семейство непустых открытых множеств в X и 

I А I < М, э то для любого кардинала /т. <: Ль существует такое 

днеъюнктное семейство •{ V» :/3 <? л?гЛ открытых в X множеств, 

что 11^ П V* + 0 при любых а, с А ш р> < тъ . 

Докааательство. Лемма 7 позволяет ограничиться случаем 

днаъюнктного семе^тва -С 1X 5̂ . Для каждого а в А выберем 

диеъюяктиое семейство $ М ; р>< тъ1 непустых открытых 
си ($ ' 

подмножеств я Ц~ . При в < тъ полагаем У0=1Л№ : а , с АЗ. 
• р яр 

Тогда * У^ : /3 < ли! - искомое. 

Доиися 9» Пусть X - V с-приведет»^ е . н . б . , кардинал 

М, я У с ( X ) яяяеолнрован, У - бикомпакт яг-веса < А , 

:Г I X —-* У • имшрярнвная сюръекциж. Если ть < Яг , то су­

ществуя* иммив̂ иеившся отображение су ; X —-> /3 гт, > ортого-

ттжшт ш * » 

1 яШУ ••• •»• утверждение следует на леммы 6, применен-

во* 8 11иШ11ИяТ1 И"*'1 ( V) : V с А I , где А - некоторая ог-
в у мощности < Я . 
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Лемма 10. Всякий т,- Фс -приведенный з.н.б. X , для 

которого кардинал А « х^С (X) неиаолирован, непрернвно 

отображается яа произведение 2) ^ " * 00 х 7Т*(/3|ос1:сС--г^г5. 

Доказательство. Испольауя лемму 9, по трансфинитной ре­

курсии строим отображения 2^: X —-> (3 1оС\ (об < А ) так, 

чтобы ^ было ортогонально диагональному произведению 

М*л : /3 -< оС з . Тогда Г-^т"*^; ос <: Л ] отображает X ка 

У=ПЧ(МсС|:сС< ЯгЪ . Поскольку /3 IосI гомеоморфно 9) ж /3|об1, 

бикомпакт У гомеоморфен произведению 2) х У • Это доказы­

вает лемму в случае Яъ & т(Х)* Если же Л = эт*-^(У) <-: лгСХ), 

то применима лемма 5: X отображается наЯ)
т
' х У = й хУ. 

Теперь мы можем завершить доказательство теоремы. Пусть 

з.н.б X такой же, как в формулировке леммы 10. Докажем, что 

X корректен. По лемме 10, X отображается на 

а*"* ( х )х ш/з 1ос1: ос < ы - т н а " * 0 0 * /з и \ ? ос < & 5. 

По лемме 2, для любых бесконечных кардиналов яъ и ть про-

стщанство Ф ^ х /то, ., всюду плотное в 3) х ($ ст , непрерывно 

отображается на некоторое всюду плотное подпространство в 
лги 

«3) • Позтому применимо Ф5; X отображается на 

Ш ^
( Х )

^ < ^ и Г , где тг= 2*/*(Х)̂ :/1*< А ! . 

Остается заметить, что, согласно Ф1, вес X не превосходит ост. 

Автор благодарен профессору А.В. Архангельскому ва под­

держку и внимание, а также Л.В. Шапиро и Б.Э. Шапировскоиу за 

полезные обсуждения. 
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