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COMMENTATIOШSS MATHEMATICAE IГNIVERSITATIS CAROLШAE 

24,2 (1983) 

OB APИФMETИЧECKOЙ CЛOЖHOCTH ДШ>ФEPEHДИPOBAHИЯ B 

KOHCTPУKTИBHOЙ MATEMATИKE 

0 . ДEMУT (O.BEMШH) 

Содержаниег В заметке изучается арифметическая слож-
ность дифференцирования всюду определенных [03-конструктив
ных функций действительной переменной (СОЗ- КФДП) на арифме
тических действительных числах (АДЧ). Исследуется, каким спо
собом эта сложность меняется, если мм исключим ив рассмотре
ния 

а) [О]-КФДП, которые не являются аффективно (соотв. 
классически) равномерно непрерывными, и (соотв. или) 

б) множества АДЧ малой меры. 

Ключевые слова? Конструктивные функции действительной 
переменной, арифметические действительные числа, верхние и 
нижние псевдопроивводные, арифметическая сложность. 

Классификация: 03Р65, 26А24, ОЗнЗО 

На основании результатов на 183 в ваметке докаван для 

всюду определенных [О]-конструктивных функций действительной 

переменной я арифметических действительных чисел аналог тео

ремы Данжуа о производных числах. На атой основе и на основе 

теоремы 1 ив [6] исследуется арифметическая сложность основных 

задач, связанных с псевдодифференцируемостью (т.е. дгфференци-

руемость» в классическом смысле)* На примерах пока^но, что 

полученные результаты нельзя улучшить. 

В следующем мы пользуемся без дальнейших ссылок опреде

лениями и обозначениями на [71 ж 181 - в частности - перечне-
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ленннмм т*м перемеиинмм. Опрададенмя основннх понятий конст

руктивного математического анализа содержатся, например^ [1]. 

Для всякого натурального числа (НЧ) т, -0 -множест

во всех [ пгЗ-конструкт ив них действятельннх чисел I [огЗ -КДЧ), 

т.е. кодов действитедьннх чисел рекурсивннх относительно 0 , 

^СтЛ ̂  1 > Ст . + 13 ^ ̂ Г/гО .
обов1!ача1вт

 ̂ З р
а с ш м р в н н о # и а

 _ оо 

и + оо , а А - множество всех АДЧ - равно КЛ) "* . 
Л"Г*у 

С лг 3 -отображениями мм наенваем отображения (слов в сло

ва) еффективине относительно 0
 Лг
 (см. С13, стр. 33). 

Множество АДЧ
 /
ЭЭЪ мм назовем правильннм, если верно 

УХУ (х~УэСХб т - У б т а п к 
В следующем, когда мы говорим о множествах АДЧ, мм имеем в ви

ду правильные множества. 

Как мы отметили в С 7 ] , релятивизацией результатов ив С 33 

мм получаем для любого НЧ лг понятия СлгЗ -измеримости (пра

вил ьянх) множеств АДЧ я СлгЗ -мерм (т.е. иамернмости и мерн эф

фективных относительно 0 ) . Для всяких НЧ ггь , СлгЗ -КДЧ 1Г 

и I ггь 3 -измеримого множества АДЧ 731 [ гп, 3 -мерн меньшей чем 

-V существует (т.е. можно построить) НЧ -Ь такое, что ^ & 

9 Ь ^ Зи [\Л/г 3 С огЗ-измеримое множество С огЛ-меры меньшей 

чем 1Г. 

Для любмх НЧ т и лог , т, & ггь , существует 0 "* -час

тично рекурсивими словарный предикат К такой, что 

У * 1 в л Ч СЧС*СлгпЛ и г ) а * с ™ 3 с Г « Р ^ З ) 
• г 

(см. теорему 2.3 и предикат \~евь ив С13). 

С01-функциями мы навиваем всюду определенные С01-КФДП, 

т.е . ЮЗ-операторм типа (3) °3—* Э С 0 3 ) ( с м . [13, стр. 33), ко-

торме являются постоянннми иа АС*110"1 {Х102^ 0) и на 

А Х С 0 3 И ^ х с о : , > . 

* * 



Следует напомнить, что а) всякая монотонная [О]-функ

ция является I0]-равномерно непрернвной ([0]-РН) и б) функ

ция является псевдоравномерно непрернвной, т .е . РН в класси

ческом смнсле, тогда и только тогда когда она [1]-РН. 

Замечание 1. Пусть $ всюду определенная [03-КФДП м X 

м У АДЧ. 

1) Согласно теореме 2.8 ив [13 и лемме 1.3 яв [23 су

ществуют 0 Гй>>-операторм 1Н.-ГЗ I ] ) [ Й н для всякого НЧ т, 

^т,+ '.5 3-операторн Ъ19* 0, т ,] и УСЗ*; 0,спЛ типа СЗ>Сл'3 —» 

^^^-рСт.+ ял } Т т к и е > что дяя дабого НЧ т, Д Н И и МУЗ 

являются операторами типа (л) —> .3.) ) и для всякого 

^еп, 3-КДЧ * С т - 3 

&1$1ЫСт'2) я Р С ^ ; 0 , т , 3 С.хС л г 3) 

(соотв. ^ # 3 ( л С т - 3 ) и $ 1 ? ; 0,т,3 ( ^ С т 3 ) ) являются значе

ниями нижней (соотв. верхней) псевдопроиаводной ЕОЗ-КФДП Ф 

в (точке) .х11'"'3 . 

2) Пусть лг Л Л1Г 103-сегмент м Л , т >т, , ^ „ ^ н ч # 

Мм определим Л (3^ пг д ФГ) Ф (ЗЧПДГ)~ ^(АГ )) ? 

ас#,х)^ш^>и ))/.&«)!), 
Э ( ^ , Х , ^ , ^ ) ^ ^ о т ; 1 ( Х е * 0 С ^ ) 8 с Х в ^ с > С 1 : ) & 

5 (^Х,/л,г) ^ «* С!<г>
Ет-3С.4) & 

ЭС?,ХэЛэ<а>
Сл3(Л))) 

( т . е . а Г С $ ; Х , т , > г ) виачнгг Г*>3-0РФ < г > ^ 3 я ш ш # т с я 

регулятором диффервнцирувмост» У в X ) . 

3) Пусть лгп, и т, НЧ. а) Ми определим 

3>.«лСУ»Х) ^(-со< Б т С Х ) - р т (X) т + Л ) ^ 

1)К Л(У,3',Х)^СЗ) | С Л(У,Х)8,^[^(Х)= ! у ) ) 
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Ъ1т-1(^Х)^3^'Ш(^ Х,л,
г
) н 

Ъ^СУ,?, X) Ф (Т)1/п1(Я>М ЬШЯЗ (X) ~ У). 

Веди верно Ъ«л СУ, X) (соотв. ])
СпгЛ

(3; X) ), то ̂  ска

жем, что Т является (конечно) псевдодифференцируемоЙ (
сс?
о*в-

СтО -дифференцируемой) в X • 

Вмподнено В
К л
С ^ , X) я ^ 1 п З ^ 2К#; X, Л^-^ ) и 

У л ^ Ч . Б С ^ С ^ , ^ ^ 3 ) 3 

^ г* 3 

б) Существует Ю]-отображенне %^ типа ^ 1 я г 1 - * ^ ) та

кое, что для всякого [т,3-КДЧ . х С п г 1 верно 

**• «^(^^^(Ль) ^(л±3)С% а*"*3, А,, * )) 
• , следовательно, Р

к л
( У , л

С л 3
) э ШС^, *

с
^

э
,/а + 4,4^С**^)) & 

3 ^
+ 1 3

р ^
3
( ^ + о у ^ ^ д ) , 

4) Можно построить НЧ ̂  такое, что для всякого НЧ М* 

ю 4 А = и|1^а)и2-^&о,с:г,х)> 2^| 
и, следовательно, УУ „ Л 2 IV . . л , 

(1) У Х ( 5 т ( х ) * + л 5 8 Х в п с » ( 1 А ^) 

и, если % [ОД-функция, т о ^ СМ 3 с - Г ^ г М + 2Г*)) 

I П11Л/ 3 ГЗЗ-иемеримое множество АДЧ. 
* <(?,*) 

Замечание 2 . 1) Согласно замечанию 1 ив [73 (%У ОРФ$ 

для всякого НЧ М 113-мера 1% ч 3 меньше чем 2 , Д , 5 
ч ^ / ч/к,) ^ 

т .е . П С ^ , , , 3 % множество АДЧ типа б ! 0 3 Ш-мерн нуль, 
л> <^>(А>) » о 

2 Л 

2) В следующем мм будем - бев дальнейших семдок - поль

зоваться обозначениями на теоремм 6 *е 183. Мм напомним, что 
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ср Ш-ОРФ, для всякого НЧ <р, %ч [13-ивмеримое И з . 

открнтое множество [13-мерн не большай чем 2 " ^ , 

3)Со:,5 Ш , 3 с ? & % с У <Г - О Чг 
<>>С*+2) ^ *^« ^ » "г * Ъ> 

и, следовательно, ^ С13-измеримое множество АДЧ типа б ^ 

[13-мерн нуль. 

3) Пусть 'су С13-ОРФ такая, что 

где ^
2
 113-ОРФ я .^ ОРФ не доказательства теоремн 6 иа [83* 

На основании етого доказательства ясно, что для всяких НЧ *, 

у , , к и Я , где >)г А Аъ> и АДЧ X внполнено 

фС*-,*) с ^
 у

 ~ 

СФ 3 0? 

б) если верно I X I .4 2*& X е # С е ) & 1 # Ш 1 < 2""*С* , Л > Зс 

ь ( и 1 ), то 
^ э 

Замечание 3« 1) Для всякого НЧ ± мы определим 

3+ ̂  О ^ л,^ л ч-
1
 • Согласно рассуждениям, приведенным в ъ *** ъл Сс,.*.) 

начале [83, и релятививации ревультатов ив 133 -[ 1р \ явля

ется пересчетом всех множеств АДЧ типа С^01
 , для всяких НЧ "Ь 

и с; ^ г . ( - 2 . Д 2^) [23-намеримое множество АДЧ и сущест

вуют ОРФ <р (см«в-т-а-теорему ) и [23-ОРФ <ъ для которнх 

для любого НЧ ^ь внполнено 

а) [ № ф
( ч

3 ЕгЗ-измеримое множество АДЧ [23-мер* 

меньшей чем 2*** и 

305 -



б) ддя всяких НЧ Ь н АДЧ X • где 

| Х 1 4 1 ^ & - 1 ( Х € [ | Л / 5 ^ 3 3 ) % вврно 

Х б ? . а Х б ^ Г \Л/ 3 . 
* О А Ь ^ С * * , * ) ^С^Ле) 

2 ) Нв осжоввжни 1 ) н творвмм б мв С83 можно ждя лвбмх НЧ 

ф> ш т, построить [ т - + 2 3-отображение Л ж [лгЗ -отображе-

нив ^ ^ (обв) типа (1)с < л 3 а Й-* И) иГлг+43 -отображение 
2&т, тжжа О*""*3 О N -г-* N ) также» что для всяких ИгоО -КДЧ 

Х ^ 3 *НЧ ± вврно < & ^ ( * С ~ 3 Р * ) > 0 = * С ~ 3 € ? 4 > 

^ т , & п ( * с ~ 3 б < ^ Ы ^ ^ 

2 ^ & П ( Л Г И ^ 
Замечание 4_ Согласно творвма 1 нв [6] и ламмв 1 ив С7.3 

для любмх ГОЗ-РН ЦО]-функции $ и АДЧ X нв Л2 вмполмвяо 

1-1(1) [ * Л ( Х ) « - оо&.5СГЗСХ)-=4-о?^Л) | е лСЗ;Х)) 

и, владоватвльио,3)^лСГ,Х).эпС5Г?ЛСХ)«^ос>)^-1СХб^), 

гдв ^ НЧ, для которого верно (1). 

Определения. Пусть У Г 03 -функция, Я71 множество АДЧ ж 

/П/ НЧ. 

1) Посредством Сотпр1 СУ97Л,т)шш обоажачжм наименьшее 

НЧ гт, такое, что существует 1<т1 -отображение & тина 

СЗ> С л ^ т >М), для которого верно У-хс^3С"1 С а ^ 3 е ШЪ 

э!Жс^^3)^сЖ(хс^3)-о.эр^сз;^^3))). 
2) Посредством Сошр10 (Ж, тЛ (соотв. Сотр^ (Ш,т>) , 

еоотв. Сотр12 ( Ж , лг) 1 мм обовиачнм яаяболывее не яатурадь-

ижх чмеед Сотпр! (С^, Ж1 лг) , где С^ пробегает все СОЗ-РН С 03-

фумкнмн (соотв. все Ш-РН СОЗ-функции, соотв. все СОЗ-функ-

ции), 

3) Для дюбжх НЧ-1, О .4 Ч/ ^ 1, я мжожества НЧ В мм не-* 
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средством Кес1 (4,, У, Ш, /п> В ) обовначим: для любой 1т>1 -

последовательности Ст-З-КДЧ ^ ^ З ^ " * можшо построить [ 0 3 -

последовательность Спг 3-КДЧ Ц ^ 0 1 , для которой для всяко

го НЧ о^ верно 

1 Ц ^ в Ж) к -1 3 * С ^ - * л ) * ( 3 ) К л С З ; ^ а ) * е ^ в ) ^ 

С4Иэ-о?< э с ^ з о ^ ) *эь«Г/м*я)<-1-«о). 
Теорема 1, Пусть лг НЧ. Тогда 

1) для любого 10]-измеримого множества АДЧ Ш СОЗ-мерж 

меньшей чем 2 верно СЬтр1 (Э&г^лг)* Сотр!, (0ут<) = лг + 3 5 

2) для ог % 1 и любого [03-открнтого [13-ивмеримого мно-

жества АДЧ Ш С13-мерн меньшей чем 2" имеет место 

Сотпр30 (ЛА,т,)т Сотр10 (Ш САЛУт,)~ 

= лг + 2 & Сотр^ ( Ш О Л^,т,) * яг-1-3 ; 

3) для /а г 1 и любых [13-иамеримого множества АДЧ #& 

С13-мерм меньшей чем 2" , Г лг Л-ивмеримого множества АДЧ УЬ 

С/гь 3 -мерм нуль и НЧ ** , 0 . 6 - 1 ^ 2 , верно СотпрЛ^ С ^ , ^ ) = 

С с т ^ р Ь С т О ^ т , ) = СотпрЬ ( Л 0*Г т,)~ т + 4 ; 

4) для /п 2 2 и любых Слг Л -измеримого множества АДЧ 972, 

Слп/3-мерн меньшей чем 2"*'* к НЧ ^ и ^ , 0 . ^ Ф ^ 2 > вмпол-

нено (ЬтрЛ Д С 1 ^ * 3 3,/п,) ==/№-= Сотр-К ( Ш , т , ) -

Пример 1. Существует [03-функция 3" удовлетворямщая усло

вию Липшица и такая, что для любмх [03-измеримого множества № 

[03-мерм меньшей чем 2" и НЧ т. верно 

Кеа (4,з;'т,т,,\ (?(т-+3Ъ. 

Пример 2 , Существуют возрастающая на 0 д 1 [О]-функ

ция У , Г.03-РН СОЗ-функция (у и С13-РН С03«-фуикция $> такие, 

что для всяких НЧ * н т, , где 1 6 пг я [1 3-мера ^ И^ Л мень

ше чем 2 " 1 , верно К в * (0,<^,СУ^Л й Л^,т,у0
С^г) ) 7 
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R«l(1
l
^Ч»łJ0л4

,*.^ ) 
toO 

я для любо! Г лп.1-последовательности [т^З-КДЧ ^ЪлЛ^ суще

ствует Гт,3-ВДЧ пг такое, что п (пг^1^2 О А^) ЬпЗк (пг=%)& 

и, следовательно, чЪ1^1 (^ лг) ^Ъ1^Л2(^пг) • 

Докааательство частей 1 н 2 теоремы 1. Пусть т, НЧ. Вви

ду аамечаняй 1, 3 и 4 и примеров 1 и 2 достаточно отметить, я** 

согласно[13, стр. 38, существует (?
(
^*

3
)-общерекурсивнмй сло

варями предикат Р такой, что 

У ^
Л + 2 : ,

2
С , Л + ! 1 3

( Р %
с
^ а х

с л
*

1 3
) » ̂

л +
" = к*****) . 

Как мн видим, для наших целей полезно доказать для класса 

всех ЮЗ-фуякций реаультат аналогичный утверждению приведенно

му в аамечании 4. 

Замечание 5. 1) Согласно [5], стр. 584, н свойствам ОРФ 

<у
в
 на [73, стр. 455, для любого НЧ * внражение З^(И^) виа-

чит: сегменты &(&) , Л в И/̂  , же перекрываются я содержат

ся в О Л 4 и существует ОРФ Л такая, что 

у ы и с ^ м г % ( М ( ^ } э \&(л)1<2~*'). 

2) Теорема 7 на [43, которая является кояструктивннм ана

логом теоремы Д. Витали, нам понадобится в следующем. В свяая 

с атим мн введем следующее обозначение. Пусть V свойство ра

цион ал ьнмх сегментов и * НЧ. Тогда мн посредством УЦ (V9^) 

обозначим 

Ч1(^ШвО^^ШЯ!гШ)эЗ/>(/ьеЩ^{лМЯ)\^\^М\к 

3) Мы используем С13-0** у на теоремы 6 иа [83и построям 
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[13-ОРФ от , для которой для всяких НЧ ф, и Т, верно 

7&(Ъ^)2:^(±1^+Ъ)+1М1((0еЯги)\,1е&(1)) & 
\$Ш\±2-*и'*')+2э&(Я)^Щъ,>с^1)2* \ ) . 

Пусть V свойство рациональных сегментов, "Ь , ф, и Л НЧ 

и X АДЧ, для которых верно VII; С1К,± ) & X е 0 д 4 Я "7 (Хб ^ )&. 

ХбЯ>(1)к\&и)\*2-*'а>+'\ 

Тогда на основании теоремы 6 из [83 и части 3 замечания 

2 выполнено 1Г(Уг (,€ )) э X 6 Г ^ 3 и 

X е С |^ 3 э 3 А> С А б % 8ч Й- С ̂ ) Я &°(*> ) ) . 

Теорема 2. Пусть ^- возрастающая на О д 1 С03-функ

ция. Тогда существует ОРФ -^ такая, что для всякого НЧ Аь вер-

УХ(п ОСе? ) э Я Сд,^,!,^ (+,))), 

т-е. (л, является равномерно [13- дифференцируемой н а Д Ч ^ . 

Доказательство» Пусть Ь0 ж Л НЧ такие, что 

Л((^,0д1)< 2 °- 4 « ^ Ц ? ) зс 0 А 1 . Согласно лемме 3 иэ ГбЗ 

существует [ОЗ-последовательность [ОЗ-КДЧ \%%\^ , для кото

рой выполнено Й ^)^%А^2г ^ • ^* построим [ОЗ-последователь

ность [ОЗ-КДЧ 4 ли 5.1 и °Рф ^ такие, что для любого НЧ 

1; выполнено 

м ^ ^ = ^ | * а ) е 0 д 1 Ь а С < 1 > Х ) > /м-. . 2** + 3 $ . 

Следовательно, имеет место "1 ВЛ'Ьгт (0. (ф,э Х)-= тг. ^ ) . 

Ввиду замечания б из С83 верно 

VI С&, («?о С*)) < 2. Г2*°-1). 2'Ч'\ $?<. 2 °" " ) . 

Мы используем теорему 7 иэ [4Л и лемму 3 ив [53 и постро

им последовательность свойств рациональных сегментов и ОРФ <гй̂  

такие, что для всяких НЧ 1 , Ль и л> , где А ^ Лг -= 2 , 
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внполн-но « Ц
а А 0

, = -Ч?, 

П<%ЬМ'*'1»~ЧЬ*%«А.М**Ы**°№Щ.»' 

Ш(
\^

2
.

+2
)^,"Л.2^2)) 

и, следовательно, ввиду монотонности Ср имеет место 

^(^а.л.2*)).* ( - - ^ * * -г*-2"3*"\ 

Пусть ^ ОРФ такая, что для всякого НЧ о верно 

ж, следовательно, И Ц ^ Е И / - ^ н ^ С ^ С
г
)) <: 

<Г*-\ С2
в
"

а

+
1). 

Пусть /р, НЧ. Согласно замечанию 1 на .73 можно построить 

НЧ ^ , "Ь
0
 ̂  * • для которого выполнено 

(г)
 с

^ >
Л е С

^ > < ^ >
3 е
\ , 

Пусть ± НЧ, -Ь & ^ , и пусть 

..дь+з
 2
и+8 

СЗ) т г ^ ^ ^ ^ У М Г ^ А , , * ) , ^ ) . 

(4) 

Пусть X АДЧ и 2о * ?1 -^
 такие

> ч*
0 

-. с х * ^ ) & х 6 Чг°(^ & х е * в ^ 1 > * ' -?• <гв) I * .г"""** 

Мм допустим, что - например - Т & 0,С§.
Э̂
 ) - й Сф,,^) . 

Тогда мм ввиду (3), (4) и замечания 5 получаем %г(%0) и ̂ б ? ^ -̂  

.= 0^1, Х ь 0 V 1 н ф ^0 .,^^,) < 1 - ̂  и сущест

вует НЧ Ж , для которого верно 
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4^&<23*4Чс^-чЬ^<&^ 

На основании этого, (3) и части 3 замечания 5 легко (индукцией 

по -6) докаеать \^(0-^ъ .6 2Чи8эВ2(Яе V*&&,*,*>} & 

*&(%} и & (<1^) е об- СХ)>) и, следовательно, ввиду (2) 

что противоречит (4 ) . 

Итак, верно I О»С<5̂ >̂ 0> — Ф С ^ о ^ ) ! < 2"" . 

На основании части 3 замечания 2, теоремы 6 из [83 и рас

суждений использованных в [93, стр. 120-184, можно докавать 

следующее утверждение» 

Теорема 3. Пусть О. С 03-функция и т; НЧ, для которых 

выполнено 

К(^)ЪЧхсоНо< \(#исо1)\ э*С03 е[Щ1). 

Тогда существуют НЧ X и ОРФ -̂  такие, что для всяких НЧ «р, и 

гт и А Д Ч Х , - ? С Х б С 1 Д / ^ 3 ) ^ -
1
С Х б ^ )

>
 верно 

Г1Л/. 3 е си/ 3 

ЭССрСХ)---- оо^М(^ЗСХ)-= + со=5 Хе ̂  и 

пСХб[^^^3)эЭС^,Х,1,^,/т.))а,])
1:/,:,

С0,С>,Х) 

и, следовательно, РСд,ЗСХ)=-сю =5СС^ЗСХ) = + оо=п1)И ЛС0,(^,Х). 

Теорема 4» Пусть *$ [03-функция. Тогда 

1) для всякого АДЧ X , для которого выполнено пСХ & <^|1), 

и - тем более - для всякого АДЧ X ив Лл верно 

(5) ппедтсхь-сюШз'нх)-*-»- оо VЗ)С1:,С5;x)) 

и, следовательно, 3)^ л С^Х)-а т п ] ) С 3*, Х ) ; 

2) для любых НЧ съ и ^ь , 4 -̂  лг} 

а) выполнено Сотпр! С 3*, 4Г , т,) ^ /тг + 4 и 
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б) существует Гпг .3-отображение %п тип* (Т) т-~-> М) 

такое, что дл« всякого ГщЗ-ВДЧ д ^ 3 , \ л (V, ^Сп%:') & 

&п ( х С я ° « ? .^>, В«Р"° 

и, следовательно, Зл$, 1> («^ , Л г* ' • 

Теорема 5. Пусть $ ГОЦ-функция. Тогда можно построить 

[23-ОРФ ё такую, что для всяких НЧ /^ и /?г , 2 -̂  /ть , верно 

а) УХСтСХбЕИ/"^3)^1) К Л С^Х)эЭС.?;Х,4,ёС^))) ? 

т.е. Г11-0РФ <ёС^г)> является регулятором дифференцируе-

мости Т общим длят всех АДЧ иа множества 

Л Х Н С Х . Г ^ ^ ^ ^ С ^ Х ) ) ; 

б) Сотр! С ^ Ш ^ ^ ^ З ^ ) ^ т . 

Доказательство теорем 4 и 5. Мы построим ГОЗ-КДЧ пГ , для 

которого выполнено \Ш,Оь4)\<<*ЬпВ1киО±'Ь&№ й ($> I) -= 

= С-4) »,&• от). Согласно лемме 4 иа [53 существуют НЧ А0 и /Ь̂  

и для всяких Н Ч Ф и о , 0 . * Ф ^ 1, [ОЛ-функция &- и 

воарастающие на 0 д 1 [03-функции %СуЛъ и ^ 2 . 9 т«кие, 

что 

<мЛа(у,.г», 

и, следовательно, уХСХеЕ з Т; [(-<0* .V;]' (X) * + оо ) . 

Согласно теореме 2 существуют ОРФ ^ и ^ , для которых 

для любых Н Ч / ^ , < ^ , Ф и^. , О ^ Ч ^ & ^ ^ ^ Я . . иАДЧХ, 

где 

(6) п С Х * ^ ) , 
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верно Я К * ^ . ,Х,4, &,. С^г,^)) и, таким образом, 

( 7 ) (ЗСУЗОО-*- ^ ~ М * ( ^ З С Х ) « - - оо)& 

( З И П 0 0 = + о о ^ 5 С 1 С > о ^ З ( Х ) « + с о ) . 

Мм используем теорему 3 и построим ОРФ Щ' , Д-0 и Ль та

кие, что для всяких НЧ/|г , о* > ^ и 1 , 0 — ^ -« 1, и АДЧ 

X выполнено 

а) - № . 3 с СIV. Л ; 

б) если (6) и 

(8) п С Х в Ш Л), 

то ввиду (7) Л) СЭГЗ(Х) = - а>вЛ)СЗ'ЗСХ)---+<»в Х € ? а ^ } • 

в) если (6), (8) и 

(9) -чСХсС* 3) , 

<.с^<г)>'»о 

Г) ДЛЯ любого НЧ М, верно <&Сщ9-,т^)> СМ) ~ 

и, следовательно, если (6), (8) и (9), то 

ыс<1*-1 эШС5;х,4,Хс^^,/^)))в,ри:,с^;х). 

1) Пусть X АДЧ, 1 ( Х б С ) . Если вернотС-ОСУ-З СХ)* 
*г — 

.= - оо & 3 ГУЗ(Х)=- + со), то не могут не существовать НЧ ф, , 

& , "IV И ̂  , 0^^^:>|^ ДЛЯ КОТОрЫХ ВМПОЛНвНО (6), (8) И 

(9), и тогда ввиду г) имеет место -п])
С
 (У, X ) . Итак, со

гласно правилам конструктивной логики верно (5). 

2) Согласно замечанию 1 существует НЧ ̂  такое, что (1), 

и, следовательно, ввиду 1) внполнено УХ С~1 С X с ^Гю. ) -Э 

( \
Л
С ? , Х)==-т(Х в Ч-?ф))) - Отсюда мм на основании замечание 

3 получаем Сотпр1 СУ, %» , <ъ ) -̂  лг + 4 & 

V* ССотпр! СУ, С 1 Л / ^ Л, т,) -̂  
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3) Мм построим [23-ОРФ в , для которой для всякого НЧ 

Ф верно е( 1 г ) -^Ж(/ | г+^,^(^,/ь о ) ,^ о ' °Ж( 7 г,л^(0 > ^)) ) ^ 

где 1^ С23-ОРФ ив замечания 3 . 

Пусть ггъ и /гъ НЧ и ^ ^ ^ СлгЗ-отображение ив теоремы 

6 иэ 183. Существуют СлгЗ-отображения Ч и %^^ типа 

( Р 1 1 ^ 3 — - ^ Г̂П Такие, что для любого СлгЗ-КДЧ л С л г 3 внпол-

чи^)^^гси^и1^пв\иоЛ))>о)} 

<4 ( V С л г ^ ) О* 

Тогда е и ^^ ̂  обладают свойствами описанными в до

казуемых теоремах. 

Пример 3. Существуют [03-РН [ОЗ-функции Ф и С^ такие, 

что для всяких НЧ лг , А .-= ггъ , [13-измеримого множества АДЧ 
/ЙГС ИЗ-мерн меньшей .чем 2" к СлгЗ-измеримого множества^ 

АДЧ ^1 СлгЗ-мерк нуль 

а) верно Кес1 (О, У, Ж О *Г , ла,0 ( ° г " М > < к 

К е а ( 0 , ^ , ^ О <Г га, 0С л ,- + 1 > ) ; 

б) можно построить [03-последовательность СлгЗ-КДЧ 

я <*%}*. , для которой вн полнен о 

(10) УкСпЫ^вМ) М>КлСО,<г,»ъ)) 

и не существует Слг-13-ОРФ Л такая, что 

(11) УЛ*Э((^^,0,^ОЬ)) . 

Замечание 6. Легко построить [03-РН 103-функцию Ф , для 

которой верно ^(-.Х^д ( 3
?

>
Х ) ^ 2 " < Х < > 1 ) . На основа

нии леммы 5.5 ив [13 можно доказать, что для любых НЧ т ш 

С лг 3 -ивмеримого множества АДЧ 771 [лгЗ-меры меньшей чем 
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2"1
 внполнено Веа С О, Т, № , т., 0Г

(пг
 ) 

Теоремами 4 и 5, примером 3 и замечанием 6 доказательст

во теоремы 1 аавершено. Следующие примеры свидетельствуют о 

том, что также утверждения о регуляторах дифференцируемости 

нельэя улучшить. 

Пример 4. Существует [03-последовательность СОЗ-РН [03-

функций ^'ЗгЛь, такая, что ни для каких НЧ лг и I<ъ3 -из

меримого множества АДЧ Ж Глг.3 -мерн меньшей чем % не су

ществует Г13-0РФ <%? , для которой внполнено 

улх(п(Хв^^л> к л (о,^,х)эа(д5 г ,х,о 1 9-^* ) ) ) -

Пример 5. (Ср, [103.) Существует [03-Фуикция *& удовле

творяющая условию Липшица и такая, что 

VX(X6 0 А 4 э . ^ ш с . ? ; x ) ^ - ^ ^ с о ^ с д ; x ) ) . 

Пример 6. Можно построить 103-РН [ОЗ-ФУ-ОД*11 $~ такую, 

что VX-^-1^С (<^ ? X ) и для любнх НЧ т, и 1т1 -измери

мого множества АДЧ 7(1 [тЛ-меры нуль существует [03-последо

вательность Гт,3-КЦЧ -Слг^^03, Для которой верно (10), но не 

существует СогЗ -ОРФ Л такая, что (11). 
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