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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAKOIINAE 

26,1 (1985) 

ИЕТЖЕРАШ ЭЙЕР1Ш УРАВНЕНИЙ 1ЖЕРБ(ШЧВСКИХ ПО ПЕТРОВСКОМУ 

СК . ,Годунов 

Abstract: The paper is a survey of results achieved by the 
Novosibirsk mathematical school in construction of new energy 
integrals for general strongly hyperbolic equation. One utilizes 
the nonuniqueness of quadratic forms in Leray's construction (by 
separating operator) to obtain positive definiteness of the first 
quadratic form. The strongly hyperbolic equation may be reduced 
to a symmetric hyperbolic system in the sense of Friedrichs if 
this construction is possible. New energy integrals are used for 
initial-boundary value problems, e.g. for wave equation and gas 
dynamics. 

Key words; Energy integral, symmetric hyperbolic system, 
strongly hyperbolic equation, separating operator, wave equation. 

Classification: 35L25, 35L65, 35L05. 

§ I. Постановка вопроса 

Дифференциальнве уравнение 

( р / П 9 ^ О Л /, ч
 (1Л) 

называется с -гашерболическим по Петровское, если алгебраетеское 

уравнение ^ л (л^ "7 <?)*== 0 » построенное по его алгебраичес-

кр^^цолинолу ^ (^1, » ПРИ «любых вещественных ^ ^ 
ТМ.8 рарег жав ргевеп-Ьей оп Ше 1п*егпа1йопа1 5рг1пв Зспоо1 
он БУо1и-Ыоп Бсща-М-опв, БоЪг1сЬот1се Ъу Рга^ив, Мау 21-25, 
1<Ш.4 -Г1пт1**& раовг). 
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( "? -И1^// >° ) имеет только вещественные и различные кррнж 

%> ^* >•••> ^ • ^ -Ф«да©лагаем У^ (Тр "7 ^ ) одноредным по-

линомом степени Л 

В 1937 году И.Г.Петровский [т] , ^2/показал, что гиперболич

ность - это условие необходимое ж достаточное для корректности за

дачи Коши о начальными данными на плоскости с - О для любых 

дифференциальных уравнений, у которых оператор з п заменен на 

^А. (-5? >^.>75) ~*~ *^л-1 (*?? - > ^ ><5у ) возвращенный лршиснва-

нжем произвольных членов с производными порядка меньше н. . 

В начале пятидесятых годов появились две важные принципиаль-

нже работы, содержащие дискуссионное обсуждение определения Пет

ровского. Одна из этих работ принадлежит Фрищрихсу [з] , а другая -

Лере к] . 

Фрвдрихс в работе 1954 года отмечает, что системы уравнений 

математической физики с устойчиво корректной задачей Коши обычно 

описываются уравнениями, у которых матрицы коэффициентов при про

изводных являются симметричесгоши (или эрмитовыми), а матрицы ко

эффициентов при производных по г - к тому же строго положитель

но определенными 

^и , ̂  ^ Ъсс 

(1.2) 

i Такие системы получили название симметрических С* -гиперболичес

ких систем. Надо отметить, что связь физических интегралов энер

гии для систем из математической физики с теореиеми существования 

отмечалась еще в 1928 г. в известной работе Куранта, Фрндрихса, 

Леви [щ 9 а для конкретных систем типа (1.2) и их трансфореций 

Лапласа в 1953 г. 0.А.Ладыженской /б| . На решениях систем (1.2) 
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выполнено содержащее символ дивергенцжж тождество 

носящее название дифференциальной Форш интеграла энергии. В слу--

чае постоянных коэффициентов матржца Я> квадрвтжчной форнк 

( 2 ) и } и ) , стояще! в право! части (1.3), определена равенством 

2) -• - Ц — Ц т собственно интегралом энергжж называется жн-

тегральное тождество 

вытекающее из приведенного выше дифференциального и содержащее 

поверхностный интеграл по границе *дъ? некоторой области ъс 

от квадратичной формы с матрицей 2" А + 3 б + ^ $.С* 

вещественные числовые коэффициенты ?* 7, 2 в записи которой 

- это компоненты вектора единичной нормали к Э ъ с . 

Множество векторов //"*"* % % ] ( таких, что матрица 

?" А + ? 6> "*~ 2 , {?. С,- строго положительно определена, непусто и 
^ з * 

образует выпуклый конус, который можно назвать конусом Гамжльтова-

Якоби симметрической гиперболической системы. Интегралы энергии 

позволяют получать неравенства, с помощью которое известный при

емами доказываются теоремы существования и единственности. Поверх

ности вида ?(**,$, О - °°н^ могут бмть границей области 

единственности (см. [ ? ] ) , если они удовлетворяют уравнению 

Гамильтона-Якоби 

21 ,1(21 11 **у Э у \ ж П

 ( 1* 5 ) 

ратным знаком наибольший корень ?-=- ?* характеристжческого 
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нения ^ [гА + 1 б + ^ {. С : / * о. 

Фри.дрихс предлагает в осно^г понятия гиперболичности положить 

не вещественность и различие корней характеристического уравнения, 

а непосредственно возможность сведения уравнений к системе с сим

метрическими ттрицами. В частности, он показывает, что задача 

Кош для любого гиперболического уравнения второго порядка экви

валентно сводится к задаче Коши для симметрической гиперболичес

кой системы. 

В принстонских лекциях Лере (41 был проведен тщательный ана

лиз работ Петровского и предложен новый метод исследования гипер

болических по Петровскому уравнений, основанный на построении 

специальных интегралов энергии. Эти интегралы строятся по гипер

болическому ложному $~ (V, "3, ̂ )
 с

 пошцью вспомогательно

го гиперболического полинома тьн \Х} 3, 2) - "разделяющего* 

для 9^ (т, *?, (О . Говорят, что ^.
1
 разделяющий по отно

шению к 3* , если корни ?т(^^ Л. ( ^ } ) уравнений .^ (V ̂  } ) -* о> 

^ ^ , 1 ; ^ = ° при любых -?,?(У+//?//***0) удов

летворяют неравенствам: 

Ч < К <
 %

 < Ал 4
 " *

 < Л»-1 < Тп , (1.6) 
Лере показал, что существует представление 

+ 
(1.7) 
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г д е ^ , р - мультиивдексы, 2 ) ^ и , ^ а _ пробегают 

все частные производные порядка н-± от <и ̂ У аг V \
 #

 д^ 

решениях гаперболичес кого уравнения У> ( Ъ ^ ^ V _ 

левая часть тождества Лере ( 1 . 7 ) обращается в нуль ж это тождест
во оказывается дифференциальной формой некоторого энергетического 

тождества, аналогичного интегралам энергии для симметрических ги

перболических систем. Они аналогичным образом могут быть использо

ваны при доказательстве теорем существования и единственности. 

Правда, в тождестве Лере матржцы Д ^ * • 8^в » Сы.& 

определены существенно неоднозначно и, вообще говоря, положитель

ную определенность матрицы А М л доказать не удается. 1ере 

предложил вместо положительной определенности пользоваться более 

слабым условием. 

Каждому символу дифференцирования 

<=л _ _ 

coпocтaвим oднoчлeн 

**-, 'Woв ** 1— -, v.. 

а квадратичной форме 

2 ; ^ Л а ' и (1.8) 
однородный поливой 

Г
(Ч 7, * ; ̂  *") =- 2. \ А (Г, X ?) ЛР

(А Д V)
 (1

.
9) 

Лере показал, что положив (̂  - "̂  » ^ ^ > » мн приходим к 

выражению, не зависящему от произвола, который возможен при вы-
;
°Р

е А ы а - 2^в » С. й и установил неравенств*) 

- 45 



РЛ 1,Г>Т, 1,0 ? я ^ - А п / Г , 1 ( 1 Л 0 ) 

являю-жееся ослаблением условия положительной определенности формы 

(1.8). На самом деде, кадсггрукцжя Дере несколько сложнее. Здесь 

она схематизирована, чтобы избежать не нужных нам подробностей, 

которые удджнжлж он жзложенне. Оказалось, что ослабленной положи

тельно! определенности (1.10) достаточно для того, чтобы провести 

построение все! теориж задачи Коми. При этом интегралы Лере ис

пользуются совершило аналогично тому, как применяются интегралы 

энергии симметрически! гагероолнческн! систем. Отличие состоит 

лвжь в вдооходимости при сценках производных решения использовать 

еж» и известное неравенство Горджнта [в]. 

Сравнение хгреддоженж! «рждрихса ж Лере приводит к вопросу 

о том, нельзя ли все-таки воспользоваться произволом в выборе 

квадратжчных форм интеграла Дере для того, чтобы добиться стро

го! положительной определенности формы (1.8). В этом случае кон

струкцию 1ере можно было бн несколько развить и показать, что 

любое строго гиперболическое по Петровскому уравнение может быть 

эквивалентно сведено к симметрической гиперболической системе. 

Настоями! доклад посвящен обзору ряда работ, выполненных в Ново

сибирске и неправленных на то, чтобы выяснить, возможно ли такое 

сведение. При этом оказалось, что во всех рассмотренных случаях 

выяснение сводилось к изучению нетривиальных алгебраических фак

тов. Попутно были описаны новне интегралы энергии даже в класси

ческом случае простейшего волнового уравнения, в том числе и с 

векторной неизвестно! функцией. Эти интегралы были использованы 

для исследования смешанных задач. В частности, развитие этого 

круга идей привело к построению интегралов энергии, диссипирую-

щнхся на ударных волнах и к их использованию для обоснования новых 
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теорем существования и единственности в газовой динамике. 

§ 2. Симметризация и тождество Хермандера 

Постараемся понять в чем состоит произвол выбора матриц 

^ в » &иа * ^]<*р представления Лере (1.7). Обозначим через 
?
/*~>1 Н вектор-столбец с компонентами %>[**,!, %] ^ 
_ ^ о о ^ ^ $ Г Ц . . ^.ПрИ ЭТОМ Ы.0 + а ^ + < ^ + . . . + *

т
 .*А?^ 

Р <=-1 •*,,..> .V , эде л/ - число всевозможных мономов степени 
*-1 • Через 14 обозначим числовой вектор размерности л / с 

вещественными компонентами, а через А , о , С- ~ эрмито

вы ///Л/ матрицы. Рассматривая равенство 

(*А + ?6+1.ьСЛ ?Л 1, ?1 - ? М О* <2Л) 

как однородную систему линейных уравнений для элементов матриц 

А , В * \ и
 компонент вектора п. , мы ее еще допол

ним равенствами, вытекающими из эрмитовости: 

\* Я. - О* /- - Г * (2.2) 
A , A _ ß = ß - ) C j = c ; 

В работе [ 9 /исследована разрешимость этой однородной систе

мы, которая имеет место при любых К , т. и любых полиномах 

^ ^ , совсем не обязательно гиперболических, В частности, при 

М« 1 (случай трех переменных с , •* , VI ) размерность 

пространства решений равна /г ( я . - ^ н + 3п. +2Л/<{ • Зная 

какое--либо решение, можно получить систему первого порядка с эрми

товыми матрицами коэффициентов для всех производных /?-1 -го 

порядка от решения уравнения У^ / ^ } ^ > ~ - )# ^ О 
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воспользовавшись равенством 

= ̂ (.Й.^%>^)Ьо,
 (2

.
3) 

автоматически следующим ив (2.1). Составленная ив (2*1), (2.2) сис

тема линейных уравнений является системой равенств для векторных 

полиномов от ?• , ] ,5 • Удобно, введя еще ноше переменные 

Д 9 и , ̂  (Х)^)^^ Й|
>
...

)
 Р»п) » свести ее к равенству меаду 

скалярными полиномами. Наряду с вектором 1 [Т,"]
;
 ^/ рассмвт-

рим вектор ?[А,°*,р] $ а затем, используя эрмитовне ска-

лярнне произведения и положив 

(к, г [^1) = 2 К Ь[Щ1 = $5-* (V, Д (
2
.4) 

(2.5) 
(6*^1, *Ж|]) = ^ ^ М * - / ) 

установим эквивалентность векторного равенства (2.1) скалярному 

равенству 

в котором: 
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&*а(т,%!• хлр а Щ^ТтХ) ^ (2*7) 

Таким образом, возможность симметризации оказывается эквивалентной 

возможности подбора вещественного 9 ^ (Х^ р ") и, вооб

ще говоря, комплексных полиномов г } & } Н- , удовлетворяющих 

условиям симметрии (2.7). На самом деле положение несколько проще. 

Каковы бы ни были однородные полиномы У^ (^1,2^) » 5*-1 ^ > Ы \ Р ) 

их произведение всегда допускает (и не единственным способом) пред

ставление в виде {2Л). К доказательству этого факта и сводится 

решение вопроса о возможности симметризации, если оставить в сто

роне выяснение возможности выбора положительно определенной матри

цы А * Заметим, что из-за вещественности оп , ^ ш ± и из-за 

справедливости (2.7), одновременно с (2.6) справедливы и следую

щие равенства (2.8): 

= ?^-МО^-:А^). (2'8) 

Складывая (2.6) с (2.8), приходам к равенству, называемому 

тождеством Хермангдера 

?' (Ъ, о ?-* №+^ (№р -̂- й г 0= 
*(?+Х)Р'(г)х};^,& + (7+°*)б(*>Ъ}МР + 

+ i (t.+fІjҚ(г>v->xґï). 
ІЧ ' ' (2.9) 
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По существу доказательство симметризуемости сводится к доказатель

ству возможности представления левой части (2.9) в том виде, который 

указан в правой. Такое доказательство хорошо известно и может быть 

проведено многими способами. В нашей статье [э] приведена изящная 
конструкция Н.Г.Марчука, которая приводит к явным формулам, дающим 

г 9 О 9 Н. в одном из таких возможных представлений. 

Все другие представления получаются добавлением к г , <-* , 

Н; решений так называемого однородного тождества Хермандера 
V 

^ Р0+ь+*)а0 •*§ +& н? =- о, (2Л0) 

у которого рассматриваются лишь решения, удовлетворяющие условиям 

симметрии (2.7). 

Таким образом, чтобы получить описание всех возможных сишет-

риваций, нужно суметь получить описание всех возможных решений од

нородного тождества Хермавдера (2.10). После этого, конечно, еде 

остается открытым вопрос, существуют ли симметризации с положитель

но определенной матрицей А 

§ 3. Симметризация гиперболического уравнения с тремя 

независимыми переменными 

В случае трех независимых переменных ^ • ̂  • I опжса-

пие всех решений однородного тождества Хермандера (2.10) с услови

ями симметрии (2.7) приведено в /*9] . Эти решения имеют вид: 

• г°&,гМ!) = *Ы -**) К ЬМ-дО 

6°(ы№}><(А1-*Рк(г>УМр 
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в котором 

(3.2) 

где /\р ^ образуют эрмитову матрицу, а ^ [ т 9 7;
 ?] пробегаю» 

все одночлены степени н-,2 . Вещественная размерность пространст

ва решений однородного тождества Хермандера в атом случае равна 

[п (п-{)/21 • Размерность пространства всех допустимых симмет

ризации уравнения Рк (^ >^ >т^у ) и ^ о , то есть 

размерность всех допустимых наборов матриц /\ , О , С- равна 

сумме размерности Г к (п-^/х ] пространства решений однородно

го тождества Хермандера и размерности и. ( * + € ) / 1 пространства 

всех однородных полиномов ^*- ( Х ^ . Р ^ степени и~1 • 

Каждому набору матриц А , б> , С соответствует интеграл 

энергии. Множество интегралов энергии, таким образом, в рассматри

ваемом случае тоже образует линейное пространство размерности 
9 

[
Н
(

Н
"^Д1 +

 к (*+1)/о2. . Однако нас интересуют только 

интегралы энергии и соответствующие им симметризации только для 

гиперболических Т^ (*, 7, ̂  и только такие симметризации, 

у которых матрица А строго положительно определена. Такие ин

тегралы энергии, если они существуют, образуют выпуклый конус в 

пространстве всех интегралов. В случае гиперболических уравнений 

с тремя независимыми переменными удалось установить [ъ ] непустоту 
этого конуса. При этом удалось использовать решения тождества 

Хермандера (2.6),(2.7), построенные по произвольному .гаперболичес-

кому У ^ (*) 7 , 2 ) , разделяющему ^Х &> 1 , О 

Как уже отмечалось в § 2, по заданным Д (*,7
;
 О ,̂ *-* г/"3

;
^ 

выражение для г С^С1> ? > Л Ч Р ^) в тс
°кД

е
отве Хермавде-
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ра (2.9) определяется неоднозначно. Однако, как показал Дере, 

Р(г> "7/ ? > Л| 7, О от произвола выбора решения однородно

го тождества Хермандера не зависит: 

РГГУЬЛ-ГЛ % (Удо ?1Ал>) -% &до%« кг». 
"о. 7, ?; и д ?; = ^—> 

(3.3) = к Р„Ш'^. 
Матрица из полиномиальных коэффициентов ' ,у ( 7, } ) будет в 

•» * А 

(3.3) строго положительно определенной при 7 +? > о • На ос

новании известной теоремы Эрмита о безутиане это утверждение сле

дует из того, что корни уравнений о ^ & Т ? ) ^ - ^ У^ш± ( А д } ) » ^ 

разделяются. В /э/ В.Й.Костину удалось доказать возможность пред

ставления 

в котором коэффициенты й р л образуют положительно определен

ную матрицу А . Он же сумел показать, что среда возможных 

Г (^ X I ' Л 0
^. Я ̂  * полученных из решения тождества Херман

дера (2.9), содержится 

5) 

При этом было использовано представление (3.4) и даваемое формула

ми (3.1),(3.2) описание всех возможных решений однородного тождест

ва Хермандера. Возможность же представления (3.4) с /-{ > О дока

зано со ссылкой на принадлежащую Розенблатту ] 10} теорему, обобщаю-
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щую известную теореидг Фейера-Риеса. «*+)( 

Теорема Розенблатта. Если 2) ( у ) -=: /^ ^ 2> эрми-

К 8 - К 

тов положительно определенный матричный полином, то он допускает 

представление 

^H=Д*ŕч>)vd(V) 

через некоторый матричный полином 
**»/( . .... 

л(г)^г. * л 
Полином Д ( т) может быть выбран таким, что матрица Д 

окажется эрмитовой и положительно определенной, и что при / 2 / ^ 1 

справедливо неравенство ^ с ч ^ 3 Д I "Ф О Этими 

условиями полином Д (у)определяется однозначно. 

Приведенное Розенблаттом доказательство этой, по существу 

алгебраической, теоремы весьма схематично и основано на теории 

предсказания стационарных случайных последовательностей. Аналити

ческое доказательство теоремы Розенблатта, основанное на алгебраи

ческих соображениях, было предложено и опубликовано А.Н.Малышевым 

[п]. 
Путь, по которому было проведено доказательство возможности 

сведения к симметрической гиперболической системе произвольного 

гиперболического уравнения с двумя пространственными переменными, 

не позволяет никак подступиться к уравнениям с большим числом не

зависимых переменных и состояние вопроса о симметризации при этом 

выясняется лишь на ряде примеров, о которых пойдет речь ниже. 
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§ 4. Смешанная задача для волнового уравнения с 

двумя пространственными переменными 

Рассмотрение примеров оказывается интересным даже в случае 

двух пространственных переменных. Например, нетривиальные симметри

зации и отвечающие им интегралы энергии удалось получить даже в та

ком, казалось бы, банальном примере, как волновое уравнение. Инте

ресную конструкцию, возникшую при продумывании работы /12] Миата-

ки предложил в этом примере В.М.Гордиенко ЛЕЗ] , [14] . Он изучал 

векторное волновое уравнение 

Чtt-Hxx-UџџъO 
(4.1) 

и смешанную задачу для него в области Г > О # ос> О с .гранич

ным условием 

O 7 

[p£ + Qfe + *ФІ"=° (4.2) 

при X « о и с начальными данными Коши при г ^ О . Сметанная 

задача поставлена заведомо некорректно, если она допускает последо

вательность частных решений (х^±^Л) $ } . . . ) вида 

& и 

с Яе Г>0 9 Ре "*§< О , Эта последовательность анало

гична последовательности, рассматриваемой в классическом примере 

Ацамара некорректности задачи Коши для уравнения Лапласа. 
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В.М.Гордиенко требовал, чтобы матрицы Р , 0> , гч не до

пускали возможности построения таких примеров некорректности и что

бы некорректность не появлялась при достаточно малом возмущении 

матричных коэффициентов г , ф , /\ . Это условие принято 

называть равномерным условием Лопатинского. 

Оказывается, что для выполнения равномерного условия Лопатин

ского необходимо и достаточно, чтобы матрица Р + г\ была невы

рожденной и чтобы тВкхЛн. матрица _ / \ : 

л = | 0 ™ ) ' ' <4-3) 

имела все характеристические корни, лежащими строго в левой полу

плоскости. В этом случае оказывается, что можно указать такое при

ведение векторного волнового уравнения к сижетрической гиперболи

ческой системе, что соответствующие интегралы энергии будут, в 

силу граничного условия, диссипативными. 

Построение интегралов энергии основано на следующем оператор

ном тождестве, в котором можно узнать частный вид тождества (2.1)» 

с помощью которого в § 2 описывалась схема симметризации произволь

ных гиперболических уравнений. Задавшись произвольными н*к 

эрмитовыми матрицами К , 1< - /I . N % мы составим из них 

следующие эрмитовы матрицы 
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c 

8-

( L K ÍAA . 
K L (A\ 

\ih/ IA -l ) ' 

(4.4) 

и убедимся, что 

[rA*-çB + ?CÏ ï l 

ř l 
. ty-*V 

( 1 - единичная матрица размера и х к ) . 

Заменяя ^ * , "^ , > на операторы дифференщфования 

- * - э т?у и применяя тождество к вектору СС , 

ЗОЛНОВ( 

(4.5) 

удовлетво

ряющему волновому уравнению, мы видим, что производные и^ , 6 ,̂ 
x » 

этого вектора связаны симметрической системой 

Ч\ 

и, Í* = 0 (4.6) 
> 
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а составленный из них вектор 

(4.7) 

входит в квадратичные формы следующего интеграла энергии, записанно

го в дифференциальной ферме 

Ы^УУЫ^^+^^^У0 • <4-8> 

Для завершения описанных построений необходимо суметь так подобрать 

}^ $ I, , М , /V , чтобы скомпанованная из них матрица А 

( 4 . 4 ) , оказалась положительно определенной и чтобы граничное усло

вие Ри^ + Оихч-Ки^^о при этом было диссипативным. На лю

бых .5*4-мерных составных векторах ^ с ^-мерными компонен

тами 1Л , С^ , Ц , связанными соотношением 

РЦ^+Ф^ +КЦ*:0, условие диссипативности состоит в справедливости 

для таких векторов неравенства ( В Ц ^ } < О • 

В.М.Гордиенко показал, что удовлетворить всем этим требованиям 

можно задавшись произвольной Лн*Я>% положительно определен

ной матрицей <-* , по которой из уравнения Ляпунова: 

/{н+ил = -с (4*9) 

находится эрмитова Л к хЯи. матрица Н . Из-за того, что все 

характеристические корни Л (4.3) имеют отрицательную веществен

ную часть (следствие выполнения равномерного условия Лопатинского), 

уравнение Ляпунова однозначно разрешимо и решение И строго поло-
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житвльно определено» 

Записав И в виде, составленном из четырех квадратных клеток 

н = н = I Hu н « 
Ңřl Hj2 

и положив 

1 = / . * = - ^ ( Н , 1 + Н * ) 

И/= /V* = - <. (нл1 -///) 

мы и приходим к решению поставленной задачи. При этом 

(К-1Л -1-гЛГ 

H* 
-l + iiï. K-fM 

(4.10) 

(4. II) 

(4.12) 

Из положительной определенности N (4.12) вытекает положитель

ная определенность А (4.4). Интересно отметить, что из положи

тельной определенности А не следует, что Н , составленная по 

правилу (4.12), будет положительно определена, однако, как показал 

Н.Г.Марчук [тв] , положительная определенность Н является не-
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обходимым ж достаточным условием того, чтобы конус Гамильтона-Лкоби 

векторов ^"» ^ , р , при которых матрица $Г А + ^ В ^ С. 

положительно определена (см* § I ) , совпадал с конусом Ъ* > \Ас*+%*-, 

который естественно назвать конусом Гамжльтона--Якоби волнового 

уравнения. При этом совпадают области единственности волнового 

уравнения и построенной симметрической гиперболической системы. 

В общем случае из положительной определенности Д следует лишь, 

что область единственности симметрической системы является частью 

области единственности волнового уравнения. 

В работе Н.Г.Марчука (16/ доказано, что построение В.М.Гор-

диенко не только сопоставляет каждому решению задачи Коши для вектор

ного волнового уравнение решение специальной задачи Коши для неко

торой симметрической гиперболическое системы, но и наоборот - каж

дое решение этой специальной задачи для системы однозначно опре

деляет соответствующее решение векторного волнового уравнения. 

Доказательство Н.Г.Марчука основано на использовании и под

робном изучении нового, специально построенного интеграла энергии 

wf/i1w;w)+^fB1w )v)+^ C ^ 4 A 4 - I 3 > 

для составного вектора VI/ ,векторнне компоненты уЦ , \А4. 

\/Ц > МЛ, которого составлены из производных от компонент 

вектора I/ , являющегося решением системы В.М.Гордиенко (см. 

(3.6)): 

14) 
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(4.15) 

по формулам: 

ц = ц< -цх -ц, 

щ - и* -ц, 
ц - ц, -ч. 

При этом коэффициентные матрицы /4 ' 3 ' ^ 1 нового интег

рала энергии оказались окаймлениями матриц /| , В > С ин

теграла Гордаенко или матриц, отличающихся от них лишь знаком: 

V 

í K LM iA/\ 

L K ihí AI 

M -<A/ K -*/ 
-cN M - U Í 

L K iM M\ 
K L M c/V 

61=1 -ř/V tf Ч K 

A Î -<Л/ K чl 
(4.16) 

4=1 

' Л t ~iA/ K ч y 

Í . V -Aí l. -к 

к L Л1 «•// 

-l -к -**и/ -A1 
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Несколько удивительно, что построенный Н.Г.Марчуком интеграл энергии 

не связан с симметрической гиперболической системой для И/" , имею

щей г \ ± , о . , С ^ матрицами коэффициентов. Такой системе вектор 

И / не удовлетворяет: 

§ 5. Смешанная задача для волнового уравнения с любым 

числом пространственных переменных и приложения 

к газовой динамике 

До сих пор речь шла только об интегралах энергии для вектс>рно-

го уравнения с двумя пространственными переменными ос , У* . В 

случае большего числа пространственных переменных 

* ) $ > & > - ) <%*+ насколько нам известно, аналогичная теория ин

тегралов энергии развита лишь в случае скалярного волнового урав

нения» Критерий выполнения равномерного условия Лшатинского в 

смешанной задаче был в этом случае получен Миатаки [12 ^ . В работе 

[17] А.Н.Малышевым было продемонстрировано, что смешанная задача 

в полупространстве ос>о для уравнения 

с гранично», условием при .х гг О : 

Uié ~*xx -Ž. u .k. = O (5.1) 

j-i ' h 

(5.2) 
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удовлетворящим равномерному условию Лопатинского, может быть пре

образованием Лоренца, не изменяющим волнового уравнения (5.1), пре

образована в задачу с более простым граничным условием 

РЦ +Ъих + *'"#1~Оу (5.3) 

в которое не входят производные и^ > и # ы - > и#*и. • Это об

стоятельство позволило использовать описанные выше интегралы» стро

ившиеся в случае двух пространственных переменных, и отталкиваясь 

от них, дать конструкцию интегралов, диесип.фувдихся в силу задан

ного граничного условия и в общем случае. Обобщение удалось провес

ти так, что оно позволило утверждать как совпадение областей един

ственности симметризации и исходного уравнения, так и возможность из 

решений сконструированной симметрической системы швести теорему 

существования решения смешанной задачи у волнового уравнения. Надо 

отметить, что в работе Малышева /171 также, как и в работе 1Ър-

диенко ^14] рассматривается не само волновое уравнение, а произ

вольное ^-гиперболическое уравнение второго порядка. 

Интегралы энергии волнового уравнения сыграли важную роль в 

исследованиях корректности газодинамических задач с ударными вол

нами. Такие исследования выполнены А.М.Елохиным одновременно с 

описанными в §§ 4,5 исследованиями волнового уравнения. Надо ска

зать, что эти два направления исследований все время влияли друг 

на друга и друг друга стимулировали. 

Когда сверхзвуковой плоскопараллельный поток газа натекает 

на слабо искривленный фронт ударной волны, расположенный около 

плоскости X » о , то за фронтом этой волны (при X > о ) 

для описания распространения малых возмущений компонент скорости 

Ос • ** $ давления (> и энтропии ?̂ можно пользоваться 
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уравнениями акустики, которые при определенном способе обезразмерц-*-

вания приводятся к следующей системе: 

±000' 

o L o ö ] 2 + | 
O OL o N Ť I 

t \° o o íi 

(Ң L oo 
í M o 0 
o o Л\ o |^* 
o o o м 

+ 

f 0 O i 6\ 
-1 

h h 
0 0 o 0 

1 O 0 0 r 
.1 

u 
6 = 

0 

0 

o O 0 0) 
r 

.1 \ч 10/ 

(5.4) 

Параметр Л| здесь обозначает число Маха за фронтом ударной вол

ны (с?^А1-<13 . Эта система является симметрической С-.И1-
перболической* 1}эаничные условия на ударной волне могут быть для 

малых возмущений записаны в виде следущих соотношений меаду вели

чинами на плоскости ос =: о : 

(5.5) 

Здесь ^ , СГ , у* , ̂) - постоянные коэффициенты, а функция 

' (*> с О описывает отклонение фронта ударной волны от плоскости 

о с * о . Нетрудно показать, что исключив из приведенной системы 

неизвестные и , & 9 ^ $ ш придем к волновоадг уравнению 

для давления р : 

^+^/
V
t^-(--At")p^-^

y
 = 

(5.6) 
'** V j t 

с граничным условием (при эс -=^о )9 связывающим вторые производные 

искомой функции 

(^^р^-к-^Р^+АМр^^О (5.7) 

(Ас-О-уиу 
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Для того, чтобы выписать интегралы энертаи волнового уравнения, 

дисс!Ш1фущиеся на границе в силу граничного условия (5.7), возмо

жен, например, следующий подход. 

Первые производные р^ , /V удовлетворяют каждая одному и 

тому же волновому уравнению 

ф « + i íч (PДX - (i -* ') (PД* - (fjfb o 
(5.8) 

йr 

и следующим граничным условиям при х » о 

[(^м)%-(1-^;^«М+л^%^*о 

(5.9) 

Это построение приводит естественным путем к смешанной задаче для 

векторного волнового уравнения с граничными условиями, связывающи

ми первые производные от неизвестных функций. Надо заметить, что 

несложным преобразованием координатной системы волновое уравнение, 

рассмотренное выше, может быть приведено к стандартному виду 

/^'-р*'*' - ^ ' в ° . ( 5 Л 0 ) 

Детально развивая и углубляя намеченную здесь идеюД.М.Блохин су

мел построить интегралы энергии, которые в линеаризованной теории 

ударных волн диссипируются во всех случаях, когда уравнение сос

тояния газа обеспечивает корректность постановки задачи, то есть 

выполнение равномерного условия Лопатинского. 
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Критерии выполнения этого условия следуют из [18] , /19] . Тех

ника интегралов энергии позволила перенести результаты, первоначаль

но полученные в линейной теории, на квазилинейные уравнения газовой 

динамики с ддумя и с тремя пространственными переменными и использо

вать для изучения гладких течений в окрестности гладкой ударной 

волны. Для таких, содержащих ударную волну, течений А.М.Блохину 

удалось, развивая методы книги С.Л. Соболева |20] , с помощью пост

роенных интегралов энергии доказать теоремы существования и единст

венности. Этим вопросам посвящены обзорные статьи /21] , [22] ,/2з] 

и содержащие подробные доказательства работы [24] , /25] , [26 ] , 

а также книга [27] . 

Заметим, что с помощью псевдодифферендиальных операторов нес

колько позже похожие факты были установлены в [28] . 

§ 6. Уравнения, инвариантные относительно ортогональных 

преобразований пространственных переменных ж олизкие 

к ним 

Вернемся теперь к рассмотрению гиперболических уравнений 

(6.1) 

(T) (2. 3-. :Ł_ .ЗL. ^ ^ 

произвольной степени в пространстве произвольной размерности. Воп

рос о том, может ли быть такое уравнение сведено к симметрической 

гиперболической системе, остается открытым. Однако удалось показать* 

что допускают симметризацию уравнения, инвариантные относительно 

ортогональных преобразований пространственных переменных, и все 

достаточно близкие к ним. Впервые это было продемонстрировано в 
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работе В.И.Костина [29]
 #
 Тем самым оказалось* что в пространстве 

коэффициентов, каждой точке которого соответствует полином 

5н ( 1 1 ; ^ ^ - . , ^ " ) » имеющий коэффвцжвнтн, раетш д«и=фто-

вым координатам этой точки, существует область» состоящая кз скшет-

ризуемых гиперболических полиномов. В каком-то смысле выяснилось, 

что симметризуемых гиперболических полиномов достаточно много. 

Впоследствии Т.Ю.Михайлова /зо/ дала новое доказательство это

му факту и существенно его уточнила. Ее доказано, что жнваржантные 

относительно ортогональных преобразований пространственных коорди

нат, гиперболические уравнения и все достаточно блжзкке к ним допус

кают симметризацию с конусом Гамильтона-Якоби, обеспечивающим совпа

дение области единственности симметрической гиперболической системы 

с областью единственности исходного гиперболического уравнения. Это 

утверждение аналогично утверждениям, полученным при симметризации 

смешанной задачи Н.Г.Марчуком (см. § 4) и А.Н.Малышевым (см* § 5). 

Доказательство Т.Ю.Михайловой состоит в построении явных фор-

1̂ гл симметризации инвариантного уравнения и в исследовании характе

ристического уравнения полученной симметрической системы. 

Оказывается, что наибольший характеристический корень этой сис

темы некратный и совпадает с наибольшим же характеристическим кор

нем исходного гиперболического оператора. Так как характеристичес

кий полином системы, полученной сишетризацией, всецца делится на 

характеристический полином исходного уравнения, то удается дока

зать совпадение наибольших характеристических корней у исходного 

уравнения и симметризации и в случае, когда сишетризуется (неко

торым специальным образом) уравнение, достаточно близкое к инва

риантному. Возможность такой сишетризации вытекает из несложного 

приема, предложенного В.И.Костиным. Инвариантный относительно ор

тогональной группы гю1ерболжческий полином У
м
 ( Ь ^ ^ > _ ь " ^ 
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;=• 0 (т "т *") допускает представление 

«(•'л.о-^^С!-) (6.2) 

г=/У+/ДОг' 
через полином от одного переменного *р (со) с вещественными корня
ми. Выбирая полином

 <
р„.

1
 (<*>) $ вещественные корни которого 

разделяются с корнями ^> (со} , мы в качестве разделяющего 

полинома выберем 

^-Л1,^=г"^
и
,(т). «.и 

Будем предполагать, что старшие коэффициенты полиномов Ф
н
 (с**) 

ф (^0 положительны. При этих условиях, как это хорошо 

известно из анализа, по данной паре полиномов можно однозначно пост

роить цепочку полиномов «Зр^ (<-**") с положительными старшими 
коэффициентами так, чтобы они были связаны рекуррентными соотноше

ниями 

ĆO фк (cS) - c^ ф^ t » - Cм ү ^ П = o, (6.4) 

гдексо^,^...^-! ^ - о ^ ^ ^ ) ^
0
 и все С* >о 

при Х ^ о . Полином ^ Г
0
^*) имеет х вещественных и раз

личных корней, корни полиномов Ф (<*>) и Ф л (^) переме-

жаются» Полиномы ^тг* С°**) обязательно содержат либо только 

четные, либо только четные-., либо только нечетные степени с^> в 

зависимости от четности или нечетности к • 
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Положив 

(6.5) ^ЛíVř.Й, 
мы придем к соотношениям между этими полиномами 

*-$<*, 1,0 ^ C ť + £ £)£/*, vV * X to,0*o (6.6) 
£=< 

V*0, 1,*,...,*-!. 

Введя обозначения 

F(t,Tr ^ p -=!;.> ̂ .flT"? to,flS£ a,*, j v 
*sO ' 

- 1 <*-->-+ (фГ7^-, ъ?,»2 й,« ?>?;?-, ^ ) Й ^го] 
С помощью соотношений (6.6) можно получить тождество 
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= (V+A)Fft7.?;^;) + Һ+-г)^řV;7^;VłЮ + 

и*, 

которое можно рассматривать как тождество Хермандера для Зк (Т} ̂  ^ 

и разделяющего С , ^ ^
п
 Г^""?,^).

 К а к ш
 •

уже о т м е ч а л и в ы ш е
' 

каждому такому тождеству, после выбора базиса в пространстве одно^ 

родных полиномов степени Н^1 » однозначно соответствует симмет

рическая гиперболическая система, которой сопоставляется интеграл 

энергии для исходного гиперболического оператора. В работе [30] 

предлагается выбрать базис из полиномов 

ÇГ- /^ \ / (*Ч-*X)1 h-*l-X~L / fì ç Ä 

.Ч4Л.-A) .Z-<*4+-+'»». 
/í * При этом матрица Я при производных «^г в симметрической 

системе окажется единичной, а следовательно, и положительно опре

деленной. 

Матрица В при производных ^ос т о ж е
 будет весьма прос

той, - состоящей из клеток с ненулевыми элементами лишь на двух 

диагоналях, окаймляющих нулевую главную диагональ. Матрицы С име

ют более сложную структуру, которая не потребовала детального ана

лиза. 

В силу того, что система инвариантна относительно ортогональных 
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преобразований пространственных переменных, ее характеристические 

корни Т » г(ч,}) имеют вид Т - <-> *Т*+И?Н* и могут быть 

определены лишь по их значениям Т ^ с^1у) , которые получаются 

при ^ * ̂  с - • • = &•, - о» то есть через корни уравнения 
о(а^ (тА "+"18 } =: О , что сводится к вычислению характе

ристических корней матрицы & Следствием структуры 6 

является то, что эти корни распадаются на группы корней характерис

тических уравнений 2)^. ^ (и*)ъ. О якобиеных матриц с нулевой 

главной диагональю, на побочных диагоналях которой стоят элементы 

вида — Ск^ / *2~2* • Известно, что максимальные корни таких 
матриц монотонно зависят от элементов побочной диагонали. Поэтому 

максимальный корень уравнения З ) ^ (**>) ̂  О строго меньше макси

мального корня характеристического уравнения Ъ к (**>) = о яко-

биевой матрицы с нулевой главной диагональю, на побочной диагонали 

которой стоят элементы ^ / х , ^ , . - ; <?х-^ . Оказывается, 

что 2>
Л
 С6^) ~

 <
5р

ь
 (<ьУ)

 #
 с помощью перемежаемости нулей пос

ле итого легко доказывается, что все корни с*> всех уравнений 

?> » (иэ)~ О строго меньше максимального корня "т^ (<+>} , 

откуда и вытекает основное утверящение о совпадении конусов Гамиль-

тона-Якоби для симметрической системы и для гиперболического урав

нения, из которого она была получена. 

Еще раз подчеркнем, что все утверадения этой работы используют 

специально выбранный базис в пространстве производных, которые явля

ются решениями сишетризованной системы. Именно этот базис позволил 

свести вычисление и исследование характеристических корней к получе

нию и исследованию корней специальных якобиевых матриц. 
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